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ОТ ПЕРЕВОДЧИКА 


еометрия Кавальери, вышедшая в свет 300 лет тому назад, в 1635 г., после 
смерти автора была выпущена вторым изданием в 1653г. и с тех пор 
ни разу не переиздавалась и не переводилась ни на один из языков 

Главной причиной было несправедливое убеждение в чрезвычайной труд- 
ности и непонятности этой книги. Кавальери создал ряд новых геометрических 
представлений и придумал совершенно новую терминологию, поэтому когда 
(как это обычно делалось) для знакомства с Кавальери выхватывали какую- 
либо теорему из середины книги и пытались ее перевести, то такая по- 
пытка была заранее обречена на неудачу и должна была внушить пред- 
ставление о чрезвычайной трудности книги. Но если изучать „Геометрию 
неделимых“ последовательно, начиная с первых определений, то читатель, 
несомненно, не найдет в ней чего-либо непонятного, и она окажется не более 
трудной, чем любая другая книга, оперирующая методами геометрической 
алгебры (как, например, книги Архимеда или Аполлония). 

Если, таким образом, чтение книги Кавальери не представит больших труд- 
ностей, то трудности, с которыми сопряжен перевод этой книги, неисчислимы. 
Переводчику приходится заново придумывать новую русскую терминологию, 
адэкватную терминологии Кавальери, точно передавать его столь чуждый 
нам ход рассуждения и передавать так, чтобы он не был непонятен читателю. 
Вдобавок подлинник буквально испещрен опечатками и пропусками, подчас 
совершенно искажающими смысл фраз, и часто нужно немало остроумня и 
изобретательности, чтобы восстановить первоначальное чтение (когда, например, 
напечатано аФипс{а вместо а@ рипа и т. д.). Следовать точно контексту 
иногда нельзя; приходится употреблять современные нам выражения, а при 
этом очень легко впасть в противорэчие с общим колоритом произведения. 
Переводчик стремился сделать все возможное, чтобы дать чилателю точное 
представление о подлиннике; при помощи комментария позади текста и 
подстрочных примечаний читателю всегда легко установить и точную форму 
и смысл соответствующих выражений подлинника. 

Книга набрана так. же, как подлинник, т. е. формулы набираются тем 
же шрифтом, что и текст, и не пишутся с красной строки. Во всех тех 
случаях, где математические формулы напечатаны на особой строке и курси- 


---.--- 
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вом, они представляют собою не точное воспроизведение, а только перевод 
на язык нынешних математических символов; сделано это в целях эко- 
номии места в книге и времени читателя в тех случаях, когда это не может 
привести к каким-либо недоразумениям; впрочем, ссылки в подстрочных 
примечаниях дают возможность читателю установить, как выглядело соответ- 
ствующее место в подлиннике. В переводе встречаются иногда слова. взятые 
в квадратные скобки, это означает, что в подлиннике их нет и они 
добавлены переводчиком. Часто встречается в переводе слово [фигура], взятое 
в квадратные скобки; в ‘подлиннике этого слова нет, оно добавлено для 
ясностн. Такое же значение имеют квадратные скобки и в других местах, 
например, при ссылках на чертежи на полях книги ит. д. 

За содействие напечатанию этой книги и ряд замечаний и указаний 
относительно толкования подлинника, стиля и характера перевода и т. д. 
выражаю глубокую благодарность проф. М. Я. Выгодскому. Сердечно бла- 
годарю также моего друга Я. М. Боровского, оказавшего мне самоотвержен- 
ную помощь в просмотре корректур. 


С. Я. ЛУРЬЕ 


МАТЕМАТИЧЕСКИЙ 
ЭПОС 


КАВАЛЬЕРИ 
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у 
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БОНАВЕНТУРА КАВАЛЬЕРИ 


онавентура Кавальери в последнее время за пределами его родины Италии 

‘стал жертвой несправедливой исторической традиции. Из наиболее по- 

пулярных учебников мы узнаем, что „сила Кавальери была не в логиче- 

ских доказательствах“, что он „скорее угадывает, чем доказывает“, что 
ен повинен в сисци$ у 1051$ (Вилейтнер) !, что он „заслужил бы высшую на- 
граду за темноту и неясность изложения, если бы такие награды вообще раздава- 
лись" (Мари 2, Кантор 3), что все его значение сводится лишь к тому, что он 
„поставил условием, чтобы введенные Кеплером неделимые были параллельны 
между собой, и что от суммирования квадратов он перешел к суммированию 
высших степеней“ (Кантор). Но и эту заслугу Кавальери Вилейтнер оспари- 
вает: „В то время, когда Кавальери сделал это открытие, оно уже не было 
новостью (оно уже было сделано Торичелли и Ферма). Все эти ученые 
знали друг друга и делились друг с другом своими результатами...“ Иными 
словами, начав с плагиирования у Кеплера, Кавальери кончил плагиированием 
у Торичелли и Ферма. Правда, „Кавальери пользовался исключительной славой 
у своих современников, но тяжкая болезнь — подагра —не дала проявиться 
должным образом его гениальности, — он писал в промежутках между при- 
ступами болезни, писал поспешно и неясно, не заботясь об адэкватном выра- 
жении своих мыслей...“ - 

Что Кавальери во второй половине своей жизни страдал подагрой, 
это несомненно, но мы лишены возможности судить, содействовала ли эта 
болезнь успеху его математических занятий, как думают одни, или мешала 
ему, как думают другие; во всяком случае, основные мысли его сочинения 
были к тому времени, когда он заболел подагрой, уже в существенных чертах 
намечены. : 

В значительной мере (как это случилось и с Вилейтнером) причина этих 
отзывов заключается в том, что исследователи не дают себе труда изу- 
чить подлинные произведения Кавальери, а вместо этого довольствуются 


тесны 


1 Хрестоматия по истории математики, перевод А. П. Юшкевича, вып. 4, 
Москва, ГТТИ, 1932, стр. 61—65. 

2 Н. Майе, НЯ%юоие 4ез зсепсез тафётаНацез, У, 6. 

3 М. Сатог, УоПезипреп хиг Сезсысще 4ег Маетанв, Ш, стр. 833. 
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повторением чужих слов 1. Сюда надо прибавить еще то, что ученые 
нашего времени вообще не жалуют недостаточно строгий, „нечистоплотный“ 
(ипзаибег) метод неделимых, применявшийся Кавальери. Что же касается 
‚современников Кавальери, которые, превознося его до небес, говорили 
о трудности и непонятности его книг, то для них понимание трудов Ка- 
вальери было в значительной мере затруднено той внутренней противоречи- 
востью и двойственностью его установки, которая, действительно, является 
типичнейшей чертой его деятельности: субъективно Кавальери — влюбленный 
в античность реакционер-романтик, пытающийся возродить в ущерб новой ста- 
рую классическую математику; объективно — он один из величайших революцио- 
неров в математике, открывший в ней новую страницу именно благодаря тому, 
что он не посчитался с вековыми святынями античной математической традиции. 
Бонавентура Кавальери родился в Милане в конце ХУГ в. ? в одной 
из некогда знатнейших семей (из этой семьи в промежуток 1388—1474 гг. 
было избрано шесть декурионов миланского генерального совета; один 
из них был отправлен в 1470 г. к Галеацио Мариа Сфорца для при- 
несения клятвы в верности от имени города). Но в конце ХУ| в. эта семья 
обеднела и потеряла свое былое влияние. Кавальери получил в молодости 
прекрасное гуманитарное образование: он был основательно знаком с луч- 
шими произведениями греческой и латинской прозы и поэзии. знал столько 
латинских стихов наизусть, что всегда пересыпал ими свою речь, и писал 
на безукоризненной классической латыни. И впоследствии его математические 
произведения изобилуют изящнейшими классическими оборотами, метафорами 
и анекдотами; в них цитируются Гомер, Геродот, Платон, Аристотель, Филон, 
Диоген Лаэрций, Плавт, Виргилий, Овидий, Гораций, Персий и др. Еще 
юношей Кавальери вступил в монашеский орден иезуатов (иеронимитов, 
не смешивать с иезуитами). Монастырь св. Иеронима находился в непо- 
средственном соседстве с родительским домом Кавальери, и монахи, с кото- 
рыми он постоянно встречался, оказали большое влияние на его развитие: 
начало ХУП в. было временем глубокоге упадка образованности в Милане, 
и монастыри были почти единственными очагами античной культуры. При- 
мерно в 1616 г. Кавальери перешел в монастырь св. Иеронима в Пизе. 
Еще в молодости Кавальери увлекался точными науками и читал 
античных классиков математики. В бытность его в Пизе он сблизился 
с известным тогда математиком монахом-бенедектинцем Кастелли, который, 
убедившись в его исключительных математических дарованиях, дал ему 
совет посвятить себя изучению геометрии. В чрезвычайно короткое время 
Кавальери изучил Архимеда, Паппа, Аполлония и других античных авто- 
ров, так что Кастелли поручил ему даже временно замещать его. на кафедре 
математики. Кастелли познакомил Кавальери с величайшей знаменитостью 
того времени — Галилеем, который пришел в такое же восхищение ог [а- 
вальери, как и Кастелли, и некоторое время руководил его занятиями. 


1 См. мою статью в „Архиве истории науки и техники“, т. 9, стр. 491 и сл. 


° Дата рождения, содержащаяся в биографии д’Авизо (1598 г.), стала сомни- 
тельной, с тех пор как из переписки Кавальери с Галилеем стало известно, что 
Кавальери уже в 1619 г. выставил свою кандидатуру на кафедру математики в Болонье. 


В центре научного интереса Галилея и Кастелли была в это время 
астрономия. Как мы видим из письма Кастелли < Галилею от 16 мая 1617 г., 
№ 12541, в порядке дня стояли наблюдения над планетами Медичи (спутни- 
ками Юпитера) и над Сатурном, показавшие ошибочность воззрений Аристо- 
теля, правильность которых считалась несомненной в продолжение всего 
средневековья; эти ученые искали также дальнейших подтверждений и обо- 
снований тезы Коперника. В этих наблюдениях и занятиях принял горячее 
участие и Кавальери °®. 

Кавальери вскоре почувствовал себя настолько сильным в математике, 
что, когда в начале 1619г. открылась вакансия на одну из лектур математики 
в Болонье, он выставляет уже свою кандидатуру, называя себя „профессором 
математики и учеником Галилея“ и ссылаясь на то, что ему быле поручено 
замещать в Цизе Кастелли. 

До нас дошло интересное письмо, написанное Кавальери Галилею 
из Пизы 6 марта 1619 г. Здесь Кавальери сообщает, что он уже изучил 
Аполлония с добавлениями Серена и приступает к изучению Птолемея. 
Из этого же письма мы узнаем, что уже в это время Галилей поддерживал 
кандидатуру Кавальери на кафедру профессора математики в Болонье; канди- 
датура эта, однако, успеха не имела. В письме от 15 декабря 1621 г., № 1515, 
Кавальери пишет: 

„Я все время прилежно занимаюсь математикой и пришел к доказа- 
тельству некоторых предложений Архимеда иным способом, чем -он. В част- 
ности я нахожу квадратуру нараболы методом, отличным также от вашего. 
Однако у меня возникло сомнение, которое я и изложу, желая получить 
ваши благосклонные указания. Сомнение это таково: если в плоской фигуре 
представить себе проведенной прямую линию в каком угодно направлении 
и в той же плоской фигуре провести все линии, параллельные этой пря- 
мой, какие только можно провести, то линии, проведенные таким образом, 
я называю всеми линиями этой фигуры. Так вот я хотел бы знать, пред- 
ставляют ли собой все линии одной плоскости и все линии другой плоскости 
величины, имеющие между собой отношение 3. В самом деле, поскольку 
эти линии можно проводить все более и более часто, все вместе линии дан- 
ной фигуры, повидимому, бесконечны и поэтому не подходят под определе- 
ние величин, имеющих отношение между собой. Но, с другой стороны, 
поскольку при увеличении фигуры увеличиваются и все [вместе] линии (т. е. 
сумма линий — С. /Л.), так как они будут состоять из линий первой фигуры 
и из избытка, который заключается в излишке увеличенной фигуры по сравне- 
нию с данной первоначально, — они, повидимому, не могут быть признаны 
неподходящими под это определение. Поэтому я и прошу вас разрешить 
это мое сомнение“. 

Таким образом уже в это время Кавальери пришел к учению о неде- 
лимых, ставшему затем делом всей его жизни. 


1 № всех писем даны по ЕЧГАопе па210па!е сочинений Галилея (1е ореге 
Ч: СаШео СаШе, уо!. ХИ — ХУШ). 

2 Письмо от 21 мая 1617 г., № 1256. 

3 То-есть одчородные, сравнимые между собой величины. Ср.ниже, комм.., стр. 365. 
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В мае 1620 г. Кавальери пришлось вернуться в Милан. В связи 
с тем, что в это время в Милан приехал: кардинал Борромео, обладатель _ 
хорошего телескопа, у Кавальери снова пробуждается интерес к астрономии, 
в частности к планетам Медичи 1. С интересом относится он и к другому 
вопросу, стоявшему тогда в центре интереса математиков, — к логарифмам, 
и в одном из писем запрашивает мнение Галилея по этому поводу’?. 
Но в общем отсутствие руководства и инструментов должно было отвлечь 
Кавальери от астрономических занятий, не говоря уже о том, что обста- 
новка складывалась крайне неблагоприятно для его математических работ 
вообще. Вот что он пишет Галилею в письме от 28 июля 1621 г., № 1504. 
„Подлинно чудо, что я могу заниматься математикой в это время, 
как потому, что не с кем делиться, так и потому, что, возвратившись 
на родину, где находятся старички, которые ждут от. меня больших успехов 
в теологии и в искусстве произносить проповеди, я ясно представляю 
себе, как их должно огорчать, что я так пристрастился к математике. 
Однако никогда не будет того, чтобы я увлекся другими науками, так как 
я знаю, что. это — тот настоящий путь, по которому я должен итти...®. 
Кавальери твердо убежден в превосходстве науки Коперника-Галилея 
над богословской и базирующейся на Аристотеле схоластической наукой. 
„Ваша наука заслуживает предпочтения перед всякой другой, так как 
ена есть точное воспроизведение природы, тогда как другие науки подобны 
отражениям в волнующейся воде, появляющимся в различных видах разби-. 
тыми на отдельные куски и рождающим в глазах наблюдающего их пута- 
ницу и обман. И, тем не менее, наше время такое извращенное, что, не- 
смотря на то, что люди видят пред собою столь благородную картину, они 
уже в силу привычки видеть все в столь обманчивом виде илн вовсе не 
желают смотреть на эту картину или, подстрекаемые нечистыми намерениями, 
смотрят на нее только затем, чтобы надеть на нее личину своих вымыслов“. 
Но Кавальери, тем не менее, остается и в этом случае католическим 
священником и отнюдь не собирается открыто выступать борцом за новую науку: 
„Вы хорошо изобразили в ваших «КароиаеИ» Боккалино покрытым 
струпьями и гГноем; но если бы реформаторы нашего века, раздев его, 
пожелали сделать попытку избавить его от одной из этих язв, то они 
убедились бы, что эти язвы проникли уже так глубоко, что ножу хирурга 
придется пройти вглубь кости и совершенно разрушить ее; отсюда следует, 
что лучше оставить его в том положении, в каком его застали. Точно так 


же и тот, кто желает познать сущность вещей, по моему мнению поступит 


лучше всего, если не будет пытаться искоренить эту язву, так как все равно 
ему не удастся избавиться от всех других; так же предполагаю поступить 
и я... Этим я удовлетворю и тех, которые ценят науку лишь постольку, 
поскольку она приносит практическую пользу; в самом деле, это один из 
главных доводов, которые приводят мои отцы, чтобы отклонить меня от 
занятий математикой, так как они не видят, чтобы до сих пор эти мои 


занятия принесли какую-нибудь ощутительную практическую  пользу...“. 
ЕЕ в рь, к 


1 Письмо от 13 января 1621 г., № 1489. 
2 Письмо от 28 апреля 1621 г., № 1495. 


Не будучи в состоянии ввиду отсутствия научного обшения * зани- 
маться специальными математическими и астрономическими вопросами так, 
чтобы быть на высоте современной ему науки, Кавальери занялся общими 
вопросами философии математики, пограничными между математикой и той 
<холастической наукой, которой заставляли его заниматься его коллеги по 
монастырю, и пришел при этом к своей теории неделимых. Он сам в только 
что упомянутом письме к Галилею называет эту теорию „чрезвычайно экстра- 
вагантной“ (тоШо зфауасаще) и „далекой от всего того, что можно найти 
в произведениях других авторов“ (ошапо 4а фо ацеПо св’ 1ю Во ронфо 
фтоуаге еззег 5сИо Ча ат). 

О том же, в несколько других словах, Кавальери пишет Галилею и 
в двух других письмах от 16 февраля и 22 марта 1622 г., № 1519 и 1521. 
Впоследствии мы увидим, что эта теория является плодом не только мате- 
матических занятий под руководством Кастелли и Галилея, но и богословских 
занятий Кавальери, так как совпадение с Фомой Аквинским и Брадвардином 
отнюдь не является случайным. В самом деле, как сообщают его биографы, 
Кавальери, начиная с 1621 г., преподавал (в течение двух лет) курс богосло- 
вия, причем курс его пользовался огромным успехом и привлекал массу по- 
сторонней монастырю публики. 

В начале 1623 г. мы уже застаем Кавальери в Лоди (город близ 
Милана), где он пробыл до конца 1625 г. Здесь он занимается вопросами, 
составившими основное содержание его позднейших трудов, — определением 
площадей и объемов; в частности, что касается спирали, он пошел значи- 
тельно дальше Архимеда?. В то же время он занимается, как он сообщает, 
й „геометрическими принципами“, т. е. теорией неделимых. 

В начале 1626 г. Кавальери прибывает в Рим, где сразу же попадает 
в общество знатного римского сановника, поклонника Галилея, Джиованни 
Чьямполи. Чьямполи в восторге от Кавальери, который знакомит его со всей си- 
стемой науки Галилея; он остается покровителем Кавальери на всю жизнь (впо- 
следствии Кавальери посвятил ему свой труд о неделимых). Каковы были обя- 
занности Кавальери в Риме, мы точно не знаем, но, узнав, что Кастелли оста- 
вил преподавание в Пизанском университете и что эта кафедра свободна, 
Кавальери просит Галилея помочь ему получить эту кафедру, что было бы 
ему гораздо приятнее, „чем сидеть в Риме, ломая себе голову, что бы такое 
выдумать, что пришлось бы по вкусу этим пресыщенным жизнью господам“ 3, 

Как мы увидим ниже, не только миланские монахи, но и отцы-сена- 
торы в Болонье и Флоренции готовы были нести ‘расходы на научные ма- 
тематические занятия только в том случае, если эти занятия непосредственно 
были связаны с нуждами техники, „приносили практическую пользу“. Тому, 
кто хотел, несмотря на это, заниматься вопросами отвлеченной науки, при- 
ходилось надеяться на милость пресыщенных жизнью аристократов, которые 
готовы были оплачивать и теоретические научные занятия, лишь бы они были 


* „Рег тапсатето 4! сотраета“. Письмо к Галилею от 16 февраля 1628 г., 
№ 1519. 
* Письмо от 28 мая 1625 г., № 1711. 
3 Письмо от 29 февраля 1626 г., № 1765, , 
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достаточно экстравагантны и щекотали им нервы. Отсюда характерный низ- 
копоклонный тон предисловий к научным трудам того времени. 
В таком положении оказался и Кавальери; ему пришлось остаться в Риме. 
Здесь, в Риме, Кавальери, как мы видим из ряда его писем, привет 


ПОЧТИ в окончательный вид свое сочинение о неделимых. Галилей в ЭГО ` 


время (быть может, под влиянием Кавальери) занимался тем же вопросом, 
но его сочинение, посвященное неделимым, которого с нетерпением ждал 
Кавальери, так никогда * не увидело света. Правда, в этом вопросе, как 
мы увидим ниже, Галилей и Кавальери стояли на противоположных точ- 
ках зрения; это не помешало, однако, Галилею воздавать должное гепи- 
альности Кавальери, которого он впоследствии в своих „015сог$“ назы- 
вает „одним из первых математиков своего времени“ (ипо Че! рип! таетансй 
Че!’ еа зца), а в письмах — „вторым Архимедом“ и „истинно дивным 
гением*. 

Летом 1626 г. Кавальери назначается приором монастыря в Парму. 
Несмотря на обремененность своими религиозно-административными обязан- 
ностями, Кавальери завершаег здесь окончательную обработку своего труда 
о неделимых. 

Когда в 1629 г. после смерти профессора Маджини в Болонье осво- 
бодилась’ кафедра математики, один из влиятельных болонских сенаторов 
Чезаре Марсильи просит Галилея рекомендовать ему кандидата на эту долж- 
ность. Галилей предложил на эту кафедру Кавальери. | [ри этом Галилей 
указал Марсильи, что он чтит Кавальери наравне с Архимедом и что Ка- 
зальери успешно занимается труднейшими вопросами геометрии. Марсилен 
сначала отнесся сдержанно к этой рекомендации, так как Болонья мало 
нуждалась в чистой математике (4еЙа таетаНса рига 11 диез4а СН пе ё фана 
роса $Ит&, как читаем мы в письме Марсильи к Галилею от 99 августа 
1629 г., № 1955). Там интересовались прикладными науками и хотели иметь 
специалиста-астронома; между тем Кавальери, как замечает Марсильи, не 
прислал порученных ему вычислений по астрономическим таблицам. Галилей 
ответил на это (в инсьме от 7 сентября того же гола, № 1958), что он не 
сомневается в том, что Кавальери с такой же легкостью сравняется в астро- 
номии с Птолемеем, с какой он в геометрии стал соперником Архимеда; что 
Кавальери прочел всех важнейших и труднейших авторов, как то: Евклида, 
Аполлония, Архимеда, Птолемея и др., и хорошо знаком с системами Ило- 
лемея и Коперника. „Свидетельством быстроты его разума является то, что 
он нашел новый метод доказательства, при помощи которого он доказывает 
более простым путем теоремы Архимеда и важнейшие теоремы других 
серьезных авторов“ (имеется в виду теория неделимых). 

Этих рекомендаций оказалось достаточно, чтобы Кавальери па осно- 
вании представленной им в рукописи работы („Геометрии неделимых“) был 
избран на кафедру, на которой он и пребывал до самой смерти  (последо- 
вавшей в 1647 г.), окруженный почетом и похвалами. Одновременно пана 
Урбан УШ назначил его пожизненным приором монастыря св. Марии делла 
Маскарелла, чтобы Кавальери, „не имея иад собой никакого начальства, мог 
без помехи заниматься паучной работой“. Его звали в Пизанский университет, 


| и з ый и 


БОНАВЕНТУРА КЛАВАЛЬЕРИ 


Памятник Кавальери, поставленный в Милане в 1844 г. 
в память двухсотлетия выхода в свет его „Геометрии“ 


| сербии" 
но он остался в Болонье. Здесь он получал кроме прочего и крупное жало- 


гание, особенно в последний год перед его неожиданной смертью (2000 лир 
ежегодно при полном монастырском содержании). Кавальери вызывали в Рим 
на съезды иеронимитских приоров. Он всегда находился на лучшем счету 
у духовного начальства, постоянно отмечавшего его. безупречную монашескую 
жизнь и исключительные дарования. Папы Урбан УШ и Иннокентий Х осы- 
пали его милостями. Священническая должность Кавальери была фактически 
лишь почетной, так что он имел возможность все свое время носвятить 
любимой им научной работе. 

Эли исключительно благоприятные жизненные обстоятельства не сде- 
дали, однако, его жизнь счастливой. Он не был удовлетворен. Причина была 
в муках физических и моральных- с олной стороны, это была тяжелая му- 
чительная болезнь — подагра, с другой, — то, что ему не удалось ни освобо- 
дить от противоречий свою теорию неделимых, ни сделать ее ясной 
своим современникам. Как мы Увидим, менее прозорливые современники 
превозносили его как раз за другие, менее оригинальные И значительные 


произведения, а в теории неделимых видели скорее чулачество великого 
ученого. 


Из сочинений, написанных Кавальери, важнейшие следующие: 

1. „Всеобщее руководство для измерения неба, в котором изъясняются 
основы и правила действий логарифмической тригонометрии, причем все 
астрономические вычисления приводятся почти только к одному обычному сложе- 
нию“, вышедшее в Болонье в 1632 г. 1. В этой книге, опубликованной Кавальери 
вскоре после занятия им кафедры, даны олиннадцатизначные таблицы триго- 
нометрических функций; здесь содержится также разбор важнейших приемов, 
применяемых в тригонометрии И астрономии. Логарифмическая таблица 
синусов-версусов была вычислена Кавальери впервые. Книга эта посвящена 
„славнейшим и мудрейшим пятидесяти членам болонского сената“; в ней 
Кавальери демонстрирует свое искусство в области той практической мате- 
матики, ради которой он и был приглашен на кафедру. 

2. „Зажигательное зеркало или трактат о конических сечениях и Н6- 
которых поразительных явлениях (наблюдающихся) в них в области света» 
тепла, холода, звука и движения“, Болонья 1639. г. ®. Исслелование, посвя- 
шенное отражению света от параболических, эллиптических И гиперболи- 
ческих зеркал, проведенное чисто геометрически. Кавальери дает разбор соот- 
ветствующих античных теорий (Архимеда и Прокла); дает способ построения 
конических сечений как путем особых приборов, так и путем геометрического 
нахождения ряда последовательных точек, дает учение о движении, причем 
впервые вводит понятие „равнодушия тел к лвижению“ („таШегеп2а Чей согри 
2| 1010“), для которого впоследствии Ньютон ввел термин инерция. 


с. 
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3. „Геометрия неделимых“, вышедшая первым изданием в 1635 Ге 
а вторым (без существенных изменений) в 1653 г. после смерти Кавальери; 
перевод этой книги здесь дается. \ 

4. „Сто различных задач для демонстрации полезности и легкости 
применения логарифмов в. тригонометрии, астрономии, географии и т. ДИ 
Болонья 1639 г. 1. Это — различные задачи. собранные для учебных целей и 
интересные для нас тем, что одна из них является дальнейшим развитием 
„Геометрии неделимых“ и показывает, что новые учения, изложенные 
в „Опыте [\“, сформировались у Кавальери уже в 1639 г. 

5. Три астрологические произведения, из которых наиболее любо- 
пытен „Трактат о планетном цикле и о пользовании им“, Болонья 1646 г. “. 


Это сочинение было выпущено под псевдонимом ЗИмю Ейотап?1о (Сильвий— 
любитель гаданий). 


Это последнее произведение вызвало возмущение позднейших кри- 
тиков: Кавальери сам же заявлял, что он враг астрологических предсказаний 
И В то же время. выпустил под псевдонимом книгу по астрологии. 

В интересном письме к Торичелли от 14 июня 1642 г. (Тогисей, 
„Ореге“, Ш, стр. 74) Кавальери пишег по этому поводу следующее: 

„Члены Соломенной академии (Ассафепиа аеШа Сгизса, — так назы- 
валась Флорентинская академия) сделали большое приобретение, избрав вас 
в свою среду. Благодаря вам работа этой академии принесет, наконец, веще- 
ственные плоды. Я понимаю, что им были бы больше по вкусу предметы 
физические, чем математические, так как физику я скорее всего уподобил 
бы трухе, соломе (сгизса), а математику хлебному зерну, пише для разума. 
Тем не менее следует приноровиться к их взгляду, т. е. к общерас- 
пространенному взгляду, который ставит ни во что математику, 
если от нее не видно каких-либо приложений в области материи. Это 
воистину немалое несчастье для этой благороднейшей из наук, и, быть 
может, главная причина того, что так мало людей ею занимаются; я знаю, 
ЧТо во все времена на это жаловались наиболее выдающиеся из математиков. 
Поэтому необходимо иметь на выбор два сорта товара, чтобы удовлетворять 
всем вкусам. Чтобы удовлетворить публику, которая судит о ценности ученых 
и их теорий по числу их последователей, надо обзавестись тем товаром, 
который имеет лучший сбыт, иначе: чтобы быть услужливым к публике, надо 
обманывать ее, я сказал бы, надо умерщвлять ее дух, так как публика 
хочет, чтобы с нею так обходились, и считает, что в этом случае ее обслу- 
живают хорошо. Занимающиеся предсказательной астрономией пользуются 
таким успехом, что они большего не могли бы снискать, даже если бы они 
вновь открыли всю математику с начала до конца и если бы они открыли 
более чудесные вещи, чем Архимед 3. Но что же остается делать? 


1 Сепшца 4 уаги рго еп! рег Чипознаге Гизо е 1а ЧасПНа 4е! |орагипи пеПа 
Опошогса, Азопопиа, СеортаНа ек., Во]юрпа, МопН, 1639. 


“ ТгаЧаю аеПа гио р!апефайа регреша е ае? 950 4 чиеПа, Во]српа, 
МопН, 1646. 


3 Здесь Кавальери, конечно, намекает на малую популярность его замеча» 


тельной геометрии; Галилей называл его геометрию „Чудом“, а его самого — „новым 
Архимедом“. | 
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Эти люди достигают более коротким путем славы и популярности, 
т. е. той же цели, к которой приходят и ‘бедные математики, в том числе 
величайшие геометры, но лишь после бесконечных, бесконечных, бесконечных 
трудов. Но так как такова судьба дел человеческих, то следует иметь терпение 
и приспособляться к общему мнению ради нездешней цели, сохраняя, однако, 
истинное добро для конечной цели своей собственной жизни — для познания — 
и для тех, которые предпочитают знать, чем казаться знающими“. 
Это типичный для ХУ!--ХУЦ вв. вообще и для католического свя- 
щенника в частности маккиавелизм. В той обстановке, в которой жил и 
действовал Кавальери, он теряет значительную долю своей предосудительности. 
6. „Тригонометрия плоская и сферическая, линейная и логарифмиче- 
ская“, Болонья 1643 г. '. 
Руководство по плоской и сферической тригонометрии с приложе- 
нием таблиц. 
7. „Шесть геометрических опытов“, Болонья 1647 г.?. 
Из них первые два дают краткое изложение „Геометрии неделимых“ 
с новыми добавлениями (наиболее существенные из них приведены здесь}; 
третий представляет собой ответ на возражения Гульдина против „Геометрии 
неделимых“; четвертый „О применении неделимых к алгебраическим сте- 
пеням“ переведен здесь целиком; пятый „О применении неделимых к телам, 
плотность которых равномерно возрастает“ (Ре изи @сюгит шаг Шит 
м ипйогийег ЧШогтЁег отау Физ); шестой — ряд различных разрозненных т. 
наблюдений, одно из которых посвящено гидравлической машине „Гидра- 
контистерию“ (с чертежом машины); гидравлике же посвящено „Письмо 
гидравлического содержания“ („ГеНега 4’ атвотепю 14гац!со“), опубликован- | 
ное после смерти Кавальери во Флоренции в 1723 г. 3. 
Как мы видим из этого списка, несмотря на то, что Кавальери уже 
с юных лет интересовался преимущественно теоретическими обобщениями и 
философским обоснованием отвлеченной науки о площадях и объемах, ему 
в силу требований болонских правителей пришлось заняться вплотную прак- 
тической, вычислительной и прикладной математикой, причем предсказание 
Галилея, что и в этой области Кавальери не уступит никому, подтвердилось 
| полностью. Вот что пишет по этому вопросу Бортолотти в биографии 
Кавальери: | 
| „Преподавательские обязанности Кавальери требовали от него усовер- 
щенствования планетарной теории и составления астрологических таблиц. 
Для этого он должен был, с одной стороны, углубить теорию Коперника, 
которую он впервые в Италии публично излагал с кафедры, с другой сто- 
роны, чтобы не впаеть в предрассудки, имевшие источником магическую 
| астрологию, составить для астрономических занятий карту небесной сферы. 
| Эта сторона его научной деятельности нашла свое выражение в его мелких 
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произведениях, как ни как весьма замечательных хотя бы ввилу новых 
интересных выводов из области сферической тригонометрии, ввиду гени- 
альных приложений теории логарифмов, которые он впервые ввел в употре- 
оление в Италии, и ввиду некоторых открытий из области механики и 
оптики, из которых надо отметить нахождение формул для определения 
фокусов зеркал и чечевиц, содержащихся в «Опыте \1» (1647)“. 

Но не в меньшей степени, чем эта невольная дань духу времени, 
научную физиономию Кавальери определяет другое. Как мы имели уже случай 
убедиться из данного выше краткого бнографического обзора, Кавальери 
был прежде всего типичным гуманистом, убежденным поклонником  антич- 
ности. Но он не только гуманист, ученик античных поэтов и философов: 
он еще и католический священник, прошедший долгую богословскую муштру. 
Для Кавальери — правоверного католика определенные реакционные позиции 
в математике были еще более обязательны, чем для Кавальери-гуманиста, 
и мы убедимся, что они в самом деле внешне ни в чем от них не отступил. 

Основной причиной неправильной оценки Кавальери является упро- 
щенный эволюционистический взгляд на историю науки. По этому взгляду 
точные науки развиваются по восходящей прямой, завоевывая благодаря 
деятельности замечательных гениев науки, „делающих историю“, все новые 
и новые позиции. Эпоха Архимеда — открытие точных методов квадратур, 
арабская эпоха — открытие алгебры, эпоха Кеплера и Г алилея — открытие 
неделимых ит. д. 

В действительности ход развития науки не таков. Ученый, поскольку 
°му дорога научная традиция, подчас упорно борется за „чистоту“ науки 
и стремится спасти ее от всяких засоряющих ее новшеств. Но, если он дей- 
ствительно великий ученый, то „дух времени“, т. е., по существу говоря, 
те надстроечные представления, которые неразрывно связаны с НОВЫМИ 
экономическими взаимоотношениями, против его воли насквозь пропитывают 
его построения и, будучи сплошь и рядом даже реакционными по внеш- 
ности, его теории подчас являются могущественным фактором революциони- 
зирования науки. 

Лучшей иллюстрацией правильности этих положений является Каваль- 
ери. Та античная атомистическая математика, возродить которую было 
суждено Кавальери, была для Кавальери под двойным запретом. Ее запре- 
тила и раз навсегда выбросила из поля зрения античной науки античная 
идеалистическая цензура пифагорейцев и Платона. Это запрещение было 
обязательно для Кавальери как для гуманиста. Ее запретила вслед за Пла- 
тоном и неоднократно проклинала христианская церковь. Это запрещение было 
обязательно для Кавальери как для католического монаха. 

Начнем с античности. Как я показал в своей книге 1, во второй по- 
ловине Ув. до н. 9. наиболее прогрессивной и плодотворной математиче- 
ской школой была атомистическая школа, возглавляемая Демокритом. По учению 
этой школы пространство состоит из математически неделимых материальных 
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1 С. Я. Лурье, Теория бесконечно малых у древних атомистов, узд. Академии 
наук СССР, М.-Л. 1935. 


частиц, &иер7, не имеющих частей, но в то же время имеющих известную 
минимальную протяженность. Это учение имело двоякое преимущество: 
против более древнего учения о неделимых, исходившего из непротяженных 
неделимых „точек“, выдвигалось возражение „ех шо п! НЕ“ — сколько 
бы непротяженностей, т. е. нулей, мы ни складывали между собой, в сумме 
всегда получится нуль; учению же атомистов нельзя было противопоставить 
такое возражение, так как неделимое Демокрита не бесконечно, а только 
чрезвычайно мало; точно так же число. неделимых в любом теле по его 
учению не бесконечно, а только чрезвычайно велико. Другим преимуществом 
была необычайная плодотворность этой концепции: она давала возможность 
открыть целый ряд математических положений, притти к которым не 
инфинитезимальным путем, как это теперь доказано, невозможно. 

Но идеологическая сторона учения атомистов была с точки зрения 
античных идеалистов чрезвычайно опасной. Первоосновой всего сущего 
являлась частица чистейшей материи, „абсолютно чуждой какому-либо 
разуму или чувствам“ (&ка) и в то же время наделенной сплошностью, 
совершенной неделимостью, однородностью и отсутствием частей, т. е. по 
античным представлениям аттрибутами высшего совершенства, присущими 
божеству. Кроме таких частиц, существовала только абсолютная пустота — 
„небытие“ (<0 хзубу, <0 ил 0%). Таким образом все духовное являлось про- 
дуктом чистой материи, бытие всецело определяло сознание. Ясно, что 
с такой концепцией ученые идеалистического лагеря примириться не могли. 
Они либо считали неделимые первотела нематериальными и непротяженными, 
и тогда не составляло уже труда отожествить эти первоначала с душами, 
божествами и т. д. (так поступали пифагорейцы), либо вовсе отрицали суще- 
ствование неделимых. 

Но если считать первотела непротяженными, то остается в силе то 
возражение, которое элейская школа бросила додемокритовскому атомизму: 
ех Шо шИЦ НЕ Чтобы парализовать его, пришлось прибегнуть к динами- 
ческим представлениям, приобретавшим все больше и больше гражданства 
в науке в связи с прогрессом механики (так, мы знаем, что Архит изучал 
поверхности, полученные в результате вращательного движения образующих, 
как геометрические места; впрочем, это не дает еще права вместе с Франком 
видеть в нем представителя динамического атомизма). Как мы узнаем из 
трактата „О душе“ Аристотеля, пифагорейцы заменили неделимые Демокрита 
точками; но по их учению линия не просто совокупность точек, а результат 
движения точки, поверхность — не просто совокупность линий, а результат 
движения линии, тело — результат движения плоскости. Это учение оказалось 
системой, не вызывающей возражений с точки зрения идеалистической идео- 
логии: точка, обладающая божественными аттрибутами неделимости и непро- 
тяженности, т. е. абсолютно совершенная и нематериальная, духовная сущ- 
ность, оказалась первоначалом и творцом материи. Правда, „движение“, как 
и вообще всякая „суетливость“ (лолотоа-иозоут), постоянно вменявшаяся 
в вину демократии, есть свойство, недостойное чисто духовного божествен- 
ного существа, и Платон как раз в этом видел недостаток пифагорейской 
теории и недопустимое заимствование из „мира явлений“, но пифагорейцы 
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спасали положение тем, что видели в этом движении „Падение“ души, со- 
здающей себе темницу в виде тела-материи (311% == об). Таким обра- 
зом по этой теории материя вовсе не состоит из точек: точка в своем дви- 
жении создает нечто разнородное с ней самой — линию, ЛИНИЯ — ПЛОСКОСТЬ 
и, наконец, плоскость создает уже нечто совершенно неоднородное с ней — 
доступную внешним чувствам материю, в которой материализация доведена до 
логического конца. Создавая линию, сама точка исчезает; точно так же сама 
линия исчезает, создавая плоскость. При всех достоинствах этой системы 
с точки зрения идеалистической философии она с математической точки зрения 
оставалась совершенно бесполезной, так как, для того чтобы приводить 
к плодотворным выводам, точки, линии и плоскости должны играть роль 
неделимых частиц, интегрируемых для получения целого. Из замечаний Ари- 
стотеля видно, что в практических применениях пифагорейцы просто заме- 
няли демокритсвы неделимые своими точками, невзирая на то противоречие, 
которое при этом получалось. Для сглаживания этого противоречия в неиз- 
вестную нам эпоху (повидимому, в среде неопифагорейцев) ! как оппозиция 
эпнкуреизму возникла теория, по которой линия „имеет“ ряд неделимых 
точек (расположенных, следовательно, на некоторых расстояниях друг от 
друга), плоскость „имеет“ ряд линий, лишенных ширины (расположенных, оче- 
видно, на некоторых расстояниях), тело „имеет“ ряд плоскостей, лишенных глуби- 
ны (расположенных таким же образом). Но тем не менее прямая не состоит из 
точек, плоскость не состоит из линий, тело не состоит из плоскостей. Таким 
образом эта теория не противоречила ни основам математики, согласно. 
которым протяженное не может образоваться из соединения непротяженных 
частиц, ни идеологическим’ предпосылкам, противопоставляющим духовный 
мир материальному. 

Но и в этом виде вряд ли древние смогли сделать математическое 
употребление из этой теории. Во всяком случае, официальная математика, 
главными деятелями которой были Евдокс, Евклид и Архимед (в его 
произведениях, предназначенных для широкой публики) и рупором кото- 
рой служил Аристотель, рассматривала пифагорейство как одну из раз- 
новидностей атомизма и игнорировала его как и всякий другой атомизм. Эта 
официальная математика, совсем как нынешняя математика, совершенно 
устранила из своего обихода понятие бесконечно малого, заменив его понятием 
ВЕЛИЧИНЫ, „меньшей, чем любая данная величина“, и оперируя, как правило, 
доказательством от противного. Однако для применения этих безупречных 
методов доказательства вывод должен был быть известен заранее. Сам 
„метод исчерпания“ был в этом отношении беспомощным. Как мы узнали из 
архимедова „Эфода“, античные математики сначала (для себя, не для опу- 
бликования) находили решение по атомистическому методу Демокрита; 
в окончательной же редакции оно появлялось как 4ецз ех тасШпа, а затем 
строжайшим образом доказывалось приведением к абсурду всех других 
возможностей. 
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Христианская церковь, на первых порах относившаяся с враждебностью 
к языческой мудрости в целом, уже скоро, в довольно раннюю эпоху (это видно, 
например, из евангелия от Иоанна и из. „Посланий апостолов“), изменила свою 
позицию и решила использовать из античной философии и науки все то, что может 
быть полезно в ее целях. Это, конечно, отнюдь не значит, что христианская перковь 
допускала свободное исследование в области философии и науки, наоборот, 
основным принципом ее было: „риПозорШа апсШа {Нео|оз1ае“ („философия слу- 
жанка богословия“). Все античные учения были просмотрены, и по каждому во- 
просу была выбрана одна из существовавших точек зрения, наиболее отвечавшая 
задачам церкви; эти взгляды и точки зрения в области всех существовавших 
научных дисциплин вошли в систему христианского миросозерцания, а все 
остальные были объявлены вредными, еретическими и подлежащими пресле- 
дованию. Неопифагореизм был одним из важнейших источников христианской 
догматики; кто внимательно проследил ход мыслей пифагорейцев в вопросе 
о неделимых (выше, стр. 20), тот без труда поймет, что именно эта исходив- 
шая из непротяженных и нематериальных первоначал точка зрения, которая 
по нашему мнению должна была окончательно оформиться в неопифагорейской 
среде, была наиболее близка к христианским представлениям. Поэтому, реши- 
тельно отвергнув как недопустимую ересь атомы Демокрита!, христианская 
церковь, несмотря на все уважение ее к Аристотелю, не могла стать на раз- 
делявшуюся им позицию античной официальной математики и внесла недели- 
мое в число исповедуемых церковью положений. 

Церковь не могла отрицать существование неделимых прежде всего 
потому, что такое отрицание по мнению христианских богословов ограничи- 
вало бы могущество творца ?: оказалось бы, что божьего могущества недоста- 
точно для того, чтобы создать неделимое тело! Из сочинений Фомы Аквинского Зи 
Фомы Брадвардина * мы видим, что христианская официальная теология вполне 
усвоила разобранную нами точку зрения: „точка есть неделимое, занимающее опре- 
деленное положение“ (Втафж’агтиз, начало трактата) — „РипсНи$ ез4 шабчя!ЬИе 
зйнанип“, дословный перевод пифагорейского положения: этуи=16у ти отиуия &у 
50934, „момент есть неделимое времени в определенном положении “== „пз{апз ез# 
сециз аотиз$ {етрой$“ (Вга@\атЧтиз, сого|. 2); здесь выражение аНотиз 
выдает непосредственный перевод с греческого подлинника, где это выражение 
и звучало примерно так: 0 убу &0ти 7] т0б /00%00 бтошос Фес &у00ба (ср. у Фомы 
Аквинского: „Точка, представляемая в математическом смысле и создающая 
линию своим движением, никак не есть какая-либо часть линии“. „Ничто не- 


т... п. ис Вы с `В > Ра РА Пре 21.2.1269: 

1 Впрочем, в христианской церкви была также группа, пытавшаяся пере- 
толковать Демокрита в христианском духе. Атом превращается в бестелесного 
владыку мира, Демокриту приписывается учение о воздаянии и милосердии бога, 
а хронограф Феофил даже видит в неподверженном страданию и тем не менее 
подвергающемся внешнему воздействию атоме Демокрита предсказание прише- 


ствия Христа. 
? См. К. Газзшиг, безсысШе 4ег АюпизИК, 1, 1890, стр. 188, 191. 


3 Тротаз ае Адшпо, Орега отша, Уепе". 1593 (цитирую по Лассвицу). 

* Рукопись сочинения Брадвардина „Пе тагя$ЬЪи$“ находилась в Торне, 
в библиотеке гимназии (частично издана М. Сие в Хейзсрт. 1. Маш. и. Рвуз., т. ХШ, 
Стр. 85 и сл., откуда и заимствованы наши цитаты). 
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прерывчое не может состоять из неделимых“). Все континуумы имеют бес- 
конечное число атомов, но не состоят из атомов: всякий континуум 
состоит из бесчисленного числа континуумов же того же рода (т. е. мель- 
чайшие части тела есть тоже тела,› а не плоскости; мельчайшие части 
плоскости — плоскости; мельчайшие части. линии — линии; Брадвардин, 
предл. 58 и 70). Это учение о бесконечно малых неделимых дополнялось 
учением об абсолютно неделимом, представляющем собой в одно и то же 
время и единицу (л0убз = Единое) и бесконечность. Это учение мы находим 
У Николая Кузанского, а математическую базу подвел под него Галилей 
(см. ниже). 

Если христианская церковь усвоила, таким образом, тот взглял в во- 
просе о неделимых, который мы будем условно называть ы неопифагорейским“, 
то отношениз ее к своим противникам с двух сторон —к учению, предста- 
нленному Аристотелем, отрицавшему всякие неделимые, и к атомистическому 
учению, исходившему из чрезвычайно малых протяженных материальных не- 
делимых, — было совершенно различным. 


$ 
№ Взгляд Аристотеля признавался терпимым 

к чаучным взглядом, взгляд Демокрита — вред- 

о о Фо о-е ной ересью. „Всякая наука истинна, когда 
2 она не основана на предположении, что 

ЗЕ: ВЕ. я 2 непрерывное состоит из неделимых“ (посту- 
сы. лат 4: „Ошпез зЧепНа$ уегаз еззе, ци: поп 
8 5ирропйиг, ` соп#пиит ех шамузьЬи$ сош- 

Зо лике, 7 а рош“), — говорит тот же Брадвардин, про- 


тивопоставляя, таким образом, Аристотеля 
| Демокриту. И в борьбе с демокритовой 
концепцией не эграничивались одной только литературной полэмикой; мы 
знаем, что по постановлению Парижского университета проповедь и препода- 
вание математического атомизма были запрещены, книги, стоящие на этой 
точке зрения, сожжены, а сторонники этого учения спаслись от тюрьмы 
только бегством из Парижа. 

Прежде чем перейти К дальнейшему, необходимо указать на то, что, 
повидимому, уже в античности официальная математика, отказавшись от учения 
о неделимых, могла выставить против этого учения, кроме идеологических, и ряд 
возражений по существу. Если тело состоит из неделимых и неделимые 
являются мерой длины, то нетрудно показать, что, например, сторона 
квадрата равна диагонали, как это видно из прилагаемого чертежа. О других 
такого же рода парадоксах, получающихся при атомистической концепции 
ни перечисленных в огромном числе в упомянутом сочинении Брадвардина, 
мы скажем ниже; пока укажем только на то, что уже Эпикур считался с та- 
кнми возражениями, когда выражение: „неделимое есть мера длины линии“, 
он заменил более осторожным и туманным выражением: „неделимое опреэделяет 
длину линии некоторым особым свойственным ему способом“, иными сло- 
вами: длина линии не просто пропорциональна числу неделимых, а есть не- 
которая функция этого числа. Однако это исправление, устраняя матема- 
тическую несообразность, чрезвычайно затрудняло пользование матема- 
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тическим атомизмом. как евристическим орудием: при понимавии длины 
просто как числа неделимых (так как пустота — „несуществующее“ — не 
имеет протяжения) процесс илтегрирования был очень прост и нагляден; эпи- 
курейцам же пришлось даже допустить, что пустота протяженна, что суще- 
ствует. „прямая, проведенная по пустоте“ (1 <06б хзуоб =0Фа!). Как произво- 
дилось интегрирование при таком допущении, трудно себе представить при 
атомистических предпосылках; впрочем, нам вообще неизвестно, велась ли 
энпикурейцами творческая работа в области конкретного „интегрирования“. 

Но если нельзя отрицать этих несообразностей в атомистической ма- 
тематике, то официальная античная математика, запретив пользование недели- 
мыми, на долгое время сделала невозможным всякий более или менее значи- 
тельный прогресс в тех многочисленных областях, где необходимо пользова- 
ние инфинитезимальным методом. 

Еще более важной причиной кризиса античной математики 
было отсутствие алгебраической символики. В историко-математической лите- 
ратуре это обычно. объясняется особенностью греческого духа, склонного 
к теоретическим спекуляциям и неспособного к практическим выкладкам. 
Новые материалы по вавилонской математике, равно как и ряд мест у Архи- 
меда, Герона и Диофанта, показывают, что греки имели прототип алгебраи- 
ческой формулы и символа и что налицо были все данные для образования 
научной алгебры. Если этого не произошло, то и в этом случае главная 
доля вины падает на официальную античную математику, продолжавшую 
итти по тому направлению, выразителем которого явился Платон. Это направле- 
ние резко отделяло теоретическую философски ориентированную математику, т.е. 
геометрию и теорию чисел, от практической прикладной математики, „логи- 
стики“, предназначенной для „удовлетворения нужд ремесленников“. Никакие 
практические выкладки и задачи не должны были иметь места в научной 
математике. Допускался только вопрос: „как относятся друг к другу такие-то 
величины?“, а не „чему равна такая-то величича?“. 

Для получения этих отношений служила подробно разработанная 2%ео- 
рия отношений и пропорций в геометрическая алгебра. Отсутствие алге- 
браической символики побудило греков выработать целый ряд частных правил 
и специальную терминологию для преобразований пропорций. Члены пропорций 
при этом всегда рассматриваются как геометрические величаны, обычно — как 
отрезки. Мы будем рассматривать здесь античное учение о пропорциях лишь 
постольку, поскольку это нужно для понимания учения Кавальери. 

Пропорциональные  (5уаоци) величины характеризуются у Евк- 
лида как имеющие (попарно) одно и то же отношение (50% а070у Бута 
оу, Евклид, У, опр. 6); по-латыни 8%%/^010 переводилось словом ргорогНо- 
па[ез, а отношение, ^0%05, словом таНо. Пропорция, ргорогНо, т. е. самое ра- 
венство двух отношений, называлось по-гречески ауд^о`ия. Необходимо здесь же 
отметить, что терминология Кавальери не совпадает с общепринятой: слово 
отношение в конкретном смысле он обычно переводит не словом гайо, 
а ргорогВо (например, кн. Г, ХУ: цё... фептит ешз4дет ргорогйот$ зп4 Неигае $1 
Иез, так, чтобы члены одного и того же отношения были подобными фигу- 
гами), избегая таким образом двусмыслезности, присущей нашей терминоло- 
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гии: под гаНо он разумеет отношение в абстрактном смысле (знаменатель 
отношения); так, например, если взять аналогичный пример из области чисел, 
то 3:2 и 9: 6 есть с точки зрения Кавальери различные ргорогНопе$, но их 
тайо одно и то же (разумеется, в переводе этот оттенок сохранить не уда- 
лось). Члены пропорции называются по-гречески ро (границы), буквальным 
переводом этого слова является латинское фегтии. 

Особо рассматривается непрерывная пропорция; величины, составля:о- 
щие ее, называются непрерывно пропорциональными (4ешсерз ргорогНопа]-5). 
У Евклида простейшая из таких пропорций вида а: 6 = :с называется трех- 
членной пропорцией (ауало'а у трюу 001); самое выражение Четсер$, „не-. 
прерывный“, есть перевод греческого выражения хаха то соузуёс (Евклид, Х]. 
33). Средний член трехчленной пропорции называется „средней пропот- 
циональной“ ($97 ау от оу; пе1а ргорогИопа[$з, например, Евклид, \1, 6, 
следствие), последний — „третьей пропорциональной“ (срест ауд). о1оу, Тегца 
ргорогНопаН$, например, Евклид, М, 11). В пропорции вида 


2:0=6:с=с:а 


члены би с называются „средними пропорциональными“ (м=зои ауа»отоу; ше- 
Ч1ае ргорогНопа!ез); член @4— „четвертой пропорциональной“ (тетарту) амалотм, 
Чиайа ргорогНопаЦ$, ср. Евклид, \|, 12, где это выражение употреблено 
в другом смысле). 

Отношение третьей пропорциональной к первому члену пропорции 
называется двойным отношением (бита 0-10, ЧирНса+а гайо, Евклид, \, 
опр. 9); отношение четвертой пропорциональной к первому члену пропор- 
ции называется тройным отношением (третлазюм \0тос, {ИрИса гаНо, Евклид, ‘> 
опр. 10). Необходимо тут же отметить, что Кавальери вместо обычного аир- 
Иса тано и ЧирНсафа таНо говорит 4ир!а гано и ра гаНо, благодаря чему 
5 некоторых местах получается двусмысленность (обычно а?: | называется 
аирНса!а гаНо, а Чир!а гаНо — это скорее 2:1, см. предл. ХХ, кн. П). При 
этом третья и четвертая пропорциональные обладают замечательным свойством: 
первый член так относится к третьей пропорциональной, как любая фнгура, 
построенная на первом члене (все члены пропорции рассматриваются как 
трезки), относится к подобной ей фигуре, построенной на втором члене (на 
средней пропорциональной) (Евклил, УТ, 19, следствие, ср. УШ, 111); точно 
так же первый член так относится к четвертой пропорциональной, как куб, 
построенный на первом члене, к кубу, построенному на втором члене (ка 
первой средней пропорциональной) (Евклид, УШ, 12). Этим свойствам (част- 


`1 Необходимо отметить, что по существу это предложение доказано Евкли- 
дом лишь для квадратов: распространение на случай всех подобных фигур (см., на- 
пример, Л 2. Невеге, Еиа. Нетеша, т. И, стр. 131, примечание) совершенно про- 
извольно и не вытекает из теоремы У\[, 19, следствием из которой он является; 
либо это промах Евклида, либо надо вместе с античными комментаторами Филоном 
и Пселлом читать вместо =160 (фигура) летраточом (квадрат), что возможно палео- 
графически. Как бы то ни было, эти теоремы в применении ко всем вообще 
подобным фигурам и телам (Евклид рассматривал только прямолинейные) впервые 
доказал не Евклид, а Кавальери (книга Ц, теоремы ХУ и ХУ со следствиями из них), 


ному случаю квадрата и куба) придавалось огромное значение уже в У в. до 
н. э. Благодаря этим теоремам Евклид вкладывает конкретный смысл в 
свои формально введенные понятия дудАдоюу и хожАаскьу 0105: „двойное отно- 
шение“ — это отношение квадратов, „тройное отношение“ — отношение кубов. 

Особым видам пропорций и правилам преобразования пропорций, когда 
членами их являются геометрические величины, посвящена книга У „Начал“ 
Евклида. 

Кавальери применяет следующие приемы, восходящие за редкими 
исключениями к Евклиду. 

Регтпёйаи4о — „переставляя“ — перевод греческого выражения вудА). 5 
010с (Евклид, У, опр. 12 и теорема 16): „берется отношение предыдущего 
к предыдущему и последующего к последующему“. „Если четыре величины 
составляют пропорцию, то и при перестановке получается пропорция“, 
т. е2- вели 
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Сопчетепт4о — „переворачивая“ — перевод греческого выражения дуд- 


чамМу ^01ос (Евклид, У, опр. 13 и теорема 7, следствие): „берется отношение 
последующего, взятого за предыдущий, к предыдущему, взятому за п)- 
следующий“. „Если четыре величины составляют пропорцию, то и при пере- 
ворачивании получается пропорция“, т.’е. если 


а За 
то 
р: а—=а-:с 
Сотронпен4о, — „присоединяя“ — перевод греческого выражения со-хеё- 


изух И с)\еок №0уоб (Евклид, \У, опр. 14 и теорема 18): „берется отно- 
шение предыдущего вместе с последующим к одному последующему“, „если 
величины поодиночке составляют пропорцию, то, и будучи сложены, они 
составляют пропорцию“, т. е. 


р са 


6 т: [71 
(см. у Кавальери, например, 1, ХХМУ, ХХУП). 
Олаеп4о — „выделяя“ — перевод греческого выражения бидбмиеуа, и 610(- 


ресьз ^01с0 (Евклид, \У, определение 15 и теорема 17): „берется отношение 
разности между предыдущим и последующим к одному последующему“, „если, 
будучи сложенными, величины составляют пропорцию, то, и будучи выделены, 
они составляют пропорцию“, т. е. ь 
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\см. у Кавальери, например, лемму к Т, ХХИ). 

(Л отпез а4 отпез, Па ипит а4 ипит — „как все ко всем, так и одн; 
к одной“ — перевол греческого выражения 65 2 т@» Тооцёуюу проб &% тб 
Еповеуюу, 06505 блауса ча ТДобиеуя прос бпамта та впореух -—— „как один преды- 


Но в первой фигуре 
о. 4. АОЖо.4.ВЕ=0.9.АЕЖ 0.4. ВЕ 20.1. АЕЖ 0. с. ВЕ | 0-94. ВЕ. 
0.9. трапеции АРОСХ 0. 9. треугольника СОЕ = 0. 9. АЕХ 0. 49. тре- 
угольника СОЕЬ— 20.1. АЕЖо.с. СОЕ-- 0. 44. СЦЕ; 
20? = РЕ? — РЕЖ ЕО -ЕРО?. 
Теперь заменим в. выведенной выше пропорции равные члены 
равными. Тогда 
о. 9. АОЖод. 4. БЕ 
0. 9. трапеции АРОСХ 0. 9. треугольника СОЕ — 
ПЕ АЕ РГ 
< РЕ?— 4 ОЕХ ЕО + 5 ОЕ? 


Сходным образом мы для второй фигуры придем к выводу, 


что 
0. (4. АО Жо. а. ВЕ 20? 
0. 4. АРОС Хо-9. СОЕ _ - ОР? -- = РЕЖ РО- -- ОЕ? ` 
Далее, из предыдущего следует, что 
ви Ао о ВЕ ^ 602? а 
0.9. АДОСХ 0. 9. СОЕ  20)Е:— З0РЕХ ЕО -{ 120Е?` 
Но 


1500? = 15) Е? —30рЕЖ ЕО -- 1502? 
для первой фигуры; | 
1500? = 15 ОЕ? -- ОРЕХ ЕО -- 1502? 
для второй фигуры. Итак, в обеих фигурах 
0. 9. АОЖо. 4. ВЕ ЕЕ 60/720? 
0.9. АДОСХ 0.4. СЕ 5ОЕР?-|- 15702 —ЗОР? ` 
Или, разделив оба члена второго отношения на 60, получаем 
пера = РЕ 
+ ро?-- 5 ОЕ?— 5 ОР? - 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ * 


П усть даны парабола ОВР, прямая ОР, упирающаяся обоими кон- 

цами в каких угодно точках в параболу, и прямая ВФ — один из 
диаметров параболы. Я утверждаю, что если взять за общую регулу 
прямую ВО, то 


0. 9. параллелограма ВЕ ор 
0. 9. трехсторонника ВОЕ 1 ро -- | о № —= ОЕ? ` 


Это можно доказать, применяя метод, который использован 
Кавальери в ПУ книге „Геометрии неделимых“, а также и следующим 
способом. Построим параллелограм АЕ, соединим точку С сОи 
проведем прямую СНК где угодно между прямыми ВО и СЁ, лишь бы 


р. КН. И 


КАК ИВ 
ПРЕД. ХЕУН 
КН. 1\/ „ГЕО- 
МЕТРИИ 
НЕДЕЛИМЫХ" 
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дущий к одному последующему, так все предыдущие ко всем последующим“ 
(Евклид, \, теорема 22), т. е. если 


ТО 
а _ асе о 


УЕ 

Рег сопоегопет ргорогИоп{5 — „путем обращения отношения“ — пере- 
вод греческого выражения 6!’ буазтрорту №0105 (Евклид, \, опр. 16). Евклид 
определяет его так: „берется отношение предылущего к разности между пре- 
дыдущим и последующим“ (см. у Кавальери, например, „Опыт Ш“, ХХУШ, 
„Опыт ГУ“, ХХХ, „Опыт Г“, ХХХ!Х): 


@ С 


—. 


—— 


а —6 с—а4а 


Ех аедиай — „по равенству“ — перевод греческого выражения де’ 1205 
2.50 (Евклид, \, опр. 17): „когда дано несколько величин и еще несколько 
лругих в том же числз, причем отношение между каждыми двумя соответ- 
ственными членами одно и то же, то соотношение между первым и послед- 
иим членами первой групны равно отношению между первым и последним 
членами второй группы“, или, иначе: „когда берутся крайние члены и оста- 
вляются без внимания средние“ (см. у Кавальери, например, |, ХХ). 

Если 

а: 6:с:а:е=а:В: 1:68: 
то 
а ео: 


Юелдиит аа гейдиит — „разность к разности“ — перэвод греческого 
выражения и 50 )иидоу т005 30 }отбу (Евклид, \, 19): ‚если целое так отно- 
сится к целому, как вычитаемое к вычитаемому, то и разность так относится 
к разности, как целое к целому“ (см. у Кавальери, например, 1, ХХИ, 1, ХХУИ, 
лемма УГ и 1, ХХХ и др.). Если 


АИ С 
о Ы 
то ни 
8 0: _ а 
Е 


Кебргосай — „находиться в обратном отношении“ — перевод греческого 
выражения дуитетоу0отя ебии, дуилекоу ли (Евклид, УП], опр. 2, теорема 14). 
Но необходимо обратить внимание на следующее: Кавальери говорит, что 
Хи х» гесргосатиг у, и У, В том случае, когда ему нужно выразить, что 

М: = У: У. 

Кайо сотрозИа ех диоситаие тгайот физ — „отношение сложное, обра- 
зованное из произвольного числа отношений “, — перевод греческого выраже- 
ния 70105 соуизиеуоз &х ба, обе: \отоо (Евклид, У, опр. 5, теорема 23). 

Кавальери определяет сложное отношение (кн. Ъ опр. ХПИ) таким 
образом: „если имеется любое количество однородных величич .... то отно- 


—— 


шение первой к последней я называю сложным отношением, составленным из 
отношений: первой ко второй, второй к третьей и т. д.". 
Мейо 4е ют зитрЮ — „взяв средний член произвольно“, — т. е. если 
ав =е: а; 
то, взяв любую произвольную величину & можем рассматривать отношение 
@:5 как сложное, составленное из отношений а:ё и &:6: 
` (това: 


Сотрозйит ех гез5$ — „сумма остатков“; если сумма относится 
к сумме, как одно из слагаемых первой суммы к соответственному слагаемому 
второй суммы, то также относятся и суммы остальных слагаемых, т.е. если 


(ао е-а-в о): (феи =а: 


тои 


(а-но-не-а-е): (НН о-в-На-Ю = (-Неа-е) : (еее ^). 


СоШеоеп4о — „суммируя“. „Если одна и та же предыдущая величина 
будет сравниваться со многими последующими, поодиночке с каждой, то 
сравнение предыдущего с суммой всех последующих называется суммирова- 
нием“ (ниже, кн. 1, опр. ХШ), т. е., если 


Ей &:0=9 15 @Е-ыОТЬ 


то 


а: (ето и) =о: (р--5- 0. 


Этот прием придумал и дал ему название сам Кавальери; он же и дока- 
зал его правильность (лемма к предложению ХХ книги ИП). 

Чрезвычайно важно правило, по которому прямоугольник, построенный 
на крайних членах пропорции, равновелик прямоугольнику, построенному на 
средних (Евклид, УТ, 16), т. е. „произведение крайних членов равно произ- 
ведению средних“. 

Учение о пропорциях, как об отношении между геометрическими 
отрезками, есть только часть той античной дисциплины, которая заменяла 
нашу алгебру и которую мы поэтому называем „геометрической алгеброй“. 
Отсутствие алгебраической символики и возможности свободно оперировать 
с алгебраическими величинами вынудило греков и здесь действовать казуисти- 
чески: если мы теперь запоминаем семь формул сокращенного умножения, то 
древним приходилось запоминать целую массу таких „формул“, причем каждая 
из них доказывалась особым геометрическим путем. Важнейшие из этих „формул“, 
выведенных в книге П „Начал“ Евклида, вкратце перечислены в предло- 
жении ХХШ книги П „Геометрии“ Кавальери ‘и в следствиях из него. При- 
вожу здесь десять первых предложений книги И „Начал“ Евклида. 

ТЕОРЕМА 1. „Если даны две прямые и одна из них разделена на 
сколько угодно частей, то прямоугольник, ограниченный этими прямыми, 
равен [сумме] прямоугольников, ограниченных неразделенной линией и каждой 
из частей разделенной линии“, т. е. 


афера) = ар ас-| аа. 
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При этом полезно обратить внимание на то, что „ограпиченный двумя 
прямыми“ по-гречески звучит 0 тпарзудизуоу кб 600 <Фу с5де'фу, где 0=б — 
предлог, выражающий зависимость между субъектом и объектом в. страда- 
тельном обороте; при переводе на русский язык он должен быть оставлен 
вовсе без перевода (на латинском языке ему соответствует а, на немецком 
уоп, на французском 4е). Однако слово харизубыеуоу часто опускается, а 5хд 
само по себе означает „под“, зи. Поэтому Кавальери (т. е. его источник), 
как правило, переводит это 5кб через зц6, причем по’ правилам грамма- 
тики проще подразумевать соп{Иии$ или соп${гисй$ $46 „построенный на“ 
(сам Евклид употребляет как синоним и выражение 9х0: @по — „по- 
строенный на“). 

Впрочем, в предложении ХХХУ второй книги и следствии из него 
встречаем перевод выражения тпэмеугофа, по — сопйпей зи, а пля 
ау рау=5 ако у Кавальери встречаем буквальный перевод Чезсирфи$ а. 
Поэтому очень возможно, что у Кавальери при $и6 надо всегда подразуме- 
вать сощепёи$ зи$ и переводить „ограниченный (такими-то линиями]|“. Я, во 
избежание неясности, буду всюду, даже и в упомянутом предложении ХХХУ, 
переводить все эти обороты словами „построенный на“ или просто „на“, 
так как сам Евклид определяет выражение „ограниченный двумя прямыми“ 
так: „всякий прямоугольник называется ограниченным двумя прямыми, 
образующими между собой прямой угол“, и, как мы видели, передает это 
же понятие и словами „построенный на“ (ср. комментарий к П, ХХХУ). 

ТЕОРЕМА 9. „Если прямая линия рассечена как угодно!, то [сумма] 
прямоугольников, ограниченных всей прямой и каждой из ее частей, равна 
квадрату, [построенному] на всей прямой“, т. е. если 


== с, 


то 
ар ас = а?. 


ТЕОРЕМА 3. „Если прямая линия рассечена каким угодно образом, 
то прямоугольник, ограниченный всей линией и одной из ее частей, равен 
[сумме] прямоугольника, ограниченного частями, и квадрата, [построенного] 
на указанной выше части“, т. е. 


(агра=ар-а?. 


ТеорЕмл 4. „Если прямая линия рассечена каким угодно образом, 
то квадрат, построенный на всей линии, равен [сумме] квадратов, построен- 
ных на частях, и дважды взятому прямоугольнику, ограниченному частями“, 
те: © 


(а-Ё 6)? = а? -- 206. 


ТЕОРЕМА 5. „Если прямая линия разделена на равные ина неравные 
части, то прямоугольник, ограниченный неравными частями всей линии 


1 Как угодно, $ етоугу,—выражение, встречающееся у Кавальери чуть ли не 
в каждой теореме и передаваемое им словом шситаце. 


вместе с квадратом, [построенным] на прямой, [лежащей] между точками 
деления, равен квадрату, [построенному] на половине“, т. е. 


гу). 


ТЕОРЕМА 6. „Если прямая линия разделена пополам и к ней при- 
соединена прямая, образующая продолжение ее, то прямоугольник, ограни- 
ченный присоединенной линией и [суммой] всей линии с присоединенной, 
вместе с квадратом, [построенным] на половине, равен квадрату, построен- 
ному на [сумме] половины © присоединенной“, т. е. 


‘ео 


Обратим особое внимание на присоединенную линию, образующую продолже- 
ние прямой (прозиемзем, ааиса), так как эта линия играет. весьма важную 
роль в интеграционной процедуре Кавальери. 

ТЕОРЕМА 7. „если прямая линия рассечена каким угодно образом, 
то квадраты, [построенные] олин на всей линии, другой на одной из 
частей, равны [вместе] взятому дважды прямоугольнику, ограниченному всей 
прямой и указанной частью, вместе с квадратом, [построенным] на осталь- 
ной части“, т. е. 


(аорте =2 ата”. 


ТЕОРЕМА 8. „@сли прямая линия разделена каким угодно образом, 
то [сумма] взятого четырежды прямоугольника, ограниченного всей прямой 
и олной из частей, вместе с квадратом, [построенным] на остальной части, 
равна квадрату, построенному на сумме всей прямой с указанной частью как на 
одной линии“, чт. е. 


дата =@-- 9-4. 


ТЕОРЕМА 9. „если прямая линия разделена на равные и неравные 
части, то [сумма] квадратов, [построенных] на неравных частях, в два раза 
больше [суммы] квадратов, построенных один на половине прямой, другой 
на прямой, лежащей между точками деления“, т. е, 


ее" 


ТЕОРЕМА 10. „Если прямая линия разделена пополам И К ней 
присоединена прямая, составляющая ее продолжение, то [сумма] квадратов, 
[построенных] один на всей прямой вместе С присоединенной, другой на 
присоединенной, в два раза больше суммы квадратов, построенных ОДИН 
на, половине, другой на сумме половины И присоединенной, как на одной 
прямой“, т. ®. 


екви=21 (4+ (5+5) |. 


Чтобы читатель мог УЯяснить себе, каким образом доказывались 
у Евклида эти теоремы, приведу доказательство олной из них — теоремы 7. 
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„Пусть прямая АВ разделена каким угодно образом в точке С. 

Пусть будет построен на АВ квадрат АДЕВ и вычерчена (изображенная 
на чертеже) фигура. Так как [пр-к] АС равен\ СЕ, то, прибавив один 
и тот же [квадрат] СР, получим, что весь АЁ равен всему СЕ. Но АР 
и СЁ [вместе] в два раза больше АР. АЕ и СЕ равны гномону? КГ. 
вместе с квадратом СР. Гномон же КЁЕМ вместе с СЕ равен взятому 
дважды АР. Но взятый дважды АР равен взятому дважды [прямоугольнику, 
ограниченному] АВ и ВС, ибо ВЕ равна ВС. Следовательно, гномон КЕМ 
вместе с квадратом СР’ равен взятому дважды [прямоугольнику, ограничен- 
ному] АБ и ВС. Пусть будет прибавлена одна и та же величина ОС, т. е. 
квадрат, [построенный] на АС. Гномон КЕМ и квадраты ВС и ОС равны 
вместе взятому дважды прямоугольнику, ограниченному АВ и ВС вместе 
с квадратом, [построенным] на АС. Но гномон К//М вместе с квадратами 
ВО и ОС равны всему АРЕВ и еще СЕ, т. е. [сумме] 


В С А квадратов, [построенных] на АВ и ВС. Итак, [сумма] 

квадратов, [построенных] на АВ и ВС, равна [сумме] 

Е ЕК МН взятого дважды прямоугольника, ограниченного АВ и ВС 
м с квадратом, построенным на АС“. 

Я умышленно не ввел никаких нынешних символов, 

РА = . Чтобы читатель мог убедиться, насколько мало вразуми- 


тельна и ненаглядна была та геометрическая алгебра, на 
которой был построен труд Кавальери. А приведенная мною теорема — 
одна из наиболее простых и легких! 

Еще более затрудняют нас „Начала“ Евклида вследствие того, что 
этот труд не есть индивидуальный пролукт мысли Евклида, а лищь компен- 
диум научной работы ряда поколений античных математиков. Как я пока- 
зываю в своей книге об атомистической математике, эта последняя в силу 
своих основных принципов не могла признавать существования несоизме- 
римых иррациональных величин; основным постулатом ее являлось поло- 
жение. если одна величина при непрерывном увеличении может превзойти 
другую, то обе они состоят из одинаковых частиц. С точки зрения этого 
учения понятия материальной частицы, геометрической величины и числа 
между собой совпадали; ловольно подробно разработанное в У в. учение 
о числах (многоугольные и многогранные числа) было в то же время уче- 
нием о геометрических величинах. Когда в официальной математике возобла- 
дало учение о непрерывности геометрических величин и, следовательно, эти 
величины стали противопоставляться дискретным, прерывным (целым) арифме- 
тическим числам, пришлось единую науку разорвать на две: на науку 
о непрерывных величинах и на науку о прерывных числах. В то же время 
пришлось и учение о непрерывных величинах разделить на учение о соизме- 
Гимых и несоизмеримых величинах. Но учение о соизмеримых величинах 


по существу совпадает с учением о числах; отсюда тягостные длинноты 
кт Е - ры эры 
1! Это было доказано у Евклида раньше, книга Г, теорема 43. 
2 Гномоном называется часть площади, заключенная между большим 
квадратом (в данном случае АВЕО) и малым (в данном случее СНОМ,, т. е. фигура 
АВЕМСН, которую Евклид сокращенно называет АМ. 


у Евклида'. Книга \У посвящена учению о пропорциях (геометрических 
величин), УГ — учению о подобии, УП--Х книги посвящены учению о чис- 
лах, Х— учению о соизмеримых и несоизмеримых величинах. Мы разбирали 
уже ряд использованных Кавальери правил действия с пропорциями геометри- 
ческих величин, содержащихся в \У книге Евклида; в УП книге эти же пра- 
вила, почти с теми же доказательствами, повторяются для чисел: „Если целое 
так относится к целому, как вычитаемое к вычитаемому, то и разность так 
относится к разности, как целое к целому“. Предл. 11 кн. УЦ дословно 
совпадает с предл. 19 кн. У; дословно совпадает и первая часть доказатель- 
ства. Точно так же с формулировкой приведенной выше теоремы „и ошпез. 
а@ ошпез“ (предл. 12 кн. У) дословно совпадает формулировка теоремы 12 
кн. УП, только вместо вг\=9м („величины“) здесь читается або („числа“). 
Как раз также обстоит дело с теоремами регтщап4о (предл. 13 кн. УП == 
— прелл. 16 кн. \), ех аедиаИ (предл. 14 кн. УП = опр. 16 кн. У). 
ТЕОРЕМА: „площади параллелограмов относятся между собой, как произ- 
ведение отношений их сторон“ (предл. 23 кн. \У[), для частного случая 
прямоугольников повторяется в УШ арифметической книге, причем речь 
идет не о прямоугольниках, а о прямоугольных числах (теорема 5). В книге УП 
имеются теоремы 2 и 3: ›„ланы два (три) числа, не первых между собой, 
найти их наибольшую общую меру“; в книге Х находим теоремы 3 и 4: 
„даны две (три) соизмеримые величины, найти их наибольшую меру“. 
Кавальери, воспитанный на неделимых и кеплеровском атомизме, 
сознательно устраняет, как мы увидим ниже, учение об иррациональности из 
своей геометрии; он стремится примирить непрерывность с дискретностыю. 
Ему не приходит в голову, что сокровищница Евклида накоплялась в исто- 
рической последовательности. Еще булучи молодым человеком, в 1622 г., 
он находил эти повторения лишними и ненужными. 17 августа 1622 г. он 
пишет из Милана Галилею во Флоренцию: „Я хотел бы знать ваше решение 
того маленького сомнения, которое возникло у мёня при чтении Евклида: 
мне кажется, что он понапрасну доказываег для чисел то, что он же сам 
зыше доказал 4е шахпНидиириз$ (о величинах). Так, например, его способ 
находить для двух данных чисел их наибольшую общую меру тот же, что. 
и для нахождения этой меры для двух величин, данный им в начале Х книги. 
То же я утверждаю и относительно других теорем: Евклид доказывает те 
или иные положения 4е таспЙаЯи!и$; по моему мнению он тем самым 
доказал их и 4е питего (о числе), так как и число есть величина, и я не 
знаю, на каком основании эти доказательства надо считать верными только 
ля непрерывных величин, а не для дискретных. Быть может, можно утвер- 
ждать, что числа подчиняются другим принципам, нежели непрерывные вели- 
чины, и поэтому и т. д. Однако же мне кажется, что принципы величины, 
как таковой, общи и для пепрерывной и для дискретной величин. Возможно, 
впрочем, что я заблуждаюсь и что под величиной подразумеваются только 


1 См. Напве 'Гаг СезсысШе 4ег Маетайк, стр. 390, где обращено внимание 
н1 нелепость. противопоставления чисел величинам. Но Ганкель не знает, что на не- 
лепость такого противопоставления уже до него обращено внимание Кавальери. 
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всякого рода непрерывные величины и ЧТО „величина“ и „непрерывное 
количество“ — одно и то же. Одним словом, я уповаю на вашу доброту, 
что вы выведете меня из заблуждения, в которое я мог бы впасть“. 

Мы видим, таким образом, какой характер носила та научная матема- 
тика древних, продолжением которой явился труд Кавальери; из последнего 
письма мы вндим также, с каким священным трепетом Кавальери относился 
даже к несообразностям в изложении этой науки, обусловленным историче- 
скими причинами. С античной вычислительной математикой, с так называемой 
„логистикой“, Кавальери мог познакомиться только по ее средневековым 
переработкам или в лучшем случае по трудам Псевдо-Герона, и самая форма 
этих произведений не могла внушить ему большого уважения. В самом деле, 
в античной научной математике центр тяжести лежал в строгом доказатель- 
стве; в „логистике“ — в удобной процедуре для нахождения нужной величины. 
Форма тех и других произведений была резко противоположна: в одном 
случае громоздкий аппарат определений, постулатов, лемм, теорем и след- 
ствий; в другом — ряд рецептов для нахождения тех или иных величин, 
изложенных догматически, без всяких доказательств. 

Герон (подлинное произведение которого по геометрии было недо- 
ступно Кавальери) был единственным известным нам ученым древности, 
пытавшимся перекннуть мост между научной математикой и „логистикой“. 
Как правило, научная математика была совершенно оторвана от всяких 
технических приложений; единственным исключеннем являлась  тригоно- 
метрия. Если отвлечься от социально-экономических причин, обусловивших 
кризис античной математики, то основными внутринаучными причинами 
этого кризиса придется считать запрет инфинитезимальных процедур 
и исчислительной математики — „логистики“. 

В результате всего сказанного, в 1У—УШ вв. н. э. математика была 
в странах греко-римской культуры в состоянии глубочайшего застоя. Новым 
толчком к своему развитию математика была обязана арабским ученым. 
Вилейтнер замечает, что, „несмотря на практическую ориентированность 
арабской математики, арабы сделали большие успехи и В теоретической 
математике“. Мы скажем наоборот: именно практические потребности, 
< одной стороны, и отсутствие философских и церковных запретов — 
с другой, дали арабам возможность не только проработать классические 
произведения греческих математиков, но и выискать и выбрать из них все 
то, что могло быть полезным для развития учения о бесконечно малых 
и для алгебраической символики, т. е. для тех математических отраслей, 
зачатки которых арабы получили от индусов. Именно алгебра и инфините- 
зимальная процедура (Ибн-Альхайтам) остаются величайшими вкладами 
арабов в европейскую математическую науку. 

Усиление влияния буржуазии создало к началу ХУ в. весьма благо- 
приятную почву для успеха арабской науки в Европе. Составляя оппозицию 
церковным феодалам, буржуазия естественно должна была начать борьбу на 
фронте, представляющем наименьший соблазн для верующего христианина, — 
на фронте „чистой“, „аполитичной“ науки, и стремиться свергнуть 
наиболее чтимые церковью авторитеты или, по крайней мере, поставить 
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рядом с ними другие, оппозиционные. Неудивительно поэтому, что в эту 
эпоху начинает тщательно изучаться античный атомизм и эпикурейство. Так, 
Данте в своей трилогии в числе великих праведников древности, не попавших 
непосредственно в рай только потому, что они не восприяли благодати 
крещения, называет наряду с Платоном, Аристотелем, Виргилием еще и 
Демокрита, имевшего, как известно, репутацию еретика и безбожника. 
Такое же отношение к Демокриту находим мы и У Пикколомини. Наоборот, 
все чаще раздаются упреки по адресу Аристотеля, — упреки, вызвавшие 
приведенное выше постановление Парижского университета, торжественно 
провозгласившего незыблемость авторитета Аристотеля и приравнивавшего 
его высказывания чуть ли не к священному писанию. Если верно утвер- 
ждение Вилейтнера, что разложение на бесконечно малые частицы сохра- 
нилось в виде устной традиции в течение всего средневековья в практике 
инженеров, то это возвращение от Аристотеля к Демокриту создало для 
такой традиции новое теоретическое обоснование. 

Математический атомизм явился основным мотивом математических 
спекуляций Джордано Бруно и Бэкона, но самые эти спекуляции относились 
скорее к области метафизики и философии, чем к области конкретной 
математики. 

Первым, кто ввел учение о беспредельно большом числе беспре- 
дельно малых частиц в научный обиход, применив его для нахождения объемов 
тел, и получил при этом чрезвычайно плодотворные результаты, был Кеплер; 
в предисловии к своей „Геометрии“< (стр. 3—4 ненумерованные —= стр. 89—90 
нашего перевода) Кавальери говорит о нем как о своем предшественнике, 
хотя подчас и противопоставляет свое учение учению Кеплера („Опыт Щ<“, 
гл. стр. 180; гл. П, стр. 183): „Кеплер некоим образом составляет из 
мельчайщих телец большие, принимая при этом, что эти мельчайшие тельца 
как бы соприкасаются друг с другом... Но пусть соображения Гульдина с 
достаточной убедительностью показывают, что я нашел свой метод неделимых 
у Кеплера... ввйду некоторого сходства, которое, повидимому, имеют мои бес- 
численные неделимые с кеплеровыми мельчайшими и бесчисленными тельцами... и. 

Кеплер ! не стремился к математической безукоризненности всех своих 
выводов. Он рассуждал скорее, как естественник, чем, как математик; теория 
бесконечно малых была для него рабочей гипотезой, которая хороша уже 
потому, что дает быстрый и короткий путь к разрешению ряда задач и, как 
правило, приводит к верным результатам. Рассуждения по аналогии такж 
играют большую роль в его стереометрии. 

Непосредственный Учитель Кавальери, Г алилей, не мог стать на такую 
точку зрения. В литературе часто высказывался взгляд 2, что Кавальери 
заимствовал основы своего учения из уроков своего учителя Галилея. но 
взгляд этот, как справедливо указали Пиола3 и Валльнер 4 в корне 


1 См. вводную. статью М. Я. Выгодского к переводу „Стереометрини бочек“ 
Кеплера, Москва, ОНТИ, 1935, стр. 37 и сл. 

” Например, М. Сапюх, УоПезипреп 2иг Сезсысве 4ег МашештайК, т. П, стр. 849, 

3 Рю, Х, стр. 6 (стр. 7—11). 

“ Тайпег, стр. 64. 
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ненравилен. Пусть Галилей, рекомендуя Кавальерн на кафедру в Болонье, 
с глубоким уважением отзывался о его методе и называл Кавальери „со- 
перником Архимеда“, пусть он рекомендовал его книгу к печати 1 — ВС 
это только свидетельства его научной прозорливости ин беспристрастия, но 
с основными положениями Учения Кавальери Галилей был несогласен. То, 
что линия состоит из точек, для Галилея несомненно, причем число этих 
элементов неизбежно должно быть бесконечно ; так понял соответствующее 
место „01$с0г$1“ и ученик и друг его Кавальери: „Галилей держится того 
взгляда, что непрерывное состоит из неделимых, и притом линия из точек, 
причем число их бесконечно“ 3, и в ответном благодарственном письме по 
поводу присылки „015с0151“ (от 28 июня 1689 г., № 3889) он спешит от- 
межеваться: „Я не решился утверждать, что непрерывное составлено из не- 
делимых!“ 4. Однако Галилей в противоположность Кеплеру ясно видит те 
парадоксы, к которым может привести такая концепция, но причину этих 
нелепостей он видит в самых понятиях бесконечно большого и бесконечно 
малого, пользование которыми он считает незаконным. Он отправляется от 
богословских рассуждений Николая Кузанского о тождестве бесконечного 

и единства 5, но подводит под эти рассужде- 
Д с в ния чисто математическую базу. Ясыо, говорит 


УЧР он, что квадратов И кубов целых чисел должно 


| быть столько же, сколько самих этих чисел, 


Так как каждому числу соответствует ОДИН 
0 Г: Е 


квадрат и один куб. Между тем по мере удале- 
ния от единицы квадраты и кубы попадаются все 
реже. Очевидно, для того чтобы в окончательном 
результате число чисел, их квадратов и кубов стало одинаковым, необходимо 
постулировать наступление такого момента, когда квадраты и кубы станут 
попадаться все чаще и чаще, а это возможно только в том случае, если 
непрерывный ряд чисел в окончательном результате обратно приближается 
к единице. Следовательно, бесконечное и единое — одно и то же 6. Итак, 
увеличивая число, мы не приближаемся, @а наоборот, ъудаляемся от 
бесконеиности: аттрибуты „больший“, „меньший“, „равный“ не относятся 
к совокупностям из бесконечного числа членов... Нельзя сказать, что одна бес- 
конечность больше другой, равна другой, меньше другой “;: можно, например, до- 
казать, что по площади окружность круга равна его центру. Это положение Гали- 
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1 Письмо Кавальери к Чезаре Марсильи от 27 февраля 1629 г.: баШеь 1е 
ореге, ХУ, № 1629. 

2 Например, „О1$сог5!“ (Ге ореге, т. УШ, стр. 77): Ериг $е уоИашо сотрог 1а 
Ппеа 4: рипы зад, Ызовпа гате! ниний...; стр. 80: Е <031 аБМато И сопйпио 
сотроз4о Чин шали... (см. русский перевод С. Н. Долгова, Беседы и мате- 
матические доказательства, Москва, ОНТИ, 1934, стр. 84, 93, 94). 

3 Опыт ПШ*, стр. 181: СаШеиит зизНпеге... соппиит ех 1511 из сотрон 
её зиьшае Ипеат ех рипс$ Изаце питего шип 5. 

4 [о поп агай 4 ане, све П соптио 1055е сотрозю 4! дие!!. 

5 Со!афесЕ, стр. 96. 

6 „01всог$!“, стр. 73, 83—85 (87, 96—99 русского перевода). 

1 14. стр. 78, 79 (98 русского перевода). 
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лей доказывает геометрически: фигура, изображенная на прилагаемом чертеже, 
вращается вокруг оси СС; фигура АРС при вращении образует „чашу“; треуголь- 
ник СРО — конус. Если мы проведем где угодно плоскость, параллельную 
основанию ОР, то нетрудно показать, что сечение внутри чаши (полученное, 
например, от вращения тп) равно сечению внутри конуса (полученному от, 
вращения р5). В самом деле, в треугольнике Сиг сумма квадратов кате- 
тов равна квадрату гипотенузы; следовательно, и сумма площадей кругов, постро- 
енных на катетах, равна площади круга, построенного на гипотенузе. Но Си—ра- 
лнус круга, равный АС, а Се == р5; итак, круг те == круг пе-|- круг рг.Вычитая 
из обеих частей уравнения круг, построенный на катете пс, получаем, что 
площадь кольцевого сечения чаши равна площади соответствующего круго- 
ВОГО сечения конуса, а значит, в частном случае, когда сечение проведено 
на уровне АСВ, „площадь окружности“ равна „площади центра“ С, что и 
требовалось доказать. Эта чрезвычайно популярная в эпоху Галилея задача 
была впервые пущена в оборот Лукой’ Валерием `, а затем применена для 
иллюстрации метода неделимых Кавальери ® и Торичелли 3. Все эти авторы 
доказывали таким путем равновеликость чаши и конуса; Галилея же за- 
’ интересовало то, что положение о равенстве сечений чаши и конуса верно 
для любого сечения: следовательно, оно верно и для предельного сече- 
ния АБ, когда сечение конуса превращается в точку — центр круга, а 
сечение чаши — в окружность. Значит, окружность, состоящая из бесконеч- 
ного числа точек, равна одной точке — , центру“. „Все окружности самой раз- 
Личной величины можно пазывать равными между собой, и каждая из них 
равна одной только точке“ 4. 

Из письма Кавальери к Галилею от 9 октября 1634 г., № 2992, видно, 
Что этот же парадокс Галилей выставлял и против учения Кавальери, причем ука- 
зывал еще на такое более простое 
соображение: если мы пересечем 
(см. чертеж) систему концентриче- 
ских окружностей рядом бесконечно 
близких между собой параллельных 
друг другу прямых, то в результате 
пересечения прямых с окружно- 
стями получатся точки, причем 
число точек на отрезке каждой 


окружности, заключенном между теми же двумя параллельными ЛИНИЯМИ, 
будет ОДНО И ТО Же. Если считать, что ЛИНИЯ Состоит из точек, то эти 


* Гиса Ущегия, Бе сепно ЗгауНаНз зоНаогит, Вотае 1604, предл. 12. См. 
примечание 11 А. Н. Долгова к Указ. нереводу Галилея, стр. 616. 

* „Геометрия“, ПГи ПН, ХХХУ, следствие 1, стр. 83, изд. 1-е (Паес ащет 
еМат аЪ а15 оз{епза $11). 

3 Ое зоПа!1в уаз$Йогти$, „Ореге“, Во]одпа, Е Тин. стр. 108 (4ущоаа 
зсо4ейа Неш/{енса). 

* „О15согз“, 73—76 (88—91 русск, пер.) с заключением »ГиМе 1е сисотегепте 


Че сегсН} анап 3 УОР1а Ч15ес ца! роззоп сШатага ща 1ого евиаПе с!азснедипа 
евие а ип рипю $010“. 
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отрезки, очевидно, должны быть равны между собой по длине, тогда как 
з действительности, чем больше радиус окружности, тем длина / дуги, 
опирающейся на ту же хорду 2й, будет меньше (при предельных значе- 
НИЯХ: Г = Й, / = «й; г == со, / == 2Й). 

Тем не менее, избежать составления линии из бесконечного числа 
неделимых, допуская в то же время, что деление можно продолжать до 
бесконечности, нельзя. Если бы получающиеся в окончательном результате 
частицы были конечны. и протяженны (егиупа И е диапй), то они неизбежно 
делились бы дальше. Но, с другой стороны, если бы получающиеся в окон- 
чательном результате частицы были бесконечны по числу, то целое неизбежно 
было бы бесконечно большим?. Это —с небольшими видоизменениями рас- 
суждение Демокрита, которое было известно Галилею из Аристотеля $3. 

В результате Галилей высказывает взгляд, впервые выставленный 
древними стоиками (Хрисиппом) 4, по которому существует троу т5уо:, 
„третий род“, нечто отличное и от конечного и бесконечного. Вот что 
читаем Мы в его „Репен уаш“, 5 18 5: 

„Части, имеющиеся в отрезке линии, не могут быть конечны, так 
как деление не может прекратиться ранее бесконечности; не могут быть 
бесконечны, так как в таком случае заданная линия была бы бесконечно 
длинной. Я утверждаю, что они не бесконечны и не конечны, а лишь 
таковы, что отвечают всякому числу; но, отвечая всякому числу, они не 
бесконечны, потому что никакое число не бесконечно; но в еще большей 
мере они и не конечны, т. е. не определены каким-либо числом, так как 
для любого определенного числа всегда существуют другие, большие, чем 
оно. Обман состоит в словесном противопоставлении: либо они конечны, 
либо бесконечны; так как „конечный“ и „бесконечный“ — понятия неодно- 
родные, то самое деление неправильно. Нельзя утверждать, что слоновая кость 
либо желтая, либо сладкая, так как она может быть ни желтой, ни сладкой. 
1000 не ближе к бесконечности, чем 100, или, чем 20, или, чем 4; и путь 
от 4 к 20 иот 20к 100 ик 1000 и т.д. не ведет к бесконечности. Поэтому 
такое исследование не может выяснить вопрос, существует ли бесконечность 
или нет, подобно тому как если бы кто-либо, отправившись с кораблем 
прямо на юг от Венеции, не нашел бы Константинополя, то он не мог бы. 
утверждать, что Константинополь отстоит от Венеции на бесконечное. рас- 
стояние, так как Константинополь либо мог бы вовсе не существовать в при- 
роде, либо та дорога, по которой путешественник направился, могла не вести 
в этот город... То, что отвечает всем числам, не должно вовсе быть бес- 
конечным, а то, что определено каким-нибудь числом, не отвечает всем 


1 „01$сог$1!“, стр. 79—80. 

2 Там же, стр. 80 (100 русск. пер.): диап 1пНп1 !аппо ип’езепзюпе шйпиа. 

3 См. мою книгу „Теория бесконечно малых у древних атомистов“, стр. 15—16, 
48 и сл. 

4 См. там же, стр. 174 и сл. 

5 То же рассуждение имеем мы ив „01!$сог$“, стр. 81 (101 русск. пер.), где 
прямо употребляется стоическое выражение трио» 15%0$: „Ип фегхо тео Чегиипе, 
сБе ё П пзропаеге а@ орм зерпаю пищего“. 


числам, так как никакое число не заключает в себе все числа. Итак, то, 
что определено каким-набудь числом, есть не что иное, чем то, что отвечает 
всем числам; а то, что отвечает всем числам, есть не что иное, чем бес- 
конечность. Итак, мы имеем три различные вещи: то, что определено ‘каким- 
4ибо числом, то, что отвечает всем числам, и бесконечность. Тот, кто ска- 
жет, что части непрерывного таковы, что отвечают всем числам, скажет 
правильно. Бесконечность же должна быть вовсе исключена из математиче- 
ских рассуждений, так как при переходе к бесконечности количественное изме- 
нение переходит в качественное, подобно тому как, если мы будем самой 
тонкой пилой (зоНИз$та Ита) размельчать тело, то как бы мелки ни были 
опилки (п!пиб$$йта ро|уеге), каждая частица имеет известную величину 1, 
но при бесконечном размельчении получится уже не порошок, а жидкость, 
нечто качественно новое, причем отдельные частицы вовсе исчезнут“. 

Это смешение математического атомизма с физическим не менее ха- 
рактерно для Галилея, чем для Демокрита 2. | 

Из писем Кавальери к Галилею от 29 февраля, 21 марта и 4 апреля 
1626 г., № 1765, 1768 и 1774, мы узнаем, что Галилей одновременно 
с Кавальери писал книгу о неделимых, которая очень интересовала Кавальери, 
так как ему хотелось принять во внимание выводы Галилея в своей книге. 
Но ему не удалось это сделать, так как работа Галилея все не появлялась. 
Из письма Кавальери от 17 декабря 1627 г. (т. ХШ, стр. 381, № 1842) мы 
видим, Что Галилей протестовал против основного понятия интегрального 
исчисления Кавальери, — против понятия „все линии данной плоскости“ и 
„все плоскости данного тела“, — но Кавальери не желал отказываться от своего 
главного орудия: м 

„Я послал свое уже составленное мною сочинение, о кото- 
ром Вам известно, господину Чьямполи, причем я завершил его наилучшим 
образом, как только умел и мог. Но я не изменил своего основного поло- 
‚ жения о том, что я называю всеми линиями плоской фигуры или всеми 
плоскостями тела, так как мне кажется, что это положение основано на 
вполне очевидном и здравом рассуждении“. 

27 марта 1629 г. (письмо № 1941) первые шесть книг „Геометрии“ 
готовы, и Кавальери посылает их Ч. Марсильи, причем Галилей рекомендует 
их к печати (письмо от 27 февраля 1629 г., № 1934), 10 января 1634 г. 
(письмо № 2843) Кавальери опять просит Галилея изложить свои мысли 
о неделимых, о чем тот думал несколько лет назад; на этот раз уже 
речь идет не об отдельной книге, а о том, чтобы Галилей затронул вопрос 
о неделимых и о геометрии Кавальери по какому-нибудь случаю в одном 
из своих диалогов 3. Наконец, 12 сентября 1634 г. Кавальери шлет Галилею 
уже напечатанные первые пять книг своей „Геометрии“. Он пишет, что 
с величайшим нетерпением ждет его отзыва и боится, что изложил вопрос недо- 
статочно ясно. Особенно его интересует, как относится Галилей‘к основам 


1 Опять демокритов образ! Ср. ту же мою книгу, стр. 59, & 4. 
2 Как отметил (Со/@есЕ, стр. 101. \ 
3 Сгедо све 4а1 Фа1ор12хаге рова фаг пазсеге Госсаз1опе. 
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его геометрии 1; предвидя, что это отношение может быть несочувственным, 
он тут же сообщает, что пишет седьмую книгу „Геометрии“, где те же 
положения будут доказаны без помощи неделимых. Через короткое время 
после этого письма Кавальери получил, наконец, долгожданный подробный 
ответ от Галилея. Этот ответ до нас не дошел, но-зато дошел приводимый 
ниже (стр. 47 и 57) ответ Кавальери на это письмо, дающий полное предста- 
вление о содержании послания Галилея. Мы видим, что уже в это время 
Галилей всецело стоял на точке зрения, изложенной в „015сог$1“, и уже 
здесь мы находим те же возражения: Галилей отнесся к методу Кавальери 
весьма осторожно и недоверчиво. Он ответил, что метод Кавальери „не 
кажется ему вовсе невероятным, но он сопряжен для него со многими 
трудностями“. Из письма Кавальери от 6 февраля 1635 г., № 3071, мы 
узнаем, что в ответ на дальнейшие вопросы Кавальери Галилей написал ему, 
что „Геометрия неделимых остается для него темной (0$сига), так как 
старость мешает ему понимать столь трудные вещи“; точно, так же из письма 
Кавальери от 23 октября 1635 г. мы узнаем, что „«Геометрия» кажется ему 
трудной и сопряженной с недоумениями“. Наконец, в 1638 г. выходят „015- 
с0г5!“. Вспомним, что Кавальери просил Галилея при случае коснуться 
в диалоге вопроса о неделимых и его „Геометрии“ (специальных рецензий 
тогда еще не существовало). Галилей выполнил это обещание, но как? Он 
повторяет все свои старые возражения против метода неделимых, а затем 
с большой похвалой отзывается о Кавальери и его... „брессНю Чзюно“, 
т. е. о его произведении, не касающемся вопроса о неделимых! Подлинно 
сит Тасеь сатаф, — нельзя не вспомнить при этом главного врага неделимых 
Кавальери, иезуита Гульдина, ®оторый, всячески изругав „Геометрию“, осы- 
пает похвалами „Опефонит Огапоше сит“ и заключает: „Поздравляю тебя, 
Кавальери! Обрати же свой карандаш от тех бесконечных неделимых к ко- 
нечным и делимым... Ты сделал (в этой книге) прекраснейшее и полезнейшее 
открытие, достойное Кавальери!“. 

Галилей не мог, сохраняя вежливую и дружескую форму, более 
определенно показать, что теория Кавальери ему не по вкусу, чем он это 
сделал в „015с0г3!“ 2. 28 июня 1639 г. Кавальери, получив от Галилея 
экземпляр „О1$с0г$1“, шлет своему учителю благодарственное письмо. После 
ряда преувеличенных и ничего не говорящих комплиментов (вроде, напри- 
мер, такого: „Разумеется, я должен считать себя не мало вам обязанным, так 
как неделимые моей геометрии засияют благородством и ясностью ваших неде- 
лимых неделимо освещенные“), он спешит отмежеваться от утверждения 
Галилея, что непрерывное состоит из неделимых. Еще ярче разногласие 
между точками зрения Галилея и Кавальери обнаруживается в „Опыте Ш*, 
представляющем ответ Гульдину. Этот коварный иезуит ставил на вид 
Кавальери, что он идет против своего учителя, так как и Галилей в своих 
„ 015с0г$1“` запрещает переносить свойства конечных вещей на бесконечные 


1 Оца]е 2И пезса Й пцо Топдатепю аеш шанязыШ. 

* Возможно, что нод упомннаемыми в предисловии к книге УП друзьями, 
которые советовали Кавальери „разрубить гордиев узел“, т. е. вовсе выбросить из 
книги учение о неделимых. надо иметь в виду Галилея. 


по числу!. Кавальери отвечал на это (стр. 184): „В математической тра- 
диции торжественно воспрещено приводить как последний авторитет слова 
учителя (штате 1 уегфа Ма51$), так что те из питомцев этой науки, кото- 
рые стремятся лишь к чистой и незапятнанной истине, без стеснения 
заявляют: «Друг Платон, но болыший друг истина». Поэтому и сам Галилей 
не считал, что должно с пеной у рта защищать те заключения, которые он 
выставляет в своих «Беседах о движении в пространстве» (вдобавок значи- 
тельная часть их преподносится читателю только как предположения)“. 

Вслед за этим Кавальери в очень вежливой форме указывает на внутреннее 
противоречие во взглядах Галилея на неделимые: 

„Однако, чтобы не казалось, что я не проявил должного почтения 
к столь великому учителю, я прошу читателя обратить внимание на то, что 
Галилей в цитированном выше месте придерживается двух предпосылок: 
что непрерывное состоит из неделимых (в частности, линия — из точек, бес- 
конечных по числу) и что существует линия, большая, чем другая линия, что 
станет ясно, если просмотреть указанный диалог. Итак, он признает, что 
некоторая совокупность бесконечного числа членов может быть больше 
другой, что не противоречит, но благоприятствует моей точке зрения. 
Чтобы не допускать, что у Галилея здесь явное противоречие, может быть 
правильно будет сказать, что в том месте, в котором он говорит, что свойства 
конечных величин неприменимы к бесконечным, он говорил о бесконечном 
в другом смысле, т. е. в одном случае он подразумевал бесконечное абсо- 
лютное, взятое, как говорят философы ?, в отношении к целому, т. е. такое 


бесконечное, к которому нельзя ничего прибавить, тогда как к бесконечным. 


по числу точкам линий, хотя они и бесконечны, можно (так как они не 
бесконечны абсолютно) еще кое-что прибавить, что самоочевидно“. 

Из всего сказанного, я думаю, ясно: 

1. Что взгляды Галилея и Кавальери на неделимые резко отличались 
друг от друга уже задолго до выхода в свет „Геометрии“. 

2. Что Галилей вообще не выставил никакой связной математической 
теории неделимых: стоя на атомистической точке зрения (непрерывное состоит 
из неделимых, линия состоит из точек), он в то же время видел логические 
несообразности, к которым приводила эта теория; компромисс Кавальери его 
не удовлетворял, он не хотел понять Кавальери, чувствовал, что математи- 
ческий атомизм необхолим для дальнейшего прогресса математики, но не 
знал, как сделать его теоретически приемлемым. 

3. Что сочинение о неделимых, которое уже в 1626 г. собирался писать 
и так и не написал Галилей, должно было быть не математической, а фило- 
софско-метафизической работой; в основных чертах она вошла в „0150151“. 

4. Что поэтому не может быть речи о том, чтобы Кавальери был 
в вопросе о неделимых учеником или продолжателем Галилея; этого не 
утверждал даже Гульдин, всячески старавиийся поймать Кавальери в плагиате. 

Как бы то ни было, мы видим, что характерной чертой этой эпохи 
была необходимость математического атомизма (учения о бесконечно 


1 ,Сепофагуса“, кн. 1, „РгаеаНо“, стр. 3. 
2 См. примечание на стр. 55. 
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малых) для дальнейшего прогресса математики. Кеплер. принимал это учение, 
потому что оно удовлетворяло его как плодотворная рабочая гипотеза; 
Галилей не хотел знать теорий, не построенных на математическом атомизме, 
хотя его поиски построения, свободного от противоречий обоснования этой 
теории, остались безрезультатнымн. 

В то же время практические потребности счетоводства и ряда пря- 
кладных наук обеспечивают быстрое распространение арабской системы 
нумерации и алгебраической символики. Первоначально здесь господствовала 
античная традиция, проводившая резкую грань между „научной“ математикой 
И „логистикой“. Логистика изучалась людьми практики: астрономами, инже- 
нерами, архитекторами, художниками; „теоретическая“ математика — гума- 
нистами, отличавшимися иногда полным отсутствием живого технического 
чутья и незначительными дарованиями к математике; они были по преиму- 
ществу философами и филологами, математика же была им нужна лишь ДлЯ. 
лучшего понимания античной философии. Но в ХУ[ в. среди гуманистов 
появляется все больше и больше людей, сделавших своей специальностью’ 
изучение текстов и комментирование античных математических авторов; таков. 
был, например, Мавролико, комментатор Архимеда. Естественно, что двой- 
ственное отношение к научной математике и к логистике эти люди унасле- 
довали от античности в полной мере. Тот же Мавролико в предисловии 
к своей „Космографии“ говорит с презрением об алгебре, этой варварской 
науке, самое название которой непривычно режет утонченный слух! (еще 
в ХУП в. вместо „алгебра“ предпочитали говорить „коссика“ или „коссы“, т. е. 
по-нынешнему, „иксика“, „нксы“). Тем не менее, социальный заказчик (см. био- 
графию Кавальери, выше стр. 14 — 16 и ниже стр. 67 — 69) предъявлял много 
больший спрос на „варварскую“ алгебру, чем на строгую античную геометрию; 
и тот же Мавролико вынужден был использовать свои математические 
познания для того, чтобы написать элементарную книгу по алгебре. Но 
традиционное античное различие в методах изложения той и другой науки 
сохранилось в полной мере: „научная“ математика содержит громоздкий 
аппарат определений, постулатов, теорем и короллариев; алгебра излагается 
в виде готовых рецептов без всяких доказательств. Более того, курсы 
„научной“ математики пишутся на языке классической древности — по-латыни, 
учебники алгебры (поскольку речь у нас идет об итальянской науке) — на 
Ипаиа уо]раге, на „вульгарном“ языке итальянской толпы. Эти различия мы 
найлем у Тартальи и даже еще у Кавальери, если сравним его итальянский 
труд ло арифметике (логарифмам) „Сещина Ча уагй ргоМепи“ с его 
латинской геометрией. 

Когда Джордано Бруно, Бэкон, Кеплер сознательно становятся в оппо- 
*ицию к Аристотелю и возвращаются к математическому атомизму Демо- 
крита и Лукреция, — это настоящая революция. Эти люди не могли не знать, 
как не могли не знать профессора Парижского университета, высту- 
пившие с манифестом: „Назад от Аристотеля к Демокриту!“, что они всту- 
пают в конфликт с точкой зрения, официально признанной церковью. Однако 


* ви, НИбюйе 4ез з<1епсез тафёта\ацез еп НаНе, Рац, 1840, т. Ш, стр. 11. 


это — революция целиком на античной почве и не имеет ничего общего 
с предпочтением новой арабской мудрости античной науке. 

Набожный католический священник Кавальери не мог и не хо- 
тел стать на точку зрения античных материалистов. Его задача как 
раз обратная: 


1. Вопреки все большему распространению и успеху алгебры показать, 


какого огромного прогресса можно еще достигнуть в высокой научной 
математике без всякой помощи этой варварской науки. 


2. Влить новую жизнь в официальную классическую математику, 


оплодотворив ее не демокритовским атомизмом, а тем „неопифагорейским“ 
учением о неделимых, которое было санкционировано и освящено автори- 
тетом католической церкви. Но при этом Кавальери с тонким чувством 
математического такта не привносит в свою книгу для оправдания этого 
предпочтения никаких теологических мотивов; как гениальный математик, он 
выдвигает на первый план чисто математические соображения, вынуждающие 
его воздержаться от простого отождествления непрерывного не только 
с совокупностью чрезвычайно мелких частиц (как у Кеплера), но и с сово- 
купностью непротяженных неделимых. 


Начну с краткого изложения метода Кавальери, данного. им самим” 


в начале его „Опытов“ (стр. 3 и сл.). 

„В «Новой геометрии неделимых» неделимые непрерывного служат как 
бы главным инструментом для определения размера как плоских фигур, так 
и тел. К этой цели мы подходим двумя путями. Первый метод изложен 
в шести первых книгах „Геометрии“ (первая книга содержит, однако, глав- 


ным образом общее вводное учение для того и другого метода: она рас-- 


сматривает преимущественно отношения в подобных фигурах, цилиндрических 
и конических телах, изложенные в определениях 3, 4, 10 и 11); второй 
содержится в седьмой книге. Оба эти метода мы с полным правом называем 
методом неделимых, причем один — первым, а другой — вторым методом. 
И в том и в другом методе для определения размера плоских фигур приме- 
няются прямые линии, параллельные некоторой данной прямой линии (назы- 
ваемой их регулой), бесконечные числом, проводимые в нашем воображении 
в этих фигурах и имеющие своими границами те две линии, которые 
касаются этих фигур с противоположных сторон и которые названы в части В 
определения 1 книги 1 их парными касательными; одна из них обычно 
берется за регулу прочих параллельных линий. Для определения же раз- 
меров тел применяются плоскости, параллельные некоторой данной плос- 
кости (называемой их регулой), бесконечные числом, проводимые в нашем 
воображении в этих телах и имеющие границей две плоскости, касающиеся 
этих тел с противоположных сторон и названные в части В определения И 
книги [ их парными касательными плоскостями; одна из них обычно берется 
за регулу прочих параллельных плоскостей. Отсюда ясно, что плоские 
фигуры мы должны представлять себе в виде ткани, сотканной из парал- 
лельных нитей, а тела— в виде книг, состоящих из наложенных друг на 
друга параллельных листов. Но [разница состоит в следующем]: в ткани — 
нити, а в книгах — листы всегда содержатся в конечном числе, так как они 


имеют? некоторую толщину; мы же должны и при одном и при другом 
методе принять, что в плоских фигурах линии, а в телах — плоскости не 
ограничены числом и лишены какой бы то ни было толщины. Но пользуемся 
мы этими неделимыми по-разному: при первом методе мы рассматриваем 
их как бы все сообща, при. втором — каждую отдельно. Так, например, 
пусть две какие угодно плоские фигуры АВСР и ЕРОН (см. чертеж) 
построены на одних и тех же параллельных прямых /К и [/М; пусть одна 
из них, например [/М, взята за регулу параллельных прямых, которых можно 
провести бесконечное число в этих фигурах. Пусть в числе этих прямых, 
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проведенных в фигуре АБСО, есть прямые №О, ВО, РО ит. д. ит. д., 
а в числе прямых, проведенных в фигуре ЕРСН, прямые $, ЕН, ТУ ит. д. 
Мы можем сравнивать линии фигуры АВСО с линиями фигуры ЕЕОН двумя 
путями: либо все сообща, т. е. сравнивая совокупность с совокупностью, 
либо поодиночке, т. е. сравнивая в отдельности какую-либо прямую фи- 
гуры АВСО с какой-либо прямой фигуры ЕРСН, являющейся ее продолжением. 
Первый путь соответствует первому методу, когда сравниваются между собой 
совокупности всех линий плоских фигур и совокупности всех плоскосте} 
тел, сколько бы их ни было. Второй же путь применяется при втором 
методе, когда отдельные линии сравниваются с отдельными линиями, а от- 
дельные плоскости с отдельными плоскостями, являющимися их продолжением. 
Каждый метод исходит при сравнении размеров фигур и тел из своего 
собственного общего принципа. Этот принцип при первом методе таков. 
Если в двух каких угодно плоских фигурах, хотя бы не имеющих одной 
И ТОЙ же высоты, все линии одной фигуры, проводимые в воображении 
параллельно какой-либо заданной регуле и взятые все вместе, равны всем. 
линиям другой фигуры, проводимым в воображении, параллельно какой угодно 
данной регуле и взятым вместе, то и сами фигуры равны друг другу, и на- 
оборот. Так, если на чертеже равны между собой Ю5$ и №, ЕН и ВО, ТИ 
и РО и все остальные, взятые вместе, то и самые фигуры АВСО и ЕЕСН 
будут равны между собой. Более того, и вообще: то же отношение, какое 
существует между всеми лнниями [одной фигуры] и всеми линиями [другой], суще- 
ствует и между самими плоскими фигурами. Точно так же обстоит и с телами: если 
все плоскости одного тела равны всем плоскостям другого, взятым по каким угодно 
регулам, то и самые тела будут равны; если же между всеми плоскостями 
существует какое-либо отношение, то такое же отношение существует и 


3 Напечатано Нафе{ — опечатка вместо НаБё{ (паБеп\). 


между самими телами, и наоборот. Второй способ таков: если в двух каких 
угодно плоских фигурах, построенных на одних и тех же параллельных 
линиях, из которых одна —регула, каждая линия, параллельная общей 
регуле, будучи сравнена с каждой же линией, составляющей ее продолжение, 
окажется равна последней, то и самые фигуры будут равны. Так же и в телах: 
если каждая плоскость одного, параллельная общей регуле, будет равна соответ- 
ствующей плоскости другого, параллельной той же регуле, то и самые тела будут 
равны между собой. Точно так же, какое бы отношение ни имели между собой эти 
плоскости, лишь бы оно было общим для. всех, такое же отношение будут 
иметь и самые тела, если только мы принимаем, что они заключены между 
одними и теми же парными касательными плоскостями, из которых одна 
является их общей регулой. Из этих двух правил можно конструировать 
одно, еще более общее правило, представляющее собой основную сущность 
всей этой геометрии: как плоские фигуры, так и тела относятся друг 
к другу, как все их неделимые, взятые вместе, и, если окажется, что все 
они имеют одно и то же общее всем им отношение, — как эти неделимые, 
сравниваемые друг с другом поодиночке“. 

„ Гаким образом первый метод основан на предпосылке, что площади всяких 
плоских фигур пропорциональны совокупностям «всех их линий»; поэтому равен- 
ство каждой пары слагаемых между собой, обусловливая равенство двух сумм сла- 
гаемых, тем самым обусловливает и равновеликость фигур. При втором методе та- 
кого допущения не делается, а стремятся непосредственно доказать, что равенство 
отрезков ординат, заключенных внутри обвода каждой из фигур, у. — у; и со- 
ответствующих любой, но одной и той же для обоих тел абсциссе х, обусло- 
вливает равновеликость фигур“. 

Для иллюстрации применения метода Кавальери на практике весьма 
пригодна разобранная выше (стр. 35; черт. на стр. 34) задача Валерио о „чаше“ 
и конусе. Мы убедились, что любое горизонтальное сечение чаши (круговое 
кольцо) равновелико взятому на том же уровне сечению конуса (кругу). 
Это, с точки зрения Кавальери, означает, что и все сечения чаши равны 
всем сечениям конуса, а значит, и чаша равновелика конусу. Этот вывод дает нам 
возможность, зная формулу для объема цилиндра и конуса, найти формулу для 


объема шара. В самом деле; объем цилиндра тА?Н, -или в данном случае 


1 
(при А =Н) тАЗ; объем конуса з “А?Н, или в данном случае - тАВ, 


1 [3 
а следовательно, и объем чаши - «АЗ. Объем полушара равен объему 


2 
цилиндра без объема чаши, т. е. 5 пАЗ. Откуда объем шара -. сАЗ. 


Теперь перейдем к теоретическим основам учения Кавальери. Из при- 
веденных выше (стр. 42, курсив) его собственных слов очевидно, что не может 
быть речи о том, что он „неточно выражается“ (Г шехаси4е 4ез ехргез$10п5) 1 
и что под неделимыми, как полагал Паскаль, Кавальери подразумевает прямо- 
угольники минимальной толщины ?: такое учение (учение Кеплера) Кавальери 
прекрасно известно, и он отмежевывается от него; как мы только что 


1 Н. Мане, Н%ойе дез з‹епсез таётаНачез, [\, 71. 6 
2 См. выдержку из Паскаля в книге Л. Карно, Размышления о метафизике 
исчисления бесконечно малых, пер. Н. М. Соловьева, Москва, ОНТИ, 1933, стр. 177. 
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прочли: „в плоских фигурах линии, а в телах — плоскости не ограничены 
числом и лишены какой бы то ни было толщины“. Точно так же в „Опыте Ш“ 
(стр. 180) читаем: „Кеплер составляет из мельчайших тел некоим образом 
большие тела и признает, что они непосредственно соприкасаются друг 
с другом... я же утверждаю только, что тела относятся друг к другу, 
как созокупности всех параллельных друг другу плоскостей“... 

Итак, у Кавальери, хорошо знакомого с „неопифагорейской“ схоласти- 
ческой математикой 1, совсем, как у этих математиков, непрерывное имеет в себе 
неделимые, но не состоит из них, иными словами, протяженное, взятое в целом, 
содержит в себе инепрерывное и бесчисленные, не соприкасающиеся другс другом 
(последнее утверждали уже атомисты!) неделимые. Для объяснения возникновения 
этих неделимых Кавальери прибег к динамическим теориям тех же предшествен- 
ников. Уже в начале книги Гон выставляет аксиомы (постулат | и ро Какую 
угодно прямую линию можно неограниченно передвигать таким образом, чтобы 
она, оставаясь в одной и той же или находясь в разных плоскостях, при таком 
движении оставалась параллельной некоторой неподвижной прямой. Какую 
угодно плоскость можно неограниченно передвигать так, чтобы она всегда 
оставалась параллельной некоторой одной неподвижной плоскости“. Но 
в противоположность старой пифагорейской догме (защищавшейся, например, 
Гульдином) у него линия при движении не исчезает, чтобы создать новую сущность 
высшего порядка — плоскость, а плоскость не исчезает, чтобы создать тело: 
у Кавальери линия превращается в ряд „следов“, т. е. параллельных друг другу ли- 
ний же, а плоскость — плоскостей. Происхождение этого кинетического учения 
о „всех линиях“ становится сразу понятным из слов Кавальери в „Опыте Ш“ 
(против Гульдина). Здесь, на стр. 199, читаем по поводу „всех линий“, 
образуемых линией во все время своего движения: „Во все время движения — 
подразумевай во все моменты времени, в которые происходит все движение“ 3. 
Сразу становятся ясными корни учения о всех линиях, как о следах дви- 
жущейся линии; вслед за средневековыми схоластами, восходящими В этом 
случае в окончательном счете к Демокриту, Кавальери мыслил время и дви- 
жение атомистически: время он представлял себе состоящим из ряда дис- 
кретных „моментов“ (6 убу, пипс, ш$\апз), а движение — наподобие дви- 
жения на кинопленке. Движение есть не что иное, как ряд последова- 
тельных, незначительно отличающихся друг от друга следов движущегося 
тела, т. е. неделимых. Эти линии и плоскости, хотя Кавальери нигде не говорит 
этого прямо3, находятся на равных расстояниях друг от друга; к тому же, если 
движущаяся линия пересекает две фигуры (лежащие в одной с ней плоскости) 
или движущаяся плоскость пересекает одновременно два тела, то расстояния 
между двумя неделимыми в одной фигуре или теле и между двумя соответствую- 


о и 


1 См. указанную в библиографическом указателе статью Валльнера, а также 


выше, стр. 19—21 и прим. на стр. 55. 

2 п 40ю шош, зиаБаи@ т отиёи$ тяапИфи$ 1етрог$, дио 1 10415 то%\и5. 
Ср. выше ш${ап$ в атомистическом смысле у Брадвардина, стр. 21. 

$ Валльнер пеправильно умозаключил отсюда, что эти расстояния могут 
быть и неравными; в таком случае определение понятия „все абсциссы“ было бы 
проёиворечивым н неверным (см. опр. ГУ, кн. И и комментарий, стр. 362). 


‹цими им неделимыми в другой или другом должны быть, разумеется, одина- 
ковы, если только эти расстояния отсчитываются оба раза либо по 
перпендикуляру к движущейся линии или плоскости, либо по параллельным 
друг другу наклонным. Гакое отсчитывание есть необходимое‘ условие для 
сравнения фигур. 

Это отмежевание от теории „мельчайших тел“, разумеется, основывалось 
на веских математических соображениях. Если каждый элемент — прямоуголь- 
ник или параллелепипед с минимальной толщиной, то совокупность их будет 
иметь в контуре зубчатую линию или поверхность, лишь приблизительно 
совпалающую с контуром кривой. Между тем Кавальери не довольствовался, 
подобно Кеплеру, приближенным и вероятным результатом: инстинкт матема- 
тика подсказывал ему, что результат интегрирования получался совер- 
шенно точный, а это могло иметь место только в том случае, когда 
неделимые имели нулевую толщину: только тогда контур совокупности 
неделимых совпадал с контуром фигуры совершенно. Но для этого необходимо 
было допускать, что неделимые непосредственно налегают друг на друга, 
а неприемлемость такой концепции была доказана уже античными\, араб- 
скими, еврейскими ? и христианскими схоластическими 3 математиками, а вслед за 
ними, как мы только что видели, и Галилеем; наконец, сам Кавальери отмечал 
непреодолимые трудности, получающиеся при таком понимании дела. Поэтому 
Кавальери не решается проповедывать этот, наиболее подходящий для его 
теории взгляд, а все время оставляет открытыми обе возможности: он создает 
внешнее впечатление, будто стоит на точке зрения, названной нами неопифаго- 
рейской, и считает, что непрерывная плоскость или тело и их неделимые 
не одно и то же, а следовательно, это непрерывное расположено в про- 
межутках между неделимыми; однако во время творческой математической 
работы он, несомненно, представляет себе дело так, как это получается 
в первом случае, невзирая на получающиеся противоречия. Он не утвер- 
жцает, что все линии плоскости тождественны с самой плоскостью, а все 
плоскости тела — с телом, а доказывает только, что все линии двух плоскостей 
(т. е. совокупности всех линий двух плоских фигур) относятся друг к другу, 
как самые плоскости, что равенство этих совокупностей обусловливает ра- 
венство самих плоскостей. И при этом сам же замечает (схолия к теореме : 
кн. П, стр. 17, изд. 1-го, стр. 111, изд. 2-го): 

„Непрерывное либо не что иное, как сами неделимые, либо что-то иное, 
чем неделимые. Если непрерывное тождественно с неделимыми, то, разумеется, 
если их совокупности не могут быть сравниваемы, то не могли бы быть 
сравниваемы и пространства или непрерывные, поскольку сделано допущение, 
что они тождественны с самими неделимыми. Если же непрерывное есть 
что-то иное, чем сами неделимые, то необходимо признать, что это-то иное 
и расположено в промежутках между неделимыми. Итак, это непрерывное 
состоит из ряда составляющих его частей, число которых неограниченно, так 


1 См. мою книгу „Теория бесконечно малых у древних атомистов“. 

2 См. К. [4552 (книга, указанная в прим. 2 на стр. 21), т. 1, стр. 149 и 196. 

3$ Перечисление абсурдов, получающихся при допущении атомистической 
структуры пространства, представляет собой почти все содержание труда Брадвардина. 
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как логически необходимо, чтобы это „что-то другое“ лежало между каж- 
| дыми двумя неделимыми. Если же это так, то окажется, что невозможно 
| сравнивать между собой и самые непрерывные, или, что то же, пространства, 
поскольку те части, из которых составлено непрерывное, ... неограниченны 
по числу. А утверждать, что пространства, ограничевные определенными 
пределами, не могут быть сравниваемы между собой, нелепо... Итак, 
независимо от того, состоит ли непрерывное из неделимых или не состонт, 
| совокупности неделимых сравнимы между собой и величины их стоят в опре- 
|| пеленном отношении друг к другу“. 
| Итак, автор оставляет открытыми обе возможности: либонепрерывное есть 
совокупность неделимых, — тогда его положения сами собой доказаны, либо 
\ непрерывное есть что-то иное, чем неделимые, и существует помимо 
них; но и в этом случае по мнению Кавальери его доказательство остается 
в силе. Вместе с тем ои опровергает обычный довод (выставленный уже 
Галилеем), что две бесконечности вообще не могут быть больше, меньше 
или равны друг другу и между ними не существует отношения, хотя неде- 
лимые бесконечны по числу, но совокупность их, очевидно, или равна самому 
непрерывному или меньше его, а следовательно, заведомо конечная величина. 
„Я решился признать тот факт, что‘ одно бесконечное может быть больше 
другого, за прочнейшее основание геометрии“ (предисловие к книге \П). 
Еще интереснее теорема Ш книги Ц: „Если непрерывное состоит из не- 
делимых, то ясно и без дальнейшего доказательства, что фигура А так 
| относится к фигуре О, как все линии фигуры А ко всем линиям фигуры 2, 
| ибо в этом случае сравнивать непрерывное с непрерывным — это то 
т же, что сравнивать их неделимые. Но пусть это неверно или пусть, 
|1 хотя это и верно, однако мы не нашли еще доказательства (езе агИ$ 
| для этого положения; тем не менее, я утверждаю, что самые неделимые, 
И. т. е. все линии фигуры А, так относятся ко всем линиям фигуры 2, как 
фигура А к фигуре О“. Вряд ли можно сомневаться, что Кавальери здесь 
проговорился: повидимому, он считает положение о тождественности не- 
прерывного со всеми неделимыми верным, но только не нашел еще доказа- 
тельства 1есе аг$ для этого положения. Позже, когда ин дальнейшие поиски 
такого доказательства оказались безнадежными, он выражается еще осто- 


| рожнее. Так, в „Опыте Ш“ (против Г ульдина) на стр. 199 и 200 мы читаем: 
|. „С точки зрения тех, которые считают, что непрерывное состоит из неде- 
$ лимых, линия, чертя в пространстве указанные неделимые, тем самым чер- 
| тит самую поверхность. С точки же зрения тех, которые признают, что 
1 кроме этих неделимых существует еще нечто другое в непрерывном, при- 


| | лется сказать, что она чертит то, что указано выше (т. е. ряд следов). Ноя 
никогда не утверждал, что тело и все плоскости —— одно и то же“. Здесь 
может получиться (внешнее) впечатление, что сам Кавальери стоит на 
второй точке зрения. 

Когда в другом месте своей „Сепёгофагуса“ (зесно ХХИ, ХХШ, стр. 341 и 

| 342) Гульдин повторял возражение Галилея, что все линии двух фигур есть 

ф | две бесконечности, а две бесконечности не могут иметь между собою ни- 

46 какого отношения и что поэтому „заключение из теоремы Кавальери ложно“ 


и далее утверждал, что совокупность всех линий представляет собою не’ 
плоскость, а одну бесконечно длиниую линию, Кавальери опять отвечал 
дилеммой: „Что касается величины, то с точки зрения тех, которые. 
составляют непрерывное из неделимых, следует ответить, что величина всех 


линий данной плоской фигуры одно и то же, что и величина поверхности... 


С точки же зрения держащихся другого взгляда безразлично, как мы будем 
представлять себе конкретно совокупность всех линий, — пусть это будет 
одна неограниченно (шаейпйе) длинная линия [заметим, что ввиду выдви- 
нутых Галилеем возражений против оперирования с бесконечностями Каваль- 
ери никогда не говорит о бесконечных (тшНпЙае), а только о неограни- 
ченных (шаейпНае) величинах !]; важно то, что эти совокупности будут отно- 
ситься друг к другу, как поверхности тел“. 

Математические затруднения, не позволявшие Кавальери выступить откры- 
тым сторонником первой точки зрения, были частью конкретного, частью 
философского характера. 

Возражения первого типа были выдвинуты против учения Кавальери Гали- 
леем (выше, стр. 35—40), несмотря на то, что Кавальери оставлял за собой воз- 
можность стать на любую из двух указанных точек зрения и что при второй 
точке зрения эти возражения направлены не по адресу. В своем письме 
от 2 октября 1634 г., № 2992, в ответ на приведенное выше возражение 
относительно сечений конуса и чаши (выше, стр. 35) Кавальери пишет: = 

„На ваше возражение, которое воистину чрезвычайно изящно, я, как 
мне кажется, могу ответить таким образом. Вы утверждаете, что если все 
линии равных поверхностей равны между собой и равным образом умень- 
шаются, то и последние следы их должны быть равны, что оказывается, 
однако, неверным в случае чаши и конуса, так как от чаши остается окруж- 
ность круга, а от конуса точка, в бесконечное число раз меньшая, чем 
круг. В таком случае я скажу, что в этом примере, правда, оказывается 
верной большая посылка, т. е. что последние следы должны оставаться 
равными; но следует, если мы желаем утверждать, что остатки равны между 


собой, чтобы как вычитаемые, так и остающиеся части были между собой. 


одного рода, тогда как разнородные величины несравнимы между собой, 
как вы это прекрасно знаете 1. Так вот, в вашем примере неделимые — плос- 
кости, и от них все время остаются равные части, так как мы вычитаем 
равные части от конуса и от чаши; чтобы притти к этим последним следам, 
т. е. чтобы (если можно так выразиться) превратить эту плоскость в ничто, 
достаточно отнять ог этих величин одно измерение; поэтому, мне кажется, 
что с полным правом говорится, что эти последние следы равны между 
собою (хотя, правда, скорее в отрицательном, чем в положительном смысле), 
так как мы пришли к отсутствию плоскости как в конусе, так и в чаше, 
причем можем пренебречь тем, что в одном из них остается точка, ав дру- 


гой — линия, ибо как линия, так и точка являются отсутствием плоскости. 
о ЧН > НЕ ЕВЕ Лед Зин 

1 См. ниже комментарий, стр. 365. Большая посылка (общее положение) здесь 
такова: „последние следы равных тел всегда равны“, но при этом подразумевается: 
‚равны по площади“, что и будет верно в данном случае, так как площади и 


окружности и точки равны нулю. 


4 


<  ————--- 
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Другой пример мы можем иметь также На изображенном здесь полукруге ада, 
в котором опущены какие угодно перпендикуляры 0с и е5 на диаметр аа 
в точки си 5; при этом прямоугольник ас41 равен квадрату сб, а ава * — ква- 
драту 2е и, наконец, прямоугольник на а4`и точке @ должен приниматься 
равным квадрату точки 4, ибо указанный прямоугольник В такой же мере 
ничто, как и указанный квадрат, и его длина не в состоянии преодолеть влияния 
абсолютно неделимой точки 4, придав что-либо к величине прямо- 
угольника на а4 и точке Я и сделав его ббльшим, чем квадрат точки а. 
Вот почему я не считаю верным, будто на основании сказанного можно 
утверждать, что линия а4 равна точке 4, но можно только сказать, что 
площадь, построенная на а@ и имеющая ширину точки 4, т. е. не имеющая 


ширины, т. е. отсутствие площади, равна квадрату точки 4, т. е. отсут- 
ствию площади, что безусловно верно- Итак, 


6 мне кажется, что последние следы должны 

стать ничем с точки зрения того рода, ко- 

и @ торый уменьшается, причем это не имеет ни- 

/ какого отношения к тому, различны ли они 

| с точки зрения другого рода. Я не уверен, 

что мое объяснение покажется достаточно 

а С 94 ясным, но его [внутренняя] убедительность 
покроет эти [внешние] недостатки“. 

В добавление к этому письму Кавальери, повидимому, в течение 2: 


месяцев не перестававший думать о возражениях Галилея, шлет 19 декабря 
1634 г. второе письмо, № 3039: „Что касается вашего сомнения относительно 
чаши, то мне кажется, что можно ответить еще так: что в понятие «все 
линии какой-либо плоской фигуры» или «все плоскости тела» не должны 
согласно моим определениям включаться крайние из них, хотя И кажется, 
что они принадлежат к тому же роду, так как всеми линиями плоской фи- 
гуры я называю линии пересечения плоскости с фигурой при ее движении 
от одного крайнего положения до другого или от одной касательной до 
противоположной парной касательной. В самом деле, начало и конец движения 
не есть движение; значит, крайние касательные не должны включаться в число 
всех линий; поэтому неудивительно (то же относится ик плоскостям в телах), 
что эти крайние остаются неравными, как В вашем примере с чашей. 
В таком же положении находится И вопрос о равенстве всех плоскостей 
двух равных тел, т. е. о равенстве всех линий этих плоскостей при неравен‘ 
стве всех линий, лежащих на поверхности тел, что (без всякой предвзятой 
мысли) соответствует моему определению. Прошу вас, соблаговолите написать 
мне что-нибудь относительно моей «Геометрии», —напишите без стеснения, 
остались ли вы удовлетворены моим ответом или нет“. 

В основе этих любопытных замечаний Кавальери, несомненно, лежит 
правильное наблюдение. Заметим, однако, что сам Кавальери, к сожалению, 
не всегда соблюдал формулированное здесь мудрое правило; в своем решении 


С. 


1 То-есть ас Ж с4. 
2 То-есть а8 Ж 84. 


замечательной задачи нахождения объема бесконечно длинного тела (ниже, 
стр. 409) он, между прочим, не задумываясь, приходит к парадоксальному 
выводу, что крайняя из „всех линий“ бесконечно длинная прямая АМ равна 
квадрату БА 1. 

Другие недоумения, которые могут возникнуть от неверного понима- 
ния его мысли, Кавальери предвидит сам. Он замечает („Опыт [“, стр. 15): 

„Дабы изложенное выше правило оказалось верным, необходимо устрз- 
нить возможность всяких извращений в исходном положении, из-за которых 
мы можем впасть в ошибку. Иными словами, необходимо, чтобы совокупности 
всех неделимых обеих фигур, сравниваемые друг с другом (ибо эти совокуп- 
ности являются как бы нашим исходным пунктом), были всегда составлены 
по некоторому однообразному правилу или исходя из одной и той же сте- 
пени густоты или частоты, какой бы эта степень ни была. С этим можно 
сравнить то, что два равных куска, как, например, два квадрата, из которых 
один вырезан из более частой ткани, а другой — из более редкой, не обла- 
дают равными между собой совокупностями ниток; но для того чтобы сово- 
купности ниток в обоих кусках были равными, необходимо, чтобы оба куска 
были вырезаны из тканей с одинаково часто или одинаково’ редко расположен- 
ными нитями. Таким же образом должно обстоять дело с неделимыми этих 
фигур, дабы мы не могли впасть в ошибку при сравнении их совокупностей. 

Чтобы изучающий этот вопрос понял, каким образом можно констатиро- 
вать и освоить это однообразие в совокупностях упомянутых неделимых, пусть 
он взглянет на приложенный чертеж (см. стр. 50). На этом чертеже между двумя 
противоположными параллельными плоскостями АВ и СН помещены два па- 
раллелограма КЁЕЛМ и КМОГ, из которых КЁ перпендикулярен к плоскостям 
АВ и СЫ, а КМОГ расположен наклонно по отношению к ним. Делается 
предположение, что согласно первому определению плоскость АВ движется 
по направлению к СЛ, все время оставаясь параллельной этой плоскости, 
как регуле, пока не совпадет с ней. Плоскость эта, плавно передвигаясь, 
в каждый момент (ацоПЬеё шошешо)? начертит прямые, как, например, на 
КЁЫМТ прямые РО, Ю$ и т. д. и на КМО! — прямые ТУ, ХУ ит. д., парал- 
лельные друг другу. Следовательно, она начертит как все линии фигуры КЕМ, 
так и все линии фигуры КМ№О/, которые будут равны первым, так как 
`каждая равна соответствующей линии в той же плоскости на фигуре КЁМ/. 
Но все линии фигуры КЁ/М/ получаются из прямого или перпендикулярного 
сечения или из перпендикулярного прохождения плавно передвигающейся 
плоскости АВ, а все линии фигуры КМ№О/ получаются из наклонного 
сечения или из наклонного прохождения той же плавно передвигающейся 
плоскости, так как фигура КЁМГ расположена перпендикулярно, а фи- 
гура АМО/ — наклонно к плоскостям АВ и СН. Итак, КЁЫМГ выглядит 
наподобие более частой ткани, а КМ№МО/ — более редкой. Поэтому неудиви- 
тельно, что все линии АМ№О/ этого наклонного прохождения равны всем ли- 


1 В теореме ХХШ книги ИП Кавальери поступает, однако, согласно формули- 
рованному здесь правилу и не принимает во внимание предельного случая, так как 
отрезки здесь выродились (4ерепегауегип?) в точки. 

2 См. сказанное об атомистической концепции времени на стр. 44 


4 Кавальерн 
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| ниям КЕМ! прямого прохождения, но что в то же время самые фигуры не 
равны между собой. Более того: параллелограм КАО/ может беспредельно 
увеличиваться, так как мы можем сделать допущение, что он становится 
все длиннее н длиннее, тем не менее, все его линии наклонного прохождения 
будут все время оставаться равными всем его линиям прямого прохождения '. 
Вот почему, заметив, что эти различные виды прохождения могут подверг- 
нуть сомнению истинность указаиного универсальнейшего правила, я и ука- 
зад в определении |1, что все линии данных плоских фигур должны быть 
взяты при одном и том же прохождении, т. е. либо при перпендикулярном, 
либо при одном и том же наклонном прохождении, чтобы сохранить для 
всех линий всегда одну и ту же степень частоты или редкости, какой бы 
она ни была‘и по какому бы геометрическому закону эти линии ви были 
бы собраны в совокупность. 


| Такое же различие мы наблюдаем и между точками линий /Ми ГО, 
изображенных на фигуре, ввиду чего я назвал в определении Ш первые из 
| них точками прямого прохождения, а вторые — наклонного. Такая же разница 
присуща и абсциссам, остаткам и Т. Д., вследствие чего они называются 
| абсциссами и т. л. прямого прохождения, как, например, ТО, 15 и ГМ ит, д, 
| и наклонного, как, например, ГУ, [У, ГО и т. д., каковые являются абсцис-. 
сами прямых /М и ГО. Что же касается всех плоскостей, то им не присуще 
| такое различие, так как делается допущение, что они взяты с максимальной 
| степенью частоты, допускаемой для них непреложными законами геометрии. 
| | Заметь себе, что из сказанного вытекает следующее: две линии данной 
| фигуры, параллельные указанной регуле, должны находиться на таких же 
расстояниях друг от друга, ках и те две, которые в другой фигуре, сравни- 
ваемой с первой, соответствуют им на одних и тех же параллельных плоско- 
стях, производящих их, поскольку и те получаются в результате одного 
| и того же прохождения. Ввиду этого, если они не находятся на одинаковом 
расстоянии, то это признак того, что опи не одинакового прохождения и не 
у О Ее 
|. 1 См. зналогичный пример, изучавшийся в стоической математике, в моей 
| | 50 книге „Теория бесконечно малых у древних атомистов“, стр. 115. 


удовлетворяют определению. Так, например, из чертежа ясно, что линии 
параллелограма КАМ! не того же прохождения, что линии параллелограма 
КА/ОГ, так как, например, ТУ и ХУ отстоят друг от друга не на такое же 
расстояние, как соответствующие им РО, Ю$, начерченные одними и теми. же 
параллельными плоскостями: значит, они согласно первому определению не 
могут быть сравниваемы межлу собой. Эти соображения раскрывают непра- 
вильность одного из доводов против излагаемой здесь теории неделимых, 
о чем мы будем говорить на своем месте“. 

Другое возражение выдвигает и тут же разбивает сам Кавальери, после того 
как он покончил с возражениями Гульдина („Опыт Ш“, стр. 238, см. прилож. 
черт. ) 1. „Среди тех возражений, которые наш автор выставил против неде- 
лимых, нет, пожалуй, ни одного, которое по внешней видимости казалось бы 
столь убедительным и которое исходило бы в такой же мере из чисто геометри- 
ческих соображений, как приводимое ниже, хотя сам Гульдин до него не до- 
лумался. Вот оно: пусть даны два треугольника НОС и НРА, имеющие одну 
и ту же высоту НД, при- ` 
чем основание одного, (7), 
больше основания другого, 
ДА. Пусть будет проведе- 
но сколько угодно прямых, 
параллельных НО, скажем 
ВК, СЁ проведем через 
точки Аи / прямые, парал- 
лельные АС, скажем КМ, 
И., а через точки Ми Д АИ | | 
также прямые, параллель- лете | =. И | В 
ные НР, скажем МЕ 
и ГЕ. Так как КЕ и [Е параллелограмы, то’ КВ и МЕ будут равны друг 
другу, равно каки /С с [Е. То же можно доказать для каких угодно дру- 
гих таких же линий. Итак, все линии треугольника НОА будут равны всем 
линиям треугольника НОС по общей регуле НО. Откуда согласно предложе- 
нию Ш книги И „Геометрии неделимых“ треугольник НОА будет равен тре- 
угольнику НОЦ, что нелепо: в самом деле, СЮ больше РА но условию, 
а, следовательно, треугольник НОС больше треугольника НРА по прелложе- 
нию Т книги УТ „Начал“. Итак, указанное предложение „Геометрии недели- 
мых“ ложно, а следовательно, неверны и все выводы, основанные на этом 
предложении, т. е. вся «Геометрия неделимых»“. 

„Для разрешения этого затруднения пусть внимательный читатель вспо- 
мнит то, что было сказано выше [см. стр. 49—51]: из этих моих слов он поймет, 
что я говорю о всех линиях плоскостей только в тех случаях, когда они 
всегда одного и того же прохождения, т. е. либо во всех случаях перпенди- 
кулярного, либо во всех случаях наклонного. Далее, как там уже показано, 


1 Впервые этот парадокс разобран Кавальери в письме к Торичелли от 5 апреля 
1644 г. (Тогьёсейь Те ореге, т. Ш, Сацезз1о, стр. 170); он предполагал включить его 
во второй диалог против Гульдина. 
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отсюда вытекает следующее: если окажется, что эти линии не одного про- 
хождения или не будет сделано предпосылки, что они одного прохожде- 
ния, то расстояние между двумя какими угодно линиями одного прохождения 
не будет равно расстоянию между соответствующими двумя линиями, так как 
эти последние другого прохождения; соответствующие же друг другу по 
положению линии одного и того же прохождения всегда имеют равное 
расстояние между собой. Поэтому, поскольку расстояние между двумя пря- 
мыми КВ и ГС не равно расстоянию между соответствующими им пря- 
мыми МР и ГЕ, мы должны считать, что все линии треугольников НРА и НБС, 
полученные указанным выше способом, являются как бы линиями различных 
прохождений и потому не подходят под определение, данное мною для всех 
линий двух плоских фигур. Поскольку же все линии треугольников НРА 
и НЬС взяты неправильно, неудивительно, что получается, будто они равны, 
хотя они неравны. . .“. 

К этому же типу относилось возражение Галилея о концентрических 
кругах, пересеченных параллельными линиями (выше, стр. 36). На это возраже- 
ние Кавальери в письме от 2 октября 1634 г., № 2992, отвечал Галилею следующее: 

„Что касается окружностей концентрических кругов, то я отвечу на 
это: чтобы освободиться от возможных возражений такого рода, прежде всего, 
касающихся прямых и кривых линий, разделенных всеми линиями или всеми 
плоскостями различных фигур, я разделил точки на точки прямого прохож- 
дения и точки наклонного прохождения, равно как и линии — на линии прямого 
прохождения и линии наклонного прохождения, причем я считал недопу- 
стимым комбинирование линий прямого прохождения © линиями наклоя- 
ного прохождения. Мерой непрерывных величин я принял: для линий — точки 
прямого прохождения, для плоскостей — линии прямого прохождения, для тел 
нет нужды в таком различении (что такое точки или линии прямого прохо- 
жления или же наклонного прохождения, — объяснено в книге И, в определе- 
нии Ги следующем за ним приложении). Значение этого различения прохожде- 
ний очевидно: в самом деле, чем менее наклонно линия разделена параллельными 
прямыми, тем больше промежуток между крайними параллелями, наи- 
большим же он будет, когда параллели пересекут линию перпендикулярно, 
т. е. при прямом прохождении; поэтому я беру это прямое прохождение 
и пренебрегаю наклонным, так как оно может изменяться бесконечным мно- 
›жеством способов. Что такие же точки образуются от всех параллельных 
линий не только на перпендикулярной и не только на наклонных, но также 
н на концентрических кругах, — этого я не стану отрицать, но, если мы 
захотим составлять линию из точек и на основании сказанного должны будем 
якобы утверждать, что все лннин имеют одинаковую длину, то я скажу, что 
причина [этой ошибки] в различии между прохождениями, так как можно 
утверждать, что эти точки будут, вероятно, более редки при наклонном 
прохождении, чем при перпендикулярном. Но, как бы там ни было, я пола- 
гаю, что я не обязан отвечать на эти возражения, так как Я абсолютно 
нигде не заявляю, что непрерывное состоит из неделимых, а показываю только, 
что непрерыгные взэличины относятся между собою, как совокупности этих 
неделимых, имея при этом в виду только линии и точки прямого прохождения“. 


На других парадоксах, выдвинутых современниками Кавальери! против 
его теории, я здесь останавливаться не буду. Торичелли даже посвятил два 
специальных сочинения этим парадоксам: „Сопбо 2 шиши“ * и „Ое ш911$1- 
Пит Чосёта регрегаш изиграфа 3. Далее одно такое возражение, выдвинутое 
итальянским математиком Борелли и его коллегами, помещено в письме Ка- 
кальери к Торичелли от 23 декабря 1642 г.4; лругое в „Опыте Ш“ 5. 

Все эти возражения можно разделить на три группы: 1) возражения 
типа чаши („предельный случай“), 2) возражения, основанные на разных 
наклонных прохождениях (вроде только что разобранного), и 3) возражения, 
основанные на простых математических ошибках, вроде неправильного соста- 
вления сложных пропорций (возражения Борелли) или смешения понятий 


„все линии“ (т. е. [»ах) и „все абсциссы“ (т. е. [ах Принципиалъ-_ 


ного интереса эти возражения не имеют. 

Возражения математически-философского характера, выдвинутые Гали- 
леем, а впоследствии Гульдином, сводились к тому, что совокупность неде- 
лимых, толщина которых равна нулю, т. е. нулей, равна нулю, и что сово- 
купности, состоящие из бесконечного числа членов, т. е. бесконечности, во- 
обще не могут быть сравниваемы между собой ло величине. В ответ ина это 
Кавальери, как мы видели, отвечал, что он не возражает против того, что 
совокупность линий есть 1оп2Йи4о, т. е. длина, величина одного измерения, 
и на примере предложенной ему Галилеем задачи о чаше и конусе он, как 
мы видели, показывает, что при прибавлении к плоскостям и линия и точка, 
будучи рассматриваемы как плоскости с нулевой высотой, должны прини- 
маться за нуль; точно так же и в „Геометрии“ в теореме ХХУ книги |, когда 
к квадрату со стороной ОМ приходится прибавлять в предельном случае 
квадрат © нулевой стороной, Кавальери попросту отбрасывает последнее 
неделимое как равчое нулю. Но, с другой стороны, уже Евклид доказывал, 
что площади прямоугольников`с равной высотой относятся, как основания; 
стало быть, хотя основания (линии) имеют нулевую величину по сравнению 
с площадями, но отношение этих нулевых площадей между собой может 
равняться отношению конечных площадей между собой. Единственное затруд- 
нение состоит в том, что в пропорции: 


плош. А: площ. В = линия С: линии ДО, 
нельзя применять регищаНо, перестановку средних членов, так как пропорция: 
площ. А: линии С = площ. В: линии О 


равносильна сэ.==<9, что не имеет математического смысла. 


1 См. Е. Воною, Репод4ко & Маетанспе, $ег. ГУ, уо1. УШ, № 1, январь 
1928, стр. 34 и сл. ([ рага4о3${ её И пая). | 

2? ТогчсешШ, Ге орете, 1, П, стр. 47 —55. 

3 Тогисей!, Те. орете, 1, П, стр. 417 — 432. 

4 Тогуее, Ее орете, Ш, стр. 85. 

5 Там же, стр. 240—241; 1, ч. Г, стр. 223. 

6 На этом возражении Торичелли написал через всю страницу краткий ответ: 
„ВОЕ, ВОЕ, ВОЕ", т. е. „Болван, болван, болван“. 
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Поэтому Кавальери посвящает ссобую теорему (ХХУ книги П) оперя- 
рованию с пропорциями, у которых в правой и левой частях величины раз- 
личных измерений. Если же две величины одного измерения могут относиться 
друг к другу, как две величины другого измерения, то ясно, что даже 
„с точки зрения тех, которые считают, что совокупность линий не тождественна 
с плоскостью“ и что эта совокупность есть величина одного измерения, нет про- 
тиворечия в том, что все линии двух фигур относятся, как площади этих фигур. 

Более подробно Кавальери в своем ответе Гульдину останавливается 
на возражении, что совокупности бесконечного числа членов, т. е. бесконеч- 
ности, не могут быть между собою сравниваемы. Уже в „Г еометрии“ он 
предвидел возможность такого возражения. В схолин к теореме | книги П 
мы читаем: 

„Пожалуй, по поводу этого доказательства у кого-либо может воз- 
никнуть сомнение и он не сможет толком понять, каким образом неограни- 
ченные по числу линии или плоскости, каковыми можно считать те линин, 
которые я называю всеми линиями или всеми плоскостями тех или иных 
фигур, могут быть сравниваемы друг с другом. Я должен лишь указать Ва 
то, чт0- сравнивая все линии или все плоскости какой-либо фигуры, 
я сравниваю не число их, неизвестное нам, но только величину, равную про- 
странству, занимаемому этими линиями, поскольку она совпадает с этим про- 
странством [сит ИИ сопргиа{ (31с!)], и так как это пространство окружено 
со всех сторон границами, то и величина их окружена со всех сторон теми 
же границами; вот почему эти величины можно складывать и вычитать, хотя 
мы ин не знаем их числа; я утверждаю, что этого достаточно для того, чтобы 
сравнивать их друг с другом, поскольку мы признаем, что эти пространства 
могут быть сравниваемы друг с другом“. 

В этом остроумном рассуждении есть одна (подчеркнутая мною) невольная 
обмолвка, за которую не мог не ухватиться Гульдин. Поскольку Кавальери 
утверждает, что он „не отождествляет всех линий с поверхностыо“, он не мог 
прямо заявить, что все линии совпадают с занимаемой ими поверхностью, 
а только, что они имеют одинаковые внешние границы с этими поверхностями, 
а потому могут быть сравниваемы друг с другом. Гульдин, цитируя это 
место !, возражает против этого „совпадения“ (сопотиепЧа) и продолжает настаи- 
вать на несоизмеримости совокупностей бесконечного числа членов. 

Ответу на эти возражения и посвящены конец Ги \МШ глава „Опыта И“ 
(стр. 181 и 201—205). Гульдин, касаясь этого же вопроса, противопоставил 
Кавальери ответ его учителя Галилея; Кавальери в | главе в ответ на 
это дает своеобразное перетолкование учения Галилея о „третьем роде“ 
(см. выше, стр. 36) и таким образом сохраняет до конца галантность по 
отношению к учителю: 

„Чтобы не получалось впечатления, что я здесь прямо противоречу 
Галилею, пожалуй, можно без натяжки утверждать, что в том случае, когда 
Галилей говорит, что свойства конечных величин неприменимы к бесконечным, 
он говорит о бесконечном в другом смысле: в этом случае он подразумевает 
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1 „Сепиофагуса“ т. ТУ, стр. 342. 


бесконечность абсолютную (зИпрИсйег), т. е. по отношению ко всей. совокуп- 
ности вешчей, как говорят философы 1, к которой уже ничто не может быть 
Прибавлено; тогла как бесконечные точки линий, хотя и бесконечны, но 
бесконечны не в абсолютном, [а в относительном смысле], а потому к ним 
можно прибавлять, что очевидно“. 

В У\УШ главе он касается того же вопроса подробнее: „Чтобы разрешить 
эту трудность, я готов уступить и согласиться, что между одним бесконечным 
и другим не может существовать никакого отношения, поскольку мы 
говорим об абсолютной бесконечности (4е шНпНо зйпрИсНег её цидеадцадие), 
но поскольку речь идет не об абсолютной, а об относительных бесконеч- 
ностях (поп ипдедиадие зе4 зесип4ит 4114), то такие бесконечности могут 
быть сравниваемы с точки зрения тех их свойств, которые они имеют, как конеч- 
ные числа, так как с точки зрения этих свойств их можно вычитать и складывать, 
что невозможно для абсолютной бесконечности. Так вот указанные все линии 
и все плоскости относятся к типу относительных бесконечностей; хотя они 
бесконечны по числу, но по величине [не бесконечны]: ведь каждая плос- 
кость и каждая линия конечны, а совокупности всех их окружены границами 
со всех сторон, ввиду чего наш разум ясно понимает, что их можно скла- 
дывать и вычитать, каково бы ни было число тех неделимых, которые мы 
признаем допускающими сложение и вычитание. Это доказано в первой 
теореме; все сводится к той самоочевидной аксиоме, что делое больше 
своей части. В самом деле, эти совокупности бесконечных по числу линий 
или плоскостей находятся не на бесконечном, а на конечном участке про- 
странства, так как этот участок ограничен со всех сторон пределами (эта 
особенность не присуща, повидимому, никакому другому типу бесконечных 
величин); поэтому разум, не колеблясь, различает здесь целое и часть, каково 
бы ни было положение в случае тех бесконечностей, которые не окружены 
со всех сторон границами и в которых мы поэтому не можем с такой 
ясностью проводить различие между частью и целым. Так, если мы будем 
рассматривать два равных квадрата, то не ясно ли будет, что все линии 
первого квадрата повторяются во втором квадрате и что поэтому, если 
взять все линии обоих квадратов вместе, то они будут в Два раза болыне 
всех линий одного только квадрата, хотя число членов в каждой совокуп- 
ности нам неизвестно?.. Я утверждаю, что если сравниваются между собой 
непрерывные континуумы, то с равиым же правом можно сравнивать между 
собой и совокупности всех линий, и этому не противоречит тот факт, что 
актуально (ас!) континуум не может быть разделен на его бесконечные 
части. Допустим, например, что указанные квадраты, которые мы сравнивали 
выше, рассечены (хотя это и невозможно сделать актуально) на бесконечное 
число частей; само собой разумеется, что совокупности этих бесконечных 


1 Например, Брадвардин (см. примечание 4 на стр. 21): „Бесконечное абсолют- 
ное (шИпйит 5ипрИсЙег) есть количество без конца; бесконечное относительное 
(пЯпНот зесипаит аш а) есть: и конечное количество, и конечное количество, большее, 
нем это, и конечное количество, большее, чем это большее, н так далее без того, 
чтобы был последний конец“. Терминологическое совпадение не оставляет сомнения 
в прямом заимствовании Кавальери из схоластической математики. 
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частей, на которые разложены были квадраты, ничем не отличаются по 
величине от самих квадратов, ибо целое равно совокуиности всех своих 
частей. Итак: поскольку самые квадраты можно сравнивать между собой, 
можно сравнивать и совокупности этих бесконечных частей. Следовательно, 
хотя число неделимых и бесконечно, но их совокупности могут быть срав- 
ниваемы таким же образом, чему не мешает то, что число их бесконечно. .. 
Нет необходимости в том, чтобы все эти линии были актуально пГро- 
велены в непрерывном, для того чтобы можно было сравнивать их совокуп- 
ности, но достаточно, чтобы разум на основании некоторого конет- 
ного числа проведенных линий умозаключал к совокупностям и обнаруживал 
нх отношение между собой, подобно тому как находится отношение ирра- 
циональных корней (теНаБШит гасит) 1, а затем можно оперировать этими 
совокупностями вместо самих континуумов или фигур“. 

Здесь надо 0с0бо отметить утверждение, на котором настаивает 
Кавальери, что математика вправе оперировать с понятиями абсолютно непреод- 
ставимыми, но, тем не менее, постижимыми логически. Эгу параллель межлу 
непостижимыми неделимыми и иррациональными величинами мы встречаем 
уже в предисловии к „Геометрии“ (ниже, стр- 89); на стр. 202 „Опыта Ш“ 
он говорит об этом подробнее: „То же имеет место и у алгебраистов: они 
не знают, чему равно (ацае 5) то, что они называют корнем степени, 
корнем уравнения или коссой ®, или чему равны иррациональные корни, 
но, тем не менее, они их умножают, делят ит. д. и таким образом приходят 
по этим темным лабиринтам 3 к нахождению искомого“. Разумеется, мы при 
этом имеем основным исходным пунктом аналогию с вещами представимыми; 
в этом отношении весьма поучителен тот факт, что, для того чтобы осмыс- 
лить себе четвертую, пятую и т. д. степень, Кавальери („Опыт [\“, следствие |, 
опр. 247) представляет себе параллелепипед, основанием которого служит 
квадрат или куб, а высотой — прямая или квадрат, нечто, сконструированное 
холько по аналогии и абсолютно непредставимое, вследствие чего Кавальери | 
и называет (рассуждая геометрически) четвертую и высшую степени мнимыми 
степенями (рое$ае$ ппаошайае), выражение, получившее впоследствии 
другой, но аналогичный смысл. 

Несмотря на то, что введение промежутков между неделимыми. как 
бы страховало Кавальери от делавшихся ему возражений того и другого 
типа, сам он не был доволен своей теорией. 

В 1627 г. (см. выше) он в ответном письме к Галилею заявлял только, 
что не желает „изменять своего основного положения о всех линиях и всех 
плоскостях, так как это положение основано на вполне  очевидиом 
и здравом рассуждении“. Такой же характер носит и письмо от 27 марта. 
1629 г., № 1941. Его покровитель Чезаре Марсильи, которому он послал свою, 


1 То-есть, например, у20:У5 —2, хотя мы не можем точио извлечь ни 


У 20, НИ У 5. 


> Косса — неизвестное в уравнении, х. 
3 Любонытно, что эту же метафору, говоря © парадоксах бесконечно малого, 


применил, повидимому, не зная Кавальери, н математик нашего времени Г. Юнге 
(см. „Архив историн науки н техники“, вып. 2, стр. 302). 


„Геометрию“ в шести книгах (седьмой, следовательно, еще не существовало), 
написал ему, что книга слишком темна и трудна. Как видно из ответа Кава- 
льери, он и не думает сдавать своих позиций, а собирается только выпустить 
популярную и общедоступную переработку в форме диалога. Но потом эта уве- 
ренность в себе исчезает, и в письме от 2 октября 1634 г., № 2992, посланном 
в ответ на отзыв Галилея, Кавальери уже пишет: „Величайшее утешение, которое 


я только мог иметь, было ТО, ЧТО ВЫ просмотрели и изучили с тщательностью` 


мою „Геометрию“, ибо я выше всего ценю ваше мнение... С удовольствием 
я убедился в том, что вы просмотрели ее и что мой метод не кажется вам 
вовсе невероятным, хотя вы и говорите, что он сопряжен для вас с многими 
трудностями. Этому я не удивляюсь, так как я перехожу к бесконечному, 
которое, как вы знаете, несет с собой столько сомнений. Но воистину я знал, 
что этот мой новый метод может вызвать неприятное чувство у многих; по- 
этому, не повольствуясь тем, что мои выводы совпадают с выводами других, 
я счел желательным присоединить седьмую книгу, свободную, как вы увидите, 
от такого рода бесконечности, а этот первый метод я сохранил лишь для 
того, чтобы узнать мнение ученых о нем. Олнако мне все же кажется, что 
на возражения, которые могут быть сделаны против него, может быть дан 
надлежащий ответ; как, например, на ваше возражение (следует приведенный 
выше, стр. 47 и сл., ответ на это возражение)... М знаю, что можно еще 
сказать многое: поэтому я решил в седьмой книге доказать те же положения 
иначе, как вы увидите“. 

Кто хоть сколько-нибудь познакомился с Кавальери, всю жизнь шедшим 
своим путем и отбивавшимся от нападений друзей и врагов, не поверит его 
дипломатическому сообщению, будто он только для того решился обойтись 
без неделимых, чтобы „не вызвать неприятного чувства у многих“. Мы видим 
также, что ни возражения Галилея, ни впоследствии возражения Гульдина не 
казались ему серьезными, но как в его ответах Галилею, так и в „Опыте Ш“, 
являюшемся ответом Гульдину, звучит все время одна еле слышная нота; „да, в 
моих рассуждениях есть ошибка, но не та, которую вы думаете, что нашли...“ 

В чем же заключалась эта ошибка? Ошибка эта двоякая: и по линии 
практической математики, и по линии философии бесконечного (или, переводя 
на нынешний язык, предельного перехода). и 

Вспомнйм, для чего Кавальери заменил элементы Кеплера, имеющие 
чрезвычайно малую толщину, неделимыми, имеющими нулевую ширину: благо- 
каря этому он из приблизительной получил точную конгруэнцию контуров и таким 
образом заменил приближенные выводы абсолютно точными. Но эта концепция не- 
избежно должна была натолкнуться на ряд противоречий, — прежде всего нато, что 
из нулей нельзя составить конечную величину. Кавальери пришлось внести 
поправку: непрерывное и неделимые — не одно и то же, между каждыми 
двумя неделимыми есть прослойка непрерывного. Как же должен был 
ответить Кавальери на дальнейший вопрос: имеют ли эти прослойки ко- 
нечную или нулевую толщину? В силу принципа ех п®Ио шИй 1 единст- 
венным возможным ответом было то, что эти прослойки имеют конечную 
толщину. В таком случае элементом фактически служило не неделимое, а не- 
делимое плюс соответствующая прослойка непрерывного, имеющая конечную 
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толщину, г. е. он обходным' путем возвращался на точку зрения Кеплерл, 
и против его теорни можно было выставить те же возражения, что и против 
теории Кеплера. 

В самом деле, ‘основной аргумент Кавальери состоит в том, что, если 
при наложении одного’ тела на другое совпадают все неделимые, то обяза- 
тельно совпадают и тела. Это очевидно, если неделимое и непрерывные — 
одно и то же. Но если между двумя неделимыми есть прослойка непрерывного, 
то эта прослойка должна иметь контур не только сверху и снизу, но также 
справа и слева, а в этих частях контуры вовсе не должны будут совпасть. 
как это видно на данном злесь чертеже, где заштрихованная фигура наложена 
на незаштрихованную так, что все неделимые (обозначенные горизонтальнымй 
прямыми) совнада:ст друг с другом. 

Это возражение с полным правом было сделано Гульдином („Сешго- 
Багуса“ ПУ, 5, 1, стр. 346 и 347): „Нам известно только о совпадении парал- 
лельных плоскостей, но что касается остальной по- 
верхности и остальных границ, то разум не находит 
здесь ничего, на чем бы он мог успокоиться... Ведь 
он ничего не доказывает о поверхностях, но только 
О линиях, а что касается поверхности, лежащей между 
двумя [попарно] равными прямыми, то мы не знаем, 
каковы две остальные границы, замыкающие вместе 
с двумя параллельными прямыми эту поверхность. ..“ 

Из ответов Кавальери ясно, что он, хотя чувствовал 
инстинктом неубедительность своего построения, но, тем 

| не менее, не сознавал отчетливо, в чем она заключается. Он ссылается на 
Й безупречность своего доказательства теорем И и Ш книги П. Эти теоремы 
| | не имеют отношения к вопросу, так как здесь доказывается не равенство 
тел, а равенство непрерывных. Далее Кавальери ссылается на то, что боковые 


| контуры образованы движением равных линий, а потому не могут нэ сов- 
пасть между собой, и, наконец, указывает на свое определение соответственно 
равных фигур. Ссылка на то, что фигура образована движением линии, неубе- 
дительна потому, „что если принимать непрерывность движения, то либо (как 
утверждали пифагорейцы) от движения не получится вовсе линий, а только 
плоскость (как справедливо замечает Гульдин), либо „следы“ будут следовать 
непрерывно друг за другом, и никаких прослоек непрерывного в промежутках 
| между неделимыми не будет. Если же вместе с Демокритом и церковными 
авторитетами рассматривать движение, как дискретное, толчкообразное, от 
момента к моменту, то в промежутке между двумя следами вообще 
линия не движется и никакого влияния на контуры не оказывает. Ссылка 
на определение соответственно равных фигур неубедительна, так как это 
| определение построено на неделимых и ипрИсИе предполагает дискретность 
движения. : 
Непонятливость Кавальери имеет причиной то, что в глубине души он 
| все время представляет себе неделимые непосредственно налегающими друг 
: на друга и все время забывает о сделанной им внешней, но очень суще- 
| 


ственной уступке относительно прослоек неделимого, 


В теоремах Пи 1 (см. ниже, стр. 208—210) речь идет о последователь- 
ном накладывании друг на друга сперва двух тел, затем участков, оставшихся 
не покрытыми обоими телами сразу, и т. д. Ввиду последовательного уменьшения 
остатков, раньше или позже начнут получаться остатки с высотой, меньшей, чем 
расстояние между двумя соседними неделимыми; в этом случае равенство между 
собой остатков от обоих тел не будег нисколько противоречить неравенству 
суммы самих неделимых: так, например, пусть в фигуре А — 7 неделимых, 
изображенных горизонтальными прямыми, а в фигуре В — 6 неделимых, со- 
ответственно равных 6 неделимым Фигуры А (и, следовательно, в А больше 
на одну прослойку непрерывного); зато в В мелкие обрезки (© высотой, 
менышей расстояния между неделимыми) настолько больше, что этот излишек 
(напр. в прослойке над верхней неделимой в В) будет по величине равен 
недостающей нижней прослойке неделимого А. 

Вторая ошибка Кавальери состоит в его утверждении, что 
всякий процесс, оперирующий с уменьшаю- 
щимися величинами, должен когда-либо 
закончиться, т. е. что предел переменной, 
убывающей по какому бы то ни было закону, 
есть нуль. На этом основаны теоремы П и Ш, 
где одно тело накладывается на другое беско- 
нечное число раз, пока все части не совпадут. 

Незаконность этого приема чувствует и сам Кавальери („Опыт Ш“, 
стр. 212): „Я хоропю знаю, что против этого доказательства можно возра- 
зить, что указанное наложение, которое производится по частям, последова- 
тельно раз за разом, в некоторых случаях может не окончиться никогда. Но 
этой трудности не заметил и не вменил мне в вину Гульдин, хотя она гораздо 
существеннее, чем та, которую он привел“. 

Более того, если в печатных трудах Кавальери, не желая дать в руки 
своим озлобленным противникам. лишнего козыря, замазывает основной нело- 
статок своего приема, то в частном письме к Торичелли от 10 марта 1643 г.! 
ой с тениальной прозорливостью указывает на этот недостаток и говорит как 
раз то, что по этому поводу сказали бы нынешние математики: „Если бы 
можно было доказать, что каждый получающийся при наложении остаток 
меньше половины предыдущего, то можно было бы быть уверенным, что 
раньше или позже получится остаток, меньший, чем любая заданная вели- 
чина? Но доказать это невозможно; вот почему мой метод может вызвать 
<омнение“. 

Я не хочу утверждать, будто Кавальери вполне осознал ошибочность 
своего пути. Нет, я убежден, что он скорее инстинктивно чувствовал, чем пони- 
мал, ошибочность своих обоснований и именно это вынудило его уже в 1634 г. 
добавить к своему сочинению седьмую книгу, где он приходил к тем же 
выводам уже без помощи неделимых. 

Уже в предисловии к „Геометрии“ мы читаем: „В седьмой книге мы 


о 


1 ТогисеЦЕ, [е ореге, Ш, стр. 114. 
2? Оп гез но пишоге 4 анашиаие ргорозЙа диап Иа. , 
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приводим в гавань наше судно, переплывшее ужз океан бесконечности неде- 
лимых, придумав для этого новый способ, чтобы всякая неуверенность, свя- 
занная с опасностями странствования вдоль скал бесконечности, была, наконеи, 
совершенно устранена“. 

В предисловии к книге УП Кавальери замечает еще: „Мне хорошо 
известно, что у философов было больше всего споров о том, из чего состоит 
непрерывное и что есть бесконечность; многие будут утверждать, что эти 
споры решались не в пользу тех принципов, которые я защищаю, Они будут 
колебаться принять мою точку зрения потому, что самое понятие всех линий 
ичи всех плоскостей покажется им непостижимым, как бы темнее тьмы кимме- 
рийской; или потому, что мое учение — наклонная плоскость, ведущая к соста- 
влению непрерывного из неделимых, или, наконец, потому, что я осмелился 
принять за прочнейшее основание геометрии то, что одна бесконечность 
может быть больше другой, тогда как считается, что противоположный взгляд 


„настолько незыблем (и это подтверждается тысячьо избитых школьных дока- 


зательств), что против него не могло бы устоять даже ахиллово оружие... 


(Отметим, что этот безымянный выпад имеет в виду прежде всего учителя 
Кавальери Галилея! — С. Л.) Однако, какой бы оценки ни заслуживало то 
решение этих проблем, которое я пытался дать выше, я решил в настоящей 
книге вовсе устранить указанные трудности, заложив новые основания, бла- 
годаря которым все то, что уже доказано в предыдущих книгах по методу 
неделимых, доказывается здесь другим способом, свободным от понятия бес- 
конечности. Мы поступили так прежде всего для того, чтобы и те, которым 
наш метод неделимых кажется незаслуживающим одобрения, ясно видели, что 
мы не напрасно назвали эту нашу теорию геометрией непрерывного...". 

На втором методе мы не будем здесь останавливаться подробно. Отметим 
только, что и этот второй метод не удовлетворил ‚противников теории Ка- 
вальери — ни Галилея, ни Гульдина. Так, Галилей все же не нашел возможным 
согласно просьбе Кавальери упомянуть о его „Геометрии“ в своих „01$сог$1“ 
(см. выше стр. 38), а Гульдин не без основания выставляет против первого 
доказательства книги УИ те же возражения, что и против первых шести книг. 
В противоположность тому, что Кавальери писал Галилею в 1634 г., ему при- 
шлось дополнить книгу УИ еще параллельным доказательством по методу 
Архимеда, т. е. сдать свою последнюю позицию. ; 

Но означало ли это отказ от теории неделимых? Ни в каком случае! 
Кавальери не только сохраняет первые шесть книг „Геометрии“ наряду 
с сельмой, но и продолжает считать именно эти книги, т. ©. именно метод 
неделимых, своей ‘важнейшей научной заслугой, хотя он и не мог безукориз- 
ненным образом его обосновать. 

В самых различных местах своего труда Кавальери не устает подчер- 
кивать, что его метод приводит к целому ряду новых открытий и что полу- 
чающиеся выводы верны; эти факты, думает он, доказывают верность его 
метода, хотя бы его и не удалось обосновать безукоризненным образом. 

„Я думаю, — говорит он в предисловии к „Геометрии“, — что не най- 
дется никого, кто бы счел этот новый метод достойным презрения; наоборот, 
всякий увидит в нем хак бы золотой ключ, при помощи которого можно, 


раскрыв некие запертые врата. высочайшей твердыни геометрии, обогатить 
себя высшими сокровищами прекраснёйших умозрений...“. 

Схолия к книге П теоремы [: „Не бесполезным кажется мне обратить 
° внимание на то, что, приняв эти положения за истинные, я доказываю целый 
ряд предложений, уже доказанных Евклидом, Архимедом и другими, при- 
чем мои выводы точно совпадают с их выводами; это, быть может, признак. 
того, что мои предпосылки верны... 

Предисловие к книге УП: „Может быть, тем не менее, философы будут 
негодовать, а геометры, привыкшие пить чистейшие струи из прозрачнейших 
источников, протестовать, возражая таким образом: такой способ выражения 
весьма темен, и это понятие всех линий или всех плоскостей труднее, чем 
это допускается. Поэтому или развяжи этот гордиев узел твоей „Геометрии“, 
или же разруби его, если развязать не можешь? О, геометры! Признаюсь, 
я бы охотно разрубил его, т.е. даже бы и совсем удалил (метод неделимых) 
и из первых книг, если бы мне не казалось низким преступлением скрыть 
эти таинства геометрии от мудрейших мужей. Неть, пусть лучше эти основы, 
с выводами из которых столь удивительным образом совпадает столь 
великое множество верных выводов, сделанных другими, будут когда-либо 
более совершенным путем приведены в порядок трудами кого-либо другого, 
который в свое время найдет желанный способ развязать этот узел...“. 

„Опыт Ш“ стр. 302: „Мы проработали нашу теорию лишь постольку, 
поскольку это было в наших силах, но думаем, что для других этот метод 
открывает необозримое поле научных наблюдений“. 

В „Опыте Ш“ в ответе Гульдину Кавальери с величайшим удовлетворе- 
нием отмечает признание Гульдина (стр. 391 Гульдиновой „СешкоБагуса“) о пло- 
дотворности метода неделимых. Гульдин замечал: „Я считаю, что для нахождения 
решений геометрических теорем и задач этот метод (неделимых) чрезвы- 
чайно ценен, но я никак не могу рекомендовать его и как метод доказательства, 
поскольку для этой цели хороши другие, издавна одобренные геометрами 
средства“. Кавальери думает, что отсюда можно умозаключить о правильности 
его метода, так как неправильный метод неизбежно приводил бы к пара- 
доксам и софизмам, Точно так же на стр. 201, 202 и 208 этого „Опыта Ш“, 
равно как и ранее, в ряде писем к Галилею и Торичелли, Кавальери не 
устает ссылаться на то, что если бы его метод был ошибочным, то он хоть 
однажды привел бы его к неправильному выводу; между тем вывод во всех 
случаях получается совершенно правильный. Впрочем, в конце „Опыта И“ 
он замечает: „Ни разу мы не пришли к выводу, который хотя бы на ширину 
ногтя отличался от выводов других... Но, правда, недостаточно доказывать 
теоремы ссылкой на очевидность...“. И, наконец, он заканчивает „Опыт Ш“ так: 

„Если тебя не удовлетворяет первый способ, то ты имеешь второй, 
свободный от понятия бесчисленных неделимых, взятых в совокупности. Если 
тебя и это не удовлетворяет, вспомни то, что я привел в подтверждение 
пользования неделимыми, уже на основе метода Архимеда. Полагаю, что это 
освободит тебя от всяких колебаний. То, что этот метод имеет огромное 
значение для нахождения решений, признал даже сам Гульдин. Взвесь же сам, 
можно ли применять этот метод в этой форме, в какой я применил его выше, 
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или же хотя бы в архимедовой форме, в которой я доказал его правильность, 
илы же, наконец, пользуйся моей книгой вообще, как тебе заблагорассудится. 
В самом деле, все эти придирки и споры, скорее философские, чем геоме- 
трические, для меня всегда крайне мучительны, и я не сшипаю правильным 
тратить то время, которое мне еще осталось для работы, на эти пу- 
стяки. Моими судьями будут столь многие выдающиеся геометры, сколько 
их процветает, как мы знаем, в наше время...“. 

Итак, обвинять Кавальери вслед за Вилейтнером в неумении логи- 
чески мыслить, в склонности к фантастическим априорным построениям никак 
нельзя. Между ним и наиболее яростными из его противников, в сущности, 
не было больших разногласий: ведь и его противники, например Гульдин, 
не могли не признать, что его метод есть блестящее орудие для отыскания 
новых геометрических истин и приводит к верным выводам. С другой сто- 
роны, Кавальери, правда, пытался строго обосновать свой метод, но чувствовал, 
что это ему не удалось. Однако главное его иреимущество над противниками 
состояло в следующем: они советовали ему отказаться от метода неделимых; 
он и слушать не хотел об этом, будучи уверен, что когда-нибудь найдется 
гений, который развяжет „гордиев узел“ и докажет строго научно верность 
найденного им интуитивно метода. И в этом он оказался прав. 

Другим преимуществом его было то, что, прекрасно владея архиме- 
довым методом исчерпания и умея доказать всё свом теоремы этим способом, 
он умышленно отказался от этого верно разящего, но неуклюжего и врел- 
ного в новых условиях оружия. Он применяет этот способ в книге УП, чтобы 
показать, что при желании все его теоремы могут быть выведены и „стро- 
гим“ путем, но в первых шести книгах он всегда применяет только менее 
строгий способ неделимых, и нетрудно доказать, что это не случайность. Уже 
задолго до выхода в свет „Геометрии“ Кавальери удалось, как сам он с гор- 
достыо сообщает Галилею (письмо от 30 апреля 1627 г., № 1813), доказать, что 
объем конуса равен трети объема цилиндра с равновелихим основанием и равной 
высотой, и притом доказать непосредственно убедительным способом (рег 1а 
ЧетозНажопе о${епуа), без помощи архимедовой процедуры. Правда, соответ- 
ствующую теорему в „Геометрии неделимых“ (кн. П, предл. ХХИ) об отно- 
шении всех квадратов треугольника (полупараллелограма) ко всем квадратам 
параллелограма он доказывает по методу Архимеда, но это единственное 
исключение в первых шести книгах, и Кавальери ощущает его, как большой 
недостаток своей книги. 

В 1647 г., в своих „Опытах“ („Опыт 1“, стр. 52, & ХХУП) 
он находит, наконец, способ устранить этот недостаток, причем замечает: . 
„Так как во всей той части моей „Геометрии неделимых“, которая построена 
по первому методу, только одно это предложение доказано путем приведения 
к невозможному. то я счел желательным, дабы читателю было ясно, чго ука- 
занный первый метод дает возможность доказать это положение и прямым 
путем, присоединить к указанным выше предложениям еще следующие, при 
помощи которых могут быть прямым путем доказаны как указанное выше 
предложение ХХП, так и основанное на нем предложение ХХ У, равно как 
все и на них основанные“. 
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Еще показательнее, может быть, его замечание в „Опыте Ш. (против 
Гульдина) стр. 285. Показав Гульдину, как убедительно можно было бы дока- 
аль его основные положения методом неделимых, Кавальери прибавляет: 
‚Я знаю, что все сказанное выше можно переделать на архимедов лад, Этим 
указанием, исходящим от самих неделимых, Гульдин мог бы в свое время 
в достаточной мере воспользоваться и переделать доказательства способом 
нелелимых в доказательство по методу Архимеда — таково всякое доказатель- 
ство по методу неделимых. Однако ему, пожалуй, не следовало бы отвергать 
этот метод ввиду благородного изящества непосредственно убедительного, 
доказательства, которое он может найти только у неделимых“. 

Сопоставленных нами фактических сведений достаточно для того, чтобы 
составить себе общее представление о Кавальери. Как мы видели, он ставит 
себе две залачи, и обе они по существу реакционные: во-первых, в противовес 
Кеплеру построить математику, искодя из одобренных церковными авторите- 
тами „новопифагорейских“ положений, во-вторых, В противовес новому алге- 
браическому, прикладному, или, выражаясь по-античному, „логистическому“, 
направлению, продолжать строить то великолепное здание, чуждое каких бы 
то пи было практических уклонов, которое соорудил, Но оставил неза- 
конченным Евклид и постройку которого пытались продолжать Архимед и 


Аполлоний. 

Олдобренная церковными авторитетами точка зрения потому не годи- 
лась для новой математики, что она категорически запрещала интегрировать 
неделимые, т. е. составлять непрерывное из неделимых, а это было единствен- 
пое средство вывести математику из застоя. Мы видели, как Кавальери обошел. 
эту трудность. 

Структура античной геометрии чрезвычайно импонировала Кавальери.. 
стремившемуся к абсолютной точности: здесь выводы никогда не обосновы-. 
вались теми или иными по существу метафизическими предпосылками, а целью. 
былс доказать, что независимо от тех или иных предпосылок © струк- 
туре и делимости пространства, о материальности частиц и т. д. вывод 
не может быть иным, чем тот, который дан. Но Кавальери не удовлетворяли 
лва обстоятельства: во-первых, применявшиеся при этом доказательства от 
противного, приведением к абсурлу, не обладают непосредственной убеди- 
тельностью (поп оз{еп$!\1, выше стр. 62), а во-вторых, читателю непонятно, откуда 
берутся те готовые положения, которые античные математики доказывают 
от противного. Впрочем, на этот счет во времена Кавальери уже сформиро- 
валось представление, что руководители античных математических школ при- 
меняли в качестве евристического средства метод неделимых, но, опасаясь 
встретить неудовольствие со стороны широких кругов ученых, рассматривали 
его как таинство, которое не может быть сделано доступным начинающим. 
Так, Торичелли в сочинении „Об измерении параболы“, на которое ссы- 
пается и Кавальери и которое возникло, несомненно, в результате бесед 
с Кавальери, пишет 1; „Того, что эта „Геометрия неделимых“ с начала 
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ло конца новое приобретение, я не осмелился бы утверждать. Я.скорее пола- 
гал бы, что древние геометры пользовались уже этим методом для нахо- 
ждения решений наиболее трудных теорем, хотя для доказательств им больше 
нравился другой путь. //ри этом они либохотели скрыть тайны своего искус- 
ства (а@ осси{апдит агН$ агсапит), либо опасались дать лишний повод для 
возражений завистливым хулителям“. „Жаль мне древней геометрии, 
которая либо не знала, либо не признавала учения о неделимых (пизегеё ше 
уе@ей$ реоте{ае диае шаМУБЙйит 4осёИпат уе поп поуейь ме поп 
а4пи$е)“ 1. Ср. слова Лейбница ?: „Галилей и Кавальери впервые начали разо- 
блачать тайные призмы Конона и Архимела“. 

Предположение, что уже древние для нахождения своих решений поль- 
зовались методом неделимых, оказалось по существу совершенно верным, в чем 
мы могли убедиться из предисловия к архимедову „Эфоду“, найденному 
в 1907 г.; ученые ХУП в., конечно, не знали предисловия к „Эфоду“, а при- 
шли к этому выводу из непосредственного изучения других сочинений Архи- 
мела, например „Квадратуры параболы“, где метод бесконечно малых дан 
в замаскированном виде. Теперь мы поймем, что, когда Гульдин (цит. соч. 
стр. 331) говорит о том, что метод Кеплера и Кавальери является прекрас- 
ным орудием для нахождения решений, но не годится для нахождения дока- 
зательств, то здесь нет никакой смелости мысли или признания заслуг про- 
тивника, а только реакционное утверждение авторитета Архимеда, ибо тогда 
думали, что Архимед поступал именно так; наоборот, когда Кавальери в пре- 
дисловии к книге УИ „Геометрии“ заявляет, что он не считает себя вправе 
скрыть учение о неделимых, это таинство геометрии (сеотешае уеши 
ту$еПа), от мудрейших мужей, то он здесь нолемизирует с Архимедом, кото- 
рый, по мнению современников Кавальери, поступал как раз наоборот. За- 
дача развития древней математики поэтому по мнению ученых этой группы 
должна была состоять в том, чтобы учение о неделимых было выдвинуто 
на первое место: в древности оно в силу своего положения тайной и недозво- 
ленной к распространению науки должно было прозябать, вследствие чего 
„несчастная древняя геометрия нашла столь мало истин касательно опреде- 
ления величины тел, так что это злополучное убожество досталось в насле- 
дие нашему веку“ (Торичелли). 

Итак, Кавальери субзективно и в этом случае реакционен: знать не же- 
лая нового алгебраического направления, он хочет только вернуться к стройной 
геометрической системе древних и продолжать их дело. Его сочинение так 
относится к Евклиду и -Архимеду, как „Энеида“ Вергилия к „Илиаде“ Гомера. 

Действительно, книга Кавальери — это настоящий математический эпос. 
Громоздкость доказательств, длинноты, повторения нисколько не пугают 
Кавальери: он, как поэт, упивается ими. В этой грандиозной поэме мы имеем 
полностью сохраненным весь великолепный аппарат классической математики: 
в начале каждой книги — определения и постулаты, затем леммы, теоремы 
и проблемы, каждая из которых разделена на гипотезу (условие), повторение 


Е РЕ. Тог-ысе’, [е ореге, стр. 94. 
° Ас4а ЕгааНопит, Гаряае, 1686, стр. 298. 


гипотезы применительно к фигуре, сложное доказательство с рядом ухищре- 


ний, построенных на преобразовании -пропорций и геометрической алгебре, 
и, наконец, вывод. Теоремы сплошь и рядом предваряются рядом вспомога- 
тельных теорем (лемм), а сами распадаются на ряд частей (есть теоремы, 
распадающиеся на 8 частей и занимающие 10 страниц компактного латинского 
текста, напр., предл. ХУИ книги НП стр. 227—987). 

За теоремами следуют обширные, разделенные на ряд частей корол- 
ларии (порозола, следствия). При этом Кавальери, вслед за своими средневе- 
ковыми предшественниками, схолни, т. е. то, что в тексте античных авторов 
представляет собой примечания издателей и позднейших комментаторов на пс- 
лях, пишет сам и вносит в свой текст как органическую составную часть, 
использовав эти части своего труда для лирических отступлений. Здесь 
он выражает свои чувства, подчеркйвая. значение отдельных выводов для 
пелого, а также целостность, значимость и важность всей его конструкции, 
давая советы читателю, отвечая на возможные возражения и т. д. Некоторые 
из этих схолий написаны с болышим поэтическим подъемом (Кавальери, как 
мы видели выше, знаток античной поэзии и риторики) и содержат истинно 
поэтические метафоры. 

В том же выдержанном эпическом тоне классической математики 
Кавальери подходит и к проблеме составления непрерывного из неделимых. 
В математическом труде не может быть места каким бы то ни было пред- 
взятым предпосылкам о непрерывности или дискретности совокупности неде- 
лимых (самое существование неделимых, признанное церковью уже со времен 
Августина, он, однако, нигде не берет под сомнение!). Следуя античным образ- 
цам, он, как мы видели, прибегает к доказательству путем разделения: „Либо,—го- 
ворит он,— непрерывное состоит из неделимых, либо непрерывное и неделимые 
не одно и то же“. 

Античная научная математика никогда не занималась вычислением 
значений величин, а стремилась лишь доказать пропорциональность их; так и 
Кавальери нестремился доказать, что совокупность неделимых тождественна с те- 
лом (как делал, например, Кеплер и как в глубине души, несомненно, рассуждал 
он сам): его цель лишь показать, что совокупности неделимых пропорциональны 
величинам тел, и он доказывает эту пропорциональность для обеих указан- 
ных выше возможностей независимо от философского вопроса о том, чтб 
представляют собой эти неделимые, и находящееся между ними непрерывное. 
При этом он, правда, позволяет себе в отличие от древних оперировать 
с суммами бесконечного числа слагаемых; чтобы ни в чем не отступить от 
древних (которые по мнению его современников тоже оперировали с беско- 
нечностью, но лишь втайне от читателя), он добавляет: если читатель сомне- 
вается в допустимости такого приема, то можно предложить и другой спо- 
с0б, обходящийся без совокупности неделимых (теорема | книги УП). Более 
того: поскольку и здесь применяется бесконечная процедура, Кавальери раз- 
решает читателю не пользоваться и этим доказательством, а дает вслед за 
ним другое, уже по методу Архимеда (54у1о АгтсШте4ео). Наконец, Кавальери 
принципиально считает, что геометрия должна быть чисто умозрительной 
наукой; в письме к Торичелли (выше, стр. 16—17) он огорчен необходимостью 
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приложения математики к материи, а в посвящении к „Геометрии“ ссылается 
на Платона, порицавшего Евдокса, Архита и Менехма за введение в геоме- 
трию механических приемов. | | 

И, тем не менее, если мы всмотримся в труд Кавальери по существу, 
то увидим в нем совершенно новый, я сказал бы, революционный продукт. 
Достаточно прежде всего обратить внимание на то, что античные математики 
официальной школы проделывали процедуру интегрирования либо в уме, либо 
в черновиках, либо в частных посланиях к друзьям (каковым является по 
форме „Эфод“ Архимеда), в трудах же, преподносимых читателю, давали лишь 
доказательство готовых положений, путем гедисНо а@ абзигдит. Кавальерн, 
наоборот, из семи книг своей „Геометрии“ шесть уделяет доказательствам 
по методу неделимых и’только в седьмой дает доказательства без помощи 
неделимых, да и здесь налицо предельнёй переход. не связанный с доказа- 
тельством от противного, — нечто совершенно еретическое с точки зрения 
античной математики; вдобавок, как мы видели, одно единственное попавшее 
в книгу И „Геометрии“ доказательство по методу Архимеда казалось Кавальери 
существенным недостатком книги и он прилагал всяческие усилия, чтобы 
его устранить. Точно так же, будучи сторонником чистой умозрительно: 
геометрии, он в „Опыте \У“, тем не менее, находит нужным извиняться за 
то, что исследует вопрос, не имеющий никакого практического применения, 
и даже замечает по этому поводу: „Хотя ничего такого, как то, что мы 
предположили, не может встретиться в природе, любознательный читатель 
использует это для прямой пользы и для услаждения разума. Подобно тому 
как ораторы в своих декламациях разбирают фиктивные процессы или для 
обучения других, или для упражнения, дабы затем в настоящих процессах 
им было легче выступать с речами, так и я предложил, правда, до известной 
степени фиктивное задание, но никто не может усомниться в том, что это 
принесет велнчайшую пользу для упражнения ума и для лучшего уяснения 
способа неделимых“. 'Нет сомнения, что Платон и Евдокс не сочли бы достой- 
ным мотивировать необходимость заниматься математикой, выработкой на- 
выков, полезных для решения практических задач, но от Кавальери, 
как мы видели, этого требовал его заказчик и он не смел не пойти ему 
навстречу. 

Не менее характерна постоянно повторяющаяся ссылка [Кавальери на 
то, что его теория всегда приводит к правильным выводам, что нет ни 
одного случая, когда бы она привела к неверному выводу. Это — неполная 
индукция, доказательство, типичное для естественных наук, где всякая теория 
по существу рабочая гипотеза, верная до тех пор, пока не найдется факта, 
ее опровергающего. Такой аргументации мы напрасно стали бы искать 
у Евклида и Архимеда! 

В связь с этим можно поставить и взгляд Кавальери на зависимость 
между ученым и его предшественниками. С точки зрения, например, того же 
Платона математика не связана с бренным миром явлений; она есть откро- 
вение о взаимоотношениях между вещами в себе в идеальном мире; и мате- 
матик до известной степени пророк, приподнимающий завесу над тайной 
бытия. Кавальери стоит на совершенно противоположной точке зрения. Мате- 


матика есть результат коллективных наблюдений человечества, смешно пори- 
цать математика за заимствования у ‘своего предшественника, ибо геометрию 
нельзя выдумать из головы, а можно только лучше объяснить и системати- 
зировать наблюдения, уже слеланные предшественниками; факт наличия прел- 
шественнизов ничуть ме уменьшает славы математика. Так, Гульдин обвинил 
Кавальери в том, что он заимствовал свою теорию неделимых у Кеплера 
и Совера, — это фактически неверно, замечает Кавальери, но не было бы 
никакой беды или ущерба, если бы это даже было так. 

„Опыт Ш“, стр. 188—185: „Но пусть соображения Гульдина с доста- 
точной убедительностью показывают, что я почерпнул мой метод неделимых 
у Кеплера и Совера... Не следует считать, что изобретатель должен быть 
лишен своей славы только потому, что ему был известен грубый прототип 
его изобретения. Таков уже удел слабого разума человеческого, что, пока 
он не получает толчка от чего-либо извне, он вряд ли может изобрести что- 
либо выдающееся. Поэтому неудивительно (я опускаю бесчисленные примеры), 
что поэты, измыслив богов, придумали, будто слава‘за изобретения досталась 
даже им именно таким образом. Так, Г еркулес научился изготовлению пур- 
пурной краски, наблюдая за собакой, пожиравшей на берегу выброшенную 
из моря пурпурницу. Так и Меркурий изобрел лиру, увидя черепаху, жилы 
которой, высохшие за давностью времени, при прикосновении к ним паль- 
цами издавали приятный звук. Или Пан смастерил пастушескую свирель 
по образцу тростника, приводимого в движение ветром и издающего звук. 
Что бы ни вызвало к жизни то или иное полезное для человечества откры- 
тие какого-либо изобретателя, его уделом должна быть, я полагаю, достой- 
. ная хвала от людей“. 

Но важнее всего то, что показано уже выше: Кавальери хочет обо- 
сновать восходящее по нашему мнению к неопифагорейцам христиан- 
ское учение о неделимых принципами античной официальной математики 
Евклида и Архимеда. Однако фактически каждая его неделимая в соеди- 
невии с соответствующим промежутком непрерывного как бы распу- 
хает и превращается из неделимой в математический атом: из теории 
неделимых фактически против воли автора получается теория’ дбес- 
конечно малых, а схема античной официальной математики сохраняется 
только формально, фактически сморщиваясь до побочного привеска в виде 
книги УЦ „Геометрии“. Одним словом: субъективно реакционные устре- 
мления, объективно — отказ от старого пути и плодотворное развитие атоми- 
стического метода. 

Таково же положение вещей и в вопросе об алгебре. К началу ХУП в. 
алгебра и алгебраическая символика достигли высокого совершенства; Ка- 
вальери в своей „Геометрии“ ни разу не обнаруживает знакомства с этой 
„варварской“ наукой и работает громоздкими приемами античной геометри- 
ческой алгебры. 


Из „Опытов“, вышедших в свет четырнадцатью годами позже, 
мы Видим, что Кавальери достаточно хорошо. знаком с алгебраическими 
процедурами. Из этого факта Вилейтнер делает ошеломляющий читателя 
вывод, что Кавальери, один из лучших татематиков того времени, автор 
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знаменитого труда по логарифмам, научился алгебре лишь поздно и случайно. 
После того как мы на примере гуманиста Мавролико видели, что в „научных“ 
трудах „варварскую“ алгебру избегали сознательно и преднамеренно, мы не 
имеем нужды в таком нелепом допущении: Кавальери, конечно, прекрасно 
владел приемами алгебры, но сознательно не пользовался ими В своем боль- 
шом труде, считая, что его „Геометрия“ перестала бы в этом случае быть 
„строгой“. 

Мы видим это из его так называемых „Опытов“: по мере перехода 
ко все более трудным проблемам обходиться без помощи алгебры ста- 
новилось все труднее, и Кавальери вынужден чистосердечно признаться, что 
все найденные им выводы получаются гораздо проще „коссическим“, т. е. алге- 
браическим, путем. Тем не менее, он и здесь продолжает пользоваться мето- 
дами геометрической алгебры, причем самое построение его доказательств 
не оставляет сомнения в том, что выводы получены им первоначально чисто 
алгебраически и лишь затем переведены на язык геометрической алгебры. 
Особенно любопытным становится метод его работы, когда он переходит 
к четвертой и высшим степеням, не имеющим аналогий в геометрии: 
он, как мы говорили уже, принужден (следуя, быть может, неизвестным 
нам предшественникам) конструировать „мнимые степени“ (роезае$ ппа- 
ошанае), т. е. пространства высших измерений, соответствующие параллело- 
грамам и параллелепипедам, у которых гранями служат тела, а ребрами пло- 
скости! Все это нужно ему только затем, чтобы избежать чисто алгебраи- 
ческих доказательств. Тем не менее, сам же Кавальери включает в свой труд 
несколько неопубликованных теорем французского математика Бограна, где 
доказательство ведется чисто алгебраически (наряду с теоремами, которые 
тот же Богран, не желая выходить из тона „Геометрии неделимых“, доказы- 
вает по методу геометрической алгебры). Но вот что Кавальери пишет по 
этому поводу своему другу и ученику Торичелли: „Я надеюсь, что вы поняли, 
что этим путем, путем буквенной алгебры, можно определить любую степень, 
начнная от первой и кончая... (неразборчиво). Я, однако же, вычисляю эти 
степени длинным путем, следуя стилю Евклида“. И любопытно, что Тори- 
челли смотрит на алгебру как раз так же, как его учитель (письмо к Ка- 
вальери от 5 мая 1646 г.): „Я нашел [все степени] путем чистейшей гео- 
метрии, частью при помощи неделимых, частью без, но без помощи алгебры!.. 
Все эти перечисленные мною выводы мною сделаны без помощи алгебры!. .“ 
Одним словом, алгебраическое решение третируется как нестрогое и нечисто- 
плотное „ипзтепе ип@ ипзаиБег“, примерно как в нынешней математике 
третируюзся методы классического анализа! 

Очень доказательна в этом отношении героическая попытка Кавальери 
распространить евклидову геометрическую алгебру и на выражения третьей 
степени, которые в`его время преобразовывались только алгебраически. Эти 
громоздкие процедуры, несмотря ча всю их виртуозность, носят резко выра- 
женный реакционный характер (см. теоремы ХХХУ—ХЁЕШ книги П и коммен- 
тарий к ним, стр. 389—392). 

Итак, и в этом случае: субъективно Кавальери одержим реакционным 
устремлением показать, что можно достичь каких угодно результатов и что 


математика может неограниченно прогрессировать, работая исключительно 
античными методами, игнорируя „варварскую“ алгебру, но в своих „Опытах“, 
когда он доходит до более трудных проблем, он вынужден с прискорбием 
констатировать, что те же выводы получаются значительно проще „косси- 
ческим путем“; он прекрасно иллюстрировал это, включив в свой труд дока- 
зательства Бограна. 

Объективно Кавальери, впервые познакомивший Италию с логариф- 
мами, явился и в этом случае пропагандистом новых, алгебраических путей, 
и неудивительно, что после него геометрическая алгебра уже не применяется 
как простая замена алгебры, а получает новую, почетную, предуказан- 
ную ей Кавальери, функцию, уступая свое прежнее место алгебре „варвар- 
ской“; из геометрической алгебры выросла аналитическая геометрия, причем, 
наряду с Ферма, и Кавальери, как мы увидим, сыграл в этом деле 
немалую роль. 

Теперь мы можем перейти к оценке роли Кавальери в истории 
математики. Вопрос о плагиате мы можем отбросить как ненаучный. В этом 
отношении сам Кавальери стоял на гораздо более научной точке зрения, чем 
его критики — Кантор, Вилейтнер и др., когда он утверждал, что слабый чело- 
веческий ум вообще не в состоянии выдумать что-либо новое и что всякий 
ученый не может не отправляться от работ своих предшественников; что 
поэтому он не находит нужным спорить против обвинения, будто он заим- 
ствовал свою теорию у Кеплера и Совера, хотя это обвинение и неверно 
фактически 1. 

Самое правильное в вопросе о заимствовании исходить из слов самого 
Кавальери. Кеплера он упоминает в предисловии, подчеркивая свои разно- 
гласия С ним: не может быть никакого сомнения, что он отправлялся или, 
как теперь говорят, отталкивался от Кеплера. Если Кавальери не упоми- 
нает Григория Санкт-Винцента и Ферма, то для нас это несомненное дока- 
зательство того, что он не пользовался их трудами. Говорить, что Кавальери 
плагиировал у Торичелли, своего ближайшего последователя и друга, для 
всякого, кто читал переписку этих ученых по вопросу о плагиате, просто глупо. 
Заимствования у Бограна скрупулезно выделены и отмечены самим 
Кавальери. 

Наличие одинаковых установок и сходных формулировок у двух мысли- 
телей еще ничего не говорит о плагиате. В это время несколько основных 
идей, как, например, скептическое отношение к методу Архимеда? или мате- 
матический атомизм, носились в воздухе и были в том или ином виде обя- 
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1 Ср. письмо Торичелли Робервалю от 7 июля 1646 г. (Тогмсей1, Ге ореге, Ш, 
стр. 384): 

„Обратите же сами внимание на то, как легко в наш век, столь плодовитый 
авторами, может случиться, что открываешь вещи, уже открытые другими, и без вся- 
кого злого умысла провозглашаешь их всюду собственным открытием“. 

” См. пнсьмо Бограна, цитированное в „Оныте Г\/“ (ниже, стр. 327): „Я во- 
истину чрезвычайно ценю метод доказательства при помощи неделимых, так как 
он... дает прямое доказательство, а не приводящее к абсурду“. 
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зательны для каждой математической тёории !. Иоэтому при желанин не может 
составить труда найти ‘для Кавальери другого предшественника в этом вопросе 
вместо Кеплера: биограф Кавальери, итальянец Пиола (см. библиографию), 
нашел одного такого предшественника в лице коренного итальянца А. Ка- 
тальди, и поэтому он считает итальянскую науку освободившейся от унизи- 
тельной необходимости думать, что великий итальянец обязан в суше- 
ственном немцу: „ри!ю$о сне а! Керего, сопуепе Чате Ш шего а@ ип 
НаНапо“. („Скорее, чем Кеплеру, подобает приписать эту заслугу итальянцу“.) 
Он пишет это, несмотря на данное им обещание не поддаваться своему патрио- 
тическому чувству?. Точно так же и Г. Лориа считает невероятным, 
чтобы Кавальери мог заимствовать свои учения у какого-то швейцарца (Ча 
ипо $%122ето), но готов, скрепя сердце, признать, „что наш соотечественник 
испытал влияние великого немецкого астронома“ 3 (спе Й помо соппа21опае 
або зибиа Г1иИицепта 4е| отап4е азфопото 1е4езсо) +. 

В свете этих излияний итальянских ученых становится понятной и гру- 
бая несправедливость Вилейтнера к Кавальери; Вилейтнер: обвиняет его в после- 
довательных плагиатах, в неумении логически мыслить и последовательно 
излагать свои выводы. И здесь, очевидно, та же подкладка: Кеплер — немец, 
Кавальери — итальянец; не должно, не может быть речи о том, что 
итальянец превзошел немца. Недаром в немецкой исторической литературе 
в течение столетий обсуждался вопрос, был ли Коперник поляком или 
немцем, — вопрос, на который, повидимому, не мог бы ответить и сам 
Коперник 5. 

Итак, вынюхивание плагиатов — одно из эффективнейших средств для 
использования истории науки в целях воинствующего национализма. Уже по 
одному этому мы оставим этот вопрос совершенно в стороне. 

Но в чем же заслуга Кавальери по сравнению с Кеплером? Как мы 
вилели, он отказался от бесконечно малых Кеплера, заменив их неделимыми; 
теория нелелимых, однако, натолкнулась на противоречия: Кавальери поместил 
между каждыми двумя неделимыми по слою непрерывного (разумеется, не ну- 
левой толщины, ибо ех ШНИо п Н® и, таким образом, снова вернулся к 
а о о т Анны ар ьЕ о 

1 Точно так же теория Коперника была в это время „хорошим тоном“ даже 
в научно-духовных кругах; ни не только Кавальери, которого Галилей рекомендует 
Марсильи как знатока Коперника (выше, стр. 14), но каже иезуит Гульдин был (или 


прикидывался) сторонником этой точки зрения (письмо Пьерони Галилею от 1 марта 
1636 г., № 3266): „И Ра@ге бы Чит -СпезиИа... спе & рае зцо, сошрозю ип Иго 
де сешго ргауНай5“. : 

з Ра, стр. ХУЁ „о м: рготейо фепегиЁ Ш виат@а соп4го Гещфизчазпи 4 
атог ра!т10“ (курсив мой). 

3 С 1[оНа, Эюпа аеШе таёетаНсВе, т. П, стр. 249, 253 и сл. (Курсив мой.) 

3 Ср. И. Вгипассь, Метоце 4е! 1%. Мах. 21., С1аззе 4 Нз1со, [, 2, стр. 82, ирн- 
мечание: „1 +1оШо е 4] по$то ЦаНапо“. 

5 Веп4ег, Неипай ипа Уокзвит ег РатШе КоррегиК, Втез1ац 1920; Вилейтнер, 
Хрестоматия по истории математики, вып. 2, стр. 136; Ковер, МщеПипреп 2иг СезсисЩе 
асг Меарлп, Чег Маиг1зепзспай ип@ ег Теспищ, 32, 2, 1933, стр. 79. Нельзя не 
отметить по этому поводу беспристрастную позицию по вопросу об источниках 
Кзвальери немца Валльнера (см. сочинение, указанное в библиограф. списке, стр. 413). 
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точке зрения Кеплера, которая затем и остается господствующей... Выходит, 
что вся деятельность Кавальери была .бесплодным топтанием на одном месте! 

Это не так. 

Кеплер шел ощупью, бессознательно; Кавальери сразу же отметил недо- 
статок его аргументации: она может привести лишь к нахождению прибли- 
женных и наиболее вероятных значений, а цель научной математики не в этом: 
„Г еометры со столькими хлолотами ищут точнейшую квадратуру круга, ищут 
величину двух средних пропорциональных между двумя данными линиями, 
ищут трисекцию прямолинейного угла и т. п.; между тем, если бы речь шла 
о применении к практическим потребностям (дио@ зресаё а@ рНузкаш иНИ- 
1ае1), то было бы достаточно найти приближенные значения“ („Опыт \“, 
стр. 322). Он заменил мельчайшие тельца неделимыми нулевой толщины 
и сразу же отметил и зарегистрировал ряд возникших трудностей. Пришлось 
сделать эти неделимые несоприкасающимися, — возникли новые трудности, 
которые Кавальери не мог разрешить, но он вполне осознал, где надо искать 
источник этих трудностей, предсказал победу своего метода, показал, что 
в целях точности выводов нельзя допускать существования чрезвычайно 
малых частиц, и предсказал, что найдутся преемники, которые найдут выход 
из этого безвыходного положения. Таким образом, если непосредственные 
преемники Кавальери — Паскаль, Лейбниц — пошли по пути Кеплера, то Ка- 
вальери был значительно строже их всех; он чувствовал наличие противоречия 
и, как справедливо указывал Карно, предсказал в сущности реформу, ко- 
торую мы связываем с именами Ньютона, Лагранжа, Коши и Абеля. 

Конечно, этой гениальной проворливости не могли оценить его совре- 
менники. Но и они видели, что у Кеплера — ряд замечательных наблюдений, 
а у Кавальери — единая стройная научная система, прочно сколоченная и увя- 
занная; то обстоятельство, что некоторые из последних посылок остались без 
строгого доказательства, как мы видим из замечаний Кавальери („Опыт Ш“, 
стр. 241: „придирки и споры скорее философские, чем геометрические“), 
беспокоило в его время философов и метафизиков!, тогда как математиков 
это обстоятельство очень мало трогало. Вот что, например, пишет Тори- 
челли („Об измерении параболы“, стр. 56): 

„Несомненно, «Геометрия» Кавальери есть удивительное по своей эко- 
номности средство для нахождения теорем и дает возможность подкрепить 
огромнейшее число, казалось бы, неразрешимых теорем краткими, прямыми, 
наглядными доказательствами, чтб невозможно сделать по методу древних. 
Это — истинно царская дорога среди зарослей математического терновника; ее 
первым из всех открыл и выровнял для общественного пользования изобре- 
татель удивительной мудрости Кавальери“. 

Там же (стр. 94): „Что касается метода доказательства, то эту одну 
лишь основную теорему мы доказываем двояким путем и по способу неде- 
лимых, и по способу древних. Правда (в чем мы искренне признаемся), перво- 
начально эта теорема была найдена нами при помощи геометрии неделимых, 


НЕ СЕЧЕНИИ НОЕ 5 ВНИИ И 
1 См. письмо Кавальери к Торичелли от 8 января 1644 г. (т. Ш, стр. 160): „Чи- 

стые философы суют свой нос во многие вопросы. Им дело и ло того, состоит ли 

непрерывное из неделимых, и до изображений, и до ядер, сводящихся к точка“. 
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т. е. при помощи метода, который является действительно научным способом 
доказательства, всегда идущим путем прямым и свойственным самой природе. 
Жаль мне древней геометрии, которая потому, что она либо не знала, либо 
не признавала учения о неделимых, нашла столь мало истин касательно опре- 
деления величины тел, так что это злополучное убожество досталось в насле- 
дие нашему веку. Все эти теоремы древних, относящиеся к учению о телах — 
сколь незначительную часть составляют они от тех наблюдений, которые (не 
говоря уже о других) дивный Кавальери выставил касательно стольких классов 
тел, столь разнообразных по форме и величине!“ 

Письмо к Кавальери от 21 февраля 1643 г.: „Гульдин недостоин того, 
чтобы делать математические открытия. Я вправе, кажется, так выразиться 
о человеке, который нападает на теорию неделимых, неисчерпаемую золото- 
носную жилу прекрасных умозрений и доказательств а риой“. 

„Академические чтения“, Ш: „Я согласен с дивным отцом Бонавентурой Ка- 
вальери, согласно которому не только нет ничего нелепого в том, что одна бес- 
конечность больше, чем другая, но это неизбежный факт. То, что все линии парал- 
лелограма так относятся ко всем линиям меньшего параллелограма, как паралле- 
лограм к параллелограму, несмотря на то, что число их бесконечно; и то, что все 
круги большего цилиндра так относятся ко всем кругам меньшего цилиндра, 
как цилиндр к цилиндру, несмотря на то, что число их бесконечно, по его 
мнению есть истина, вытекающая из основ его учения. Ловая геометрия 
неделимых переходит из рук одних ученых к другим, как чудо науки; она 
убедила мир, что века Архимеда и Евклида были годами детства ныне 
взрослой геометрической науки“. 

Здесь на итальянской почве, в творчестве непосредственного после- 
дователя Кавальери, достигшего новых блестящих успехов на основе методов 
Кавальери, мы видим полное безоговорочное признание подвига Кавальери: 
можно даже сказать, что Торичелли, которому не было дела до метафизи- 
ческих основ новой геометрии, более убежденный последователь теории Ка- 
вальери, чем сам Кавальери; он, наверное, просто отбросил бы седьмую 
книгу, как обременительное и ни к чему не нужное чистоплюйство; ненаучно, 
с его точки зрения, только... пользование алгеброй! \ 

Паскаль считает себя прямым последователем „Геометрии неделимых“, 
но его коллег и современников уже не удовлетворяет составление плоскостей 
из линий, объемов — из плоскостей; он считает необходимым перетолковать 
„Геометрию неделимых“ в духе мельчайших тел Кеплера, чем она не должна 
была быть по мысли автора, но, как мы видели (стр. 71), являлась по 
конечному результату: „Я решил сделать это предупреждение, чтобы. показать, 
что все то, что доказано по истинным правилам неделимых, можно доказать 
также строго и методом древних и что таким образом один метод отлн- 
чается от другого только способом выражения: это не должно смущать 
разумных людей, раз им дано понять, что разумеют под этими выражениями. 
Вот почему я, не смущаясь, буду в дальнейшем пользоваться языком неде- 
лимых, т. е. выражениями „сумма плоскостей“, „сумма линий“; я, не сму- 


мо 


1 Ср. Е. Воо/оЁ4, указ. статья, стр. 209. 


щаясь, буду пользоваться также выражением „сумма ординат“, которое: 
кажется негеометрическим только тем, которые не понимают учения о неделимых 
и которые воображают, будто выражать плоскость при помощи неограни- 
ченного числа линий есть преступление перед геометрией; причина — только 
присущий им недостаток сообразительности, потому что пол этим выраже- 
нием следует понимать не что иное, как сумму неограниченного числа прямо- 
угольников, образованных каждой ординатой и каждой из маленьких равных 
частей поперечной оси, так что сумма этих прямоугольников, очевидно, 
образует всю плоскость. Точно так же, когда говорят о сумме неограни- 
ченного количества линий, всегда имеют в виду некоторую прямую, на рав- 
ные и неограниченные части которой эти линии умножаются. Я сказал даже 
более, чем достаточно, чтобы понять, что смысл такого рода выражений, 
как сумма линий, сумма площадей, вполне соответствует чистой геометрии“ 1. 

Последним из крупнейших математиков, считавшим себя учеником 
и преемником Кавальери, был Валлис. В письме к принцу Леопольду Тоскан- 
скому от 9 ноября 1670 г.? он писал: „Метод неделимых, созданный 
Кавальери, счастливо усовершенствовал и изъяснил ваш Торичелли; не мне 
судить, каким дальнейшим усовершенствованиям подверглось это учение 
в моей арифметике неделимых“. | 

Вспомним, что Кавальери умышленно игнорировал алгебру и вместо 
нее оперировал античной геометрической алгеброй. Это чрезвычайно затруд- 
няло пользование его книгой; во второй половине ХУП в., когда алгебра 
достигла высокого совершенства, эта затруднительность ничем не оправды- 
валась. Точно так же и подробная трактовка теоретических предпосылок 
теории неделимых, не приводившая к окончательному результату, была затруд- 
нительна и практически излишня. Математические же произведения читаются, 
конечно, не из исторического интереса, а с целью непосредственного усвое- 
ния математического содержания; в произведениях последователей Кавальери; 
трактовались в общем те же вопросы, что и в его „Геометрии“, 
но уже более простым, алгебраическим путем и с чисто. практическим под- 
ходом к теоретическим предпосылкам; естественно, что читались и изу- 
чались именно эти произведения, а „Геометрия неделимых“ только перели- 
стывалась и рассматривалась как почтенная реликвия старины, что немало. 
содействовало распространению убеждения в ее трудности и темноте. 

Из рассуждений Такэ3 об ошибках теории неделимых и замечаниях 
учителя Ньютона Барроу“ о том, как исправить эту теоркю, видно, что ни 
тот, ни другой труда Кавальери не читал, так как возражения Такэ были’ 
уже предусмотрены самим Кавальери. 

Можно также думать, что и Лейбниц не изучал Кавальери непосред- 
ственно. Он замечаетб: „Галилей и Кавальерн впервые стали разоблачать 


1 Карно, указ. соч., стр. 176—177. 

2 Ра, указ. соч., стр. 59. 

3 Тасдие, СуПпансогат её аппапогит Пи анаНКиог, 1. П, стр. 1, зсВо1. аа 
ргор. 2, стр. 8. | 

ч Ваггош, Тесно т диа {Пеогета{а Агспйие41$ де зрВаега е! суНйпаго рег ше®фо- 
Чит паг Шит туезНраа ехШБепёиг, Лондон, 1686, стр. 15 и сл. 

5 „Асфа ЕгиаИотит“, [Арчае, 1686, стр. 298. 
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сокровеннейшие приемы Архимеда. Но «Геометрия неделимых» Кавальери 
лишь детство  возрождающейся науки“. Трудно предположить, чтобы 
ученый, знающий о метафизических рассуждениях Галилея и математических 
работах Кавальери не только по наслышке, мог бы поставить то и другое 
на одну доску; если бы вдобавок Лейбниц знал содержание менее попу- 
лярного „Опыта 1\У“ Кавальери, он вряд ли мог бы говорить © ›„дет- 
стве науки“. : 

Те черты, которые характеризовали подход  Торичелли, наблю- 
даются под влияннем дальнейших головокружительных успехов анализа еще 
в большей мере у Лейбница. 

Прежде всего, это — отношение к строгому методу Архимеда, как к че- 
му-то скучному и ненужному. Уже Кавальери считал недостатком свозй 
„геометрии“ то, что теорему 22 книги И ему пришлось доказывать этим методом. 
“Лейбниц замечает?: „Правильность вывода может быть всегда доказана также 
по способу Архимела, приведением к абсурду. Но так как ‚прямой метод 
короче для понимания и полезнее для нахождения решений, то достаточно, 
однажды познакомившись со способом сведения одного доказательства к дру- 
гому, затем применять уже [только] метод несравненно малых“... 

Во-вторых, это — недостаток интереса к теоретическому обосно- 
ванию учения о бесконечно малых. В том же месте читаем: „Равными 
я считаю не только такие величины, разность между коими точнс 
равна нулю, но и такие, разность между которымн несравненно мала 
И ХОТЯ Мы не вправе сказать, что она точно равна нулю, но, тем не менее, 
это — величина, которую нельзя сравнивать с теми, разницей между 
которыми она является. Точно так же, если ты к линии прибавишь точку 
другой линни или к поверхности линию, то ты не увеличишь ее величины. 
То же самое будет, если к линии прибавить линию, но несравненно меньшую, 
нем она... Это и есть именно такая разница, которая называется меньшей, 
чем любая данная... И кто отвергает такое определение равенства, тот спо- 
рит о названии. Достаточно того, что понятно, в чем дело, и что этот 
метод полезен для нахождения, тогда как все то, что может быть найдено 
другим Но видимости более строгим методои (т. е. методом Архимеда), 
всегда не менее точно может быть выведено этим способом... Признаюсь, 
что я высоко ценю прилежание тех, которые всегда стараются все свести 
строжайшим образом к первоосновам и нередко уделяют все свое внимание 
таким вещам: но я не советовал бы [вести рассуждение так], чтобы излиш- 
няя скрупулезность служила преградой’ искусству нахождения решения или 
чтобы мы по такого рода основаниям отказывались от блестящих открытий 
и лишали самих себя их результатов“. 

Такое развитие учения о бесконечно малых можно было предвидеть, имея 
в виду замечание Кавальери, сделанное им незадолго перед смертью: „Все 
эти придирки и споры, скорее философские, чем геометрические, для меня 
всегда крайне мучительны, и я не считаю правильным тратить то время, 
которое мне еще осталось для работы, на эти пустяки“. Но Кавальери видел 
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1 Аха ЕгидЦогит, Арзае, 1695, стр. 311. 
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при этом недостатки метода неделимых, чувствовал свое бессилие исправить 
их и ждал прихода математического Мессии, который принес бы изба- 
вление от этих противоречий. Лейбниц, опьяненный головокружительными 
успехами своей науки, вовсе не замечал их- | 

Ньютону с его теорией флюксий учение Кавальери, согласно котором 
плоскость получается в результате движения линии, Ниеце Ипеа, было гораздо 
ближе; так, в 1716 г’ он признает, что происхождение геометрических 
величин он рассматривает по способу Кавальери. В другой раз он отзы- 
вается весьма похвально о Кавальери в примечаниях к его „Рипсф!а таще- 
таНса“ и, наконец, в письме от 97 мая того же 1716 г. он, касаясь истории 
вопросов, бывших предметом спора между ним и Лейбницем, упоминает, что 
этими вопросами занимались уже Кавальери, Ферма и Валлис. 

Когда начинает чувствоваться необходимость более прочного обосно- 
вания начал новой математики, взоры ученых с благодарностью обращаются 
к Кавальери. Так, Маклорен? с удовлетворением констатирует: „Кавальери 
чувствовал в равной мере и трудности и преимущества нового метода. Он 
так говорит о нем, как если бы он предвидел, что необходимо придать новой 
науке бесспорную форму, чтобы удовлетворить наиболее придирчивых 
геометров; этот гордизв узел он оставляет, по его собственным словам, 
некоему Александру...“ 

Направление, легкомысленно относившееся к обоснованию анализа 
и довольствовавшееся тем, что результаты получаются верные, встретило 
нанболее энергичный отпор в лине Лагранжа. Он указывает на противоречи- 
вость понятия бесконечно малой разницы (понятия, которое было, как мы 
видели, по существу возвращением от Кавальери к Кеплеру) и характеризует 
господствовавшее до него направление в математике так 3: „Довольные 
тем, что инфинитезимальные процедуры приводят их быстрым и верным 
путем к точным результатам, они не желали тратить времени на доказатель- 
ство верности их принципов“. Тот же Лагранж *, а вслед за ним и Лаламбер° 
„оказали, что противоречия, заключающиеся в понятии нулевой и в. то же 
время не нулевой элементарной величины, которые мучили всю жизнь Кавальери 
и заставили его отказаться от окончательной формулировки первооснов его 
теории, не были разрешены его преемниками в ХУЦИ и ХУШ вв. — их 
только замолчали. Таким образом Кавальери, сила которого по опрометчивому 
замечанию Вилейтнера „отнюдь не в умении логически мыслить“, в отно- 
шении логической оценки первооснов анализа оказался выше всех своих 
преемников, и Карно 6 несомненно, прав, противоставляя Кавальери всем его 
преемникам: „Кавальери признает, что он не в силах дать строгое доказатель- 
ство своего метода. Великие математики, жившие после него... не считались 
вовсе с возражениями, которые выдвигались против нового исчисления.“ 
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1 рЫйозорШса! 4гапзас#о1пз 1714 — 1716, т. ХЖХ, стр. 173. 

з Мабаиен, Ттайв дез Них1от$, 1тад. раг Ре7епаз, т. №, стр. ХМХ-Ё. 

3 Гааэтлее, Тпвоме дез юпсНоп$ апа1уйацез, стр. 2. 

4 [аогапее, Метоцез де ’Аса@бпие Воуе 4е Тип. 1784 — 1785, ч. И, стр. 141. 
М&апоез 4е МНегайхе, 4’Низюне её 4е 1а Рыйозорше, т. У, $ ЖУ, стр. 249. 
Указ. соч., стр. 176. 
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Такова заслуга „Геометрии“ Кавальери в области постановки новых 
методологических проблем. В чем же ее заслуга в области постановки новых 
проблем практического характера? 

Само по себе разложение объемов и поверхностей на бесконечно 
малые элементы — математический атомизм — было уже достоянием древних, 
и, если „Эфод“ не дошел до ученых ХУИ в., то, как мы видели, крупные матема- 
тики (например Торичелли, Лейбниц) ясно видели, что древние должны были 
иметь в своем распоряжении этот метод. Оживление интереса к этому ме- 
тоду и оппозиция архимедову методу исчерпания были широко распростра- 
ненной модой в начале ХУП в. и видеть в этом заслугу Кавальери не приходится. 

Одной из важнейших заслуг Кавальерн, отличающей его от всех его 
предшественников и делающей его родоначальником новой науки, было то, 
что свое исчисление бесконечно малых он базировал на примитивной анали- 
тической геометрии. 

В самом деле, прежде чем сравнивать подобные фигуры, Кавальери 
заботится 0б их подобном расположении. Для этой цели он прежде 
всего находит для обеих фигур точно корреспондирующие друг другу системы 
координат. Ось иксов носит у него название инциденты, ось игреков — 
регулы. При этом термин абсцисса, представляющий собой данный Ком- 
мандино перевод греческого термина @потезуочеут, употреблявшегося в ко- 
нических сечениях (ниже, стр. 77), он впервые применяет в том расши- 
ренном значении, в каком он употребляется теперь !; ординату Кавальери 
обозначает просто словом Ипеа, сохраняя античное обозначение ог@таНт 
аррИсаа только, как это было принято в классической древности, для 
конических сечений, хотя уже римские землемеры употребляли термин орди- 
ната в нынешнем смысле (как сообщает Кантор); ряд параллельных регуле 
линий (ординат) образует на инциденте все возрастающие „отрезки“, бкотеи- 
убизуй или по-латыни аЬзс15зае. В области стереометрии Кавальери не доду- 
мался до трех осей, а оперирует только с двумя координатными плоскостями 
и с рядом плоскостей, параллельных одной из них. Отсутствие третьей ко- 
ординатной плоскости компенсируется введением понятия „фигуры-инциденты“, 


т. е. проекции тела на плоскость абсцисс; эта фигура-инцидента имеет свои 
планиметрические регулу и инциденту, и, таким образом, положение тела 
может быть определено в трех измерениях?. 


1 Таким образом Лантор (УоПезипреп гиг СезсН. дег Маёнетанк, П>, 898) безу: 
словно неправ, полагая, что термин „абсцисса“ впервые введен в математический 
оборот Стефано дельи Анджели в 1659 г.: „Геометрия“ вышла в свет уже в 1635 г. 
На это обратил внимание Валльнер (ук. соч, стр. 37), но вопреки его мнению 
Кавальерн не придумал этот термин, а. как в ряде других случаев, распространил 
термин из учения о конических сеченнях на фигуры вообще. 

? Ср. Валльнер (указ. соч., стр. 38): „Все исследование (Кавальери) с нынешней 
точки зрения сводится к тому, чтобы найти систему координат для каждой из фигур. .. 
Условие подобия состоит в постоянном соотношении между всеми соответствующими 
координатами. Вся «Геометрия» Кавальери основана на последовательном приме» 
нении параллельного сечения, играющего роль наших коордннат“. Все это верно, 


но упущено из виду, что предшественником Кавальери в этом отношении был 
уже Аполлоний Пергейский. 
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Нетрудно убедиться, что источником этой аналитической геометрии 
являются „конические сечения“ Аполлония- И Аполлоний строил подобную 
же систему координат, хотя и применял ее только для конических сечений: 
за ось иксов он принимал диаметр, за начало координат — вершину кривой, 
он проводил ряд параллельных прямых, »В стройном порядке примыкающих 
к диаметру (зет9-( 1.505 УСТ Ти су билету, отатайт аррНсайае а@ 
атении), и изучал зависимость между этими „ординатами“ и „абсциссами“, 
что означает „отсеченными“ (частями), т. ©. частями оси, отсекаемыми 
(итозвумО а, азс1ззае) ими, считая от вершины. Если Кавальери определяет 
нодобие как наличие постоянного отношения между ординатой и соответ- 
ствующей абсциссой, то он только распространяет определение, данное 
Аполлонием („Конические сечения“ У опр. Г) для конических сечений: 
„МЫ называем подобными коническими сечениями те, в которых, если 
провести прямые, в стройном порядке примыкающие к оси В каждом из 
сечений, И если каждую ось разделить на равное число частей или в одном 
и том же отношении, то эти прямые, в стройном порядке примыкающие 
‹ оси, соответственно пропорциональны частям оси, отсекаемым ими от 
вершин“. 

Но не только универсализация системы координат и применение их 
за пределами конических сечений отличают Кавальери от Аполлония, У Апол- 
лония началом системы обязательно служит вершина кривой, а осью — ее 
лиаметр; Кавальери специально подчеркивает правомерность как параллель- 
ного переноса начала ординат, так и взаимной замены оси ординат осью 
абсцисс (и наоборот) и поворота системы. 

(нига Ъь предложение ХХ: „Если даны сходственные прямые двух каких 
угодно подобных фигур, взятые по двум каким угодно регулам, то тем самым 
даны и сходственные прямые по каким угодно другим. двум регулам, обра- 
зующим с первыми регулами равные углы с одной и той же стороны“ 
(поворот осей). Следствие из этого предложения: »„..- Инциденты [могут] слу- 
жить регулами сходственных прямых. .. подобных фигур и, наоборот, какие 
угодно регулы сходственных прямых могут рассматриваться как инциденты 
этих фигур“ (замена оси ординат осью абсцисс и наоборот). 

Следствие из предложения УХУ: „Сходственные прямые двух по- 
лобных фигур относятся друг к ДРУГУ не только как инциденты фигур. - -› 
но и как любые другие прямые, проведенные между теми же касательными, 
параллельно инцидентам“ (параллельный перенос). 

Но Кавальери Не удовлетворился перенесением начала координат 
и поворотом системы. 

Для доказательства некоторых теорем Кавальери придумал ори- 
гинальный способ перенесения (+гааз1аНо), сопровождающийся дефор- 
мацией самой кривой: сначала „все линии“, параллельные одной ОСИ, 
переносятся так, чтобы один их конец уперся в другую ось: затем то же 
проделывается со „всеми линиями“, параллельными другой оси, так что 
плошадь фигуры остается неизменной, а ограничивающая ее кривая дефор- 
мируется: так, например, эллипс при этом превращается в ллиптический 
квадрант с тем же отношением между осями; параболический и гиперболичес- 
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кий сегмент превращаются в такне же сегменты, но с новыми параметрами; 
кривые высших порядков вовсе меняют уравнение. Думаю, что этот прием 
должен представлять интерес и для нынешней математики. В телах подоб- 
ное перенесение „всех плоскостей“ соответственно делается три раза. Об 
этом подробнее ниже в комментарии (стр. 371—373). 

Слово Ишеа в терминологии Кавальери означает орлинату у; но 
если принять во внимание, что неделимая по учению Кавальери не имеет 
вовсе толщины, а есть „чистая длина“, тогда как по учению классической 
математики ХУП — ХУ вв. она имеет минимальную ширину 4х, то мы поймем, 
что выражению Ппеа будет в классической математике соответствовать также 
уах. Выражение отлез Ипеае, отнез отатафае — все линии или все ординаты 
(или во французском переводе Паскаля: 1а зотше 4ез Иепез$ — сумма линий) 
употреблялось еще Декартом и Лейбницем в смысле нынешнего интеграла, 
и лишь позже Лейбниц заменил знак Кавальери для интеграла отн. („все“ 


знаком |. „Полезно будет, — говорит он по поводу терминологии Каваль- 
ери, — заменить слово „все“ знаком |, — как, например, вместо „все линии“, 


писать Г, т. е. сумма “1. 
Таким образом выражение отшпе$ Ппеае „все линии“ может быть в со- 


а 


временной транскрипции передано знаком [ у4х (при длине инциденты, 
0 
равной а). 
Для некоторых отдельных интегралов Кавальери применяет особые 
термины: 
1. Отпез аБ$с155ае, „все абсциссы“. Здесь в выражении ошпез Ноеае 


а 


„все линии“, Гу ах, слово „линия“, у, заменено словом „абсцисса“, х. Итак, 
0 
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„все абсциссы“ — это Г хах. Такое положение вещей, когда каждая орди- 
0 
ната равна своей абсциссе, т. е. у==х, мы имеем в случае равнобедренного 


прямоугольного треугольника, у которого один катет — инцидента, а дру- 


гой равный ей отрезок — регула; площадь этого треугольника (при ин- 
‚9 
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. Следовательно, „все абсциссы“ равны — или 


циденте, равной а) равна 5 о 


с 
2 


[хах = 


2. Махирае аЪзс1загит, „максимы абсцисс“. Максимальная величина 


абсциссы есть вся инцидента целиком, равная а. Значит, в этом случае все 
[#2 


значения у раввы а. Итак, „максимы абсцисс“ — это [ аах. Такое поло- 
о 
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1 Виеруесйзе! уоп С. \/. ГеЙлит, ПегаизревеБеп уоп Сеат Вейт 1899, 
стр. 153: „О{е ег зе: / рго отп., и [/ рго отп. /, 14 езё зитита грзогит /“. См. 
Е. ВомоНо{ и, а зсореца е 1е зисезууе репегаЙт2ат1оп!: 4 ип феотета Юпдатешае 
41 са]соо “ергае, „Атешло @ Зюпа аеЙе $‹еп2е“, У, 1924, стр. 210, пр. 16. 
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жение вещей (когда каждая ордината равна всей инциденте) мы имеем в слу- 
чае квадрата, у которого одна сторона — инцидента, а другая регула; пло- 
щадь этого квадрата а*. Следовательно, максимы абсцисс равны а? или: 


[2 


3. Везаш аБзсезагит, „остатки абсцисс“, т. е. } (а—х) ах. 
0 


4. Отпез а5зс1зае аниса Ипеа /М, „все абсцисссы с присоединением 
{Е 


линии М,“ т. е. Ге м) СХ. 
0 
5. Опима диа@гава абзс1$затит, „все квадраты абецисс“, те. 


и. к 

Мы видим здесь ясно выраженную попытку отвлечься от казуисти- 
ческой геометрической трактовки отдельных вопросов интегральной пропе- 
дуры и выработать постоянную алгеброобразную терминологию. К сожале- 
нию, именно эта терминология вызвала наиболее ожесточенные „философские“ 
нападки, и Кавальери пришлось в угоду противникам отказаться от нее, 
несмотря на то, что именно эта символика открывала наиболее широкие 
перспективы для „Геометрии неделимых“ (ниже, стр. 375 и сл.). 

Кавальери в его „Геометрии“ удалось интегрировать различные много- 
члены второй степени (казуистически-геометрическим способом); выше инте- 
грала второй степени он не мог пойти, не отрываясь от геометрических пред- 
ставлений. В 1647 г. он идет дальше; мысленно представляя себе „мнимые 
тела“ (ройез4а{е; 1тастайае), у которых основаниями служат не только пло- 
скости, но и тела (параллелепипеды), а высотами — прямоугольники, он нахо- 


[2 ь 
дит, чему равны „все кубы“, т. е. Й хЗ 4х и „все квадратоквадраты“, т. е. 
о 


[е: 
| х4 ах. При этом он, повидимому, предварительно решал эти задачи 
0 


алгебраически, а затем „для строгости“ переводил эти решения на язык 


геометрической алгебры. Отсюда Кавальери по аналогии заключил, что: 


ьь эн 
й хх" 4х = ке = 
т 
- те 
Франнузский математик Богран доказал для Кавальери верность этой 
формулы вплоть до х9, но в общем виде этот вывод остался умозаключе- 
нием по аналогии. 79 


Необходимо еще указать на то, что в предложении [1 книги [Г „Гео- 
метрии“ доказывается, что в промежутке между двумя точками, имеющими 
равные ординаты, на кривой обязательно должна находиться точка, в кото- 
рой касательная идет горизонтально. Итак, совсем как в нынешних курсах 
анализа, непосредственным выкладкам предпосылается примитивный прото- 
тип теоремы Ролля 1.’ Следующее второе предложение не менее важно: в нем 
констатируется, что максимальным и минимальным значениям координат 
соответствуют касательные, параллельные осям. 

Таким образом, не будет преувеличением утверждение, что Кавальери 
является, в известной мере, родоначальником диференциальной геометрии. 


1 Такая формулировка придана этой теореме в книге УП „Геометрии“, лемма 
Ш к теореме П. „Если какая угодно данная кривая линия вся находится в одной 
и той же плоскости и если ее пересекает прямая в двух точках..., то можно про- 
вести другую прямую, параллельную первой, которая коснется отрезка указанной 
кривой линин, заключенного между указанными точками пересечения“. См. статью 
С. Уасса, помещенную в Рогтаие Ма 6таНчаие, рыбИё раг С. Рёапо, Тиип 1901, 
т. Ш, стр. УП, 142. 
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СИЯТЕЛЬНЕЙШЕМУ И ВЫСОКОЧТИМЕЙШЕМУ 
ГОСПОДИНУ ИОАННУ ЧЬЯМПОЛИ, 
МОЕМУ ПОЧИТАЕМОМУ ВЛАДЫКЕ 


праведливость требовала, о сиятельнейший началь- 
ник, чтобы, получив столь много благодеяний от 
твоего выдающегося и не имеющего равного себе 
человеколюбия, я ответил тебе тем или иным про- 
явлением благодарности. Ты, может быть, уди- 
вишься, высокий муж, что мою благодарность к 
тебе я тщусь выразить геометрическими чертежами 
(подобно тому как египтяне выражали свои чувства иероглифи- 
ческими буквами). Но почему бы и не так? Разве Аристипп, 
причалив к родосскому берегу, не нашел, что такие чертежи свиде- 
тельствуют о мудрости жителей, как достойные уважения следы 
людей? Так почему же неправильно мое решение выразить мою 
благодарность к тебе геометрическими чертежами (каковые да 
послужат как бы символами моего рабского долга по отношению 
к тебе)? Ибо, выражаясь по заветам нашей матери Элоквенции 1, 
я превыше всего хочу и быть благодарным и казаться таковым; 
поэтому я счел правильным увековечить твое имя на этих геометри- 
ческих умозрениях, хотя они и не отделаны как следует. Но, как 
сказал Персий *: : 


„Кто же их станет читать?“ — у меня ты спросил. — „Геркулесом 
„Клясться готов, что никто!“ — „Никто?“ — „Иль никто, или двое!“ 
„Жалкий, постыдный удел!“ „Почему же?“ 


Потому, что геометрические рассуждения изобилуют на каждом шагу 


= 


1 Красноречия. С. Л. 
2 Сатира 1, стихи 2—3. С. Л. 53 
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многочисленнейшими трудностями; как бы они ни были целительны 
для ума, души людей обычно всячески чуждаются их, точно горьких 
лекарств. Но пусть только бы ты, достойнейший муж, прочел их, 
ибо для меня ты один стоишь всего человечества, как один един- 
ственный слушатель Платон для некоего Антимаха, декламировавшего 
ему свою неудобопонятную поэму. Сияя высшим светом во всех 
родах наук, ты во всех их достиг энциклопедического знания, что 
дано в удел немногим. Ты прекрасно знаешь, как велико значение 
геометрии для изучающих благородные искусства, той геометрии, 
которую красноречивейший Филон назвал главой и матерью 
всех прочих наук. По этой же причине и великий организатор 
Академии закрыл доступ в стены гимназии незнающим геометрии. 
Когда его спросили о значении дельфийской задачи, он ответил, что 
Аполлон ставит в вину грекам их пренебрежение к геометрии. Более 
того, он упрекал Евдокса, Архита и Менехма за то, что они при 
решении этой задачи применяли механические приемы; он говорил, 
что при таком подходе гибнет и гниет сокровище геометрии, кото- 
рого и ищут-то только для чистого знания. Наконец, он же осыпал 
геометрию столькими похвалами, что дошел даже до утверждения, 
что бог всечасно занимается геометрией. 

То, что здесь изложено, относится к более трудным из числа 
геометрических рассмотрений, тем более, что по тому пути, который 
я избрал, чтобы притти к ним, поскольку я знаю, еще не ступала 
нога ни одного человека. Ты убедишься, что здесь как бы появился 
новый паук непрерывного, ткущий геометрию, если я не ошибаюсь, 
неслыханным доселе способом: вместо нитей паутины у него неде- 
лимые. Я считаю себя обязанным принести тебе в дар это открытие, 
поскольку Оно, хотя и незначительно, но ново, тебе, как мужу, 
превзошедшему математические науки столько же, сколько и все 
остальные. 

Не презри же, сиятельнейший начальник, это скромное творе- 
ние благодарной и преданной души, но продолжай и впредь благо- 
склонно помогать и мне и моей научной работе, которая столь 
подвинулась вперед под твоим милостивейшим покровительством, 
а я буду неустанно молить всемогущего бога, чтобы он сколь можно 
дольше хранил тебя невредимым и счастливым на благо всех ревни- 
телей знатнейших наук. Прощай. 


Твоей высокочтимейшей светлости 
покорнейший раб 
брат Бонавентура Кавальери 
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ПЕРВАЯ СТРАНИЦА ПЕРВОГО ИЗДАНИЯ „ГЕОМЕТРИИ“ 


ПРЕДИСЛОВИЕ АВТОРА 


одобно тому как рою бесчисленных пчел, поражающему напе- 

ребой своими жалами, не удается отогнать упивающегося 

медведя, если он хоть немного вкусил приятность скрытого 

в дереве меда, так нет, разумеется, никого, кто, хоть краем 
губ постигнув сладость математических доказательств (какая бы 
масса величайших трудностей, которыми эти доказательства сопро- 
вождаются, ни отталкивала его, точно частыми уколами жал), не 
стремился бы всеми силами освоить их вполне, до полного насы- 
щения. О друг читатель, привыкший вкушать эти медовые яства! 
Я предлагаю тебе, пылающему страстью к‘этой сладости, отведать 
такие плоды, выросшие у меня при некотором моем геометри- 
ческом исследовании. Именно, обдумывая однажды происхожде- 
ние тел, получающихся от вращения вокруг оси, и сравнивая ха- 
рактер производящих плоских фигур ‘с произведенными телами, я 
весьма и весьма изумлялся тому, что рожденные на свет фи- 
гуры столь сильно вырождались и так значительно отличались от 
рода и уклада их природных родителей, так что казалось, что 
они были совсем иного типа. Так, например, цилиндр, имеющий 
то же основание и ту же ось, что и конус, в три раза больше его, 
хотя параллелограм, производящий цилиндр, больше треугольника, 
производящего конус, в два раза. Точно так же, если на одном и том 
же основании и на одной и той же оси построены полушар или 
полусфероид, параболический коноид и цилиндр, то этот цилиндр 
в полтора раза ‘больше полушара или полусфероида и в два раза 
больше коноида, тогда как параллелограм, производящий указанный 
цилиндр, относится к вписанному в него производящему кругу или 
эллипсу приблизительно, как 14 к 11, а параболы он больше 
в полтора раза. На ту же изменчивость мы наталкиваемся и 
в плоских фигурах, получающихся от вращения прямых линий 
вокруг точки, каковы круги. В самом деле, если мы представим 
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себе, что даны концентрические круги, радиусы которых отно- 
сятся друг к другу, скажем, как последовательные числа, начи- 
нающиеся от единицы, то самые круги не сохраняют того же отно- 
шения, но будут иметь то же отношение, что и квадраты этих 
радиусов. Когда я от этих наблюдений перешел к центрам тяжести 
плоских фигур и тел и заметил такую же изменчивость, мое 
изумление выросло еще более: так, в конусе центр тяжести лежит 
на оси, на четверти ее длины, считая от основания; в треугольнике 
же, производящем конус, — на той же оси, но уже на трети длины 
оси, считая от основания. Точно так же в параболическом коноиде 
центр тяжести лежит на. трети длины, считая от основания, а 
в параболе, производящей его, центр тяжести удален от основа- 
ния на две трети оси. Все чаще и чаще возвращаясь мыслью к 
такой изменчивости по поводу множества других фигур, я пер- 
воначально стал представлять себе, например, цилиндр составлен- 
ным из неограниченного количества параллелограмов, а конус, 
имеющий то же основание и ту же высоту, что и цилиндр, — из неогра- 
ниченного количества треугольников, проходящих через ось, и полагал, 
что непосредственным следствием изучения взаимного отношения этих 
плоскостей явится и нахождение взаимоотношения между произве- 
денными ими телами; но тут с очевидностью обнаружилось, что 
между взаимоотношением плоскостей и взаимоотношением произведен- 
ных ими тел нет никакого соответствия и что, отыскивая таким путем 
площади и объемы, я только переливал из пустого в порожнее; 
я справедливо пришел к выводу, что, идя по этому пути, я ни к чему 
не приду. Но подвергнув вопрос более основательному рассмотрению, 
я в конце концов пришел к выводу, что для моей цели следуег 
брать линии и плоскости, не пересекающиеся между собой, но парал- 
лельные друг другу; изучив таким путем взаимоотношения в много- 
численных телах, я убедился, что взаимоотношение между телами 
точно соответствует взаимоотношению образующих их плоскостей, 
а взаимоотношение плоскостей — отношению образующих их ли- 
ний (если их брать таким образом, как объяснено в книге П), 
Так я убедился, что в цилиндре и конусе, поскольку я рас- 
сматривал их рассеченными уже не через ось, а параллельны 
основанию, то отношение, которое я в книге П называю отношением, 
всех плоскостей цилиндра ко всем плоскостям конуса, взятым, как 
по регуле, по общему основанию (т. е. совокупность кругов, которые, 
как мы себе представляем, являются как бы следами, оставляемыми 
плоскостью, плавно и непрерывно движущейся от основания к проти- 
воположному основанию, оставаясь все время параллельной ему) 
равно отношению самого цилиндра к конусу. Я решил поэтому, что 
лучший способ отыскания меры фигур: для нахождения отношений 
плоскостей начинать с рассмотрения отношений линий, а для тел — 
плоскостей, чтобы вслед за тем найти и меру фигур. Как я думаю, 
исход дела оправдал мои ожидания, — это станет ясно, 


если про- 


честь эту книгу. Я пользовалсл тем же приемом, каким пользуются 
алгебраисты для решения предлагаемых им задач: хотя бы корни 
чисел были неопределимы, непостижимы и неизвестны, они их тем 
не менее складывают вместе, вычитают, умножают и делят и, если 
только они окажутся в состоянии получить в результате этих мани- 
пуляций нужное им решение предложенной задачи, они считают, что 
достигли цели. Как раз так же я оперирую с совокупностью линий 
или плоскостей (при тех предпосылках, которые изъяснены в книге [): 
пусть они, поскольку речь идет об их числе, неопределимы и неиз- 
вестны; поскольку речь идет об их величине, они ограничены 
всякому видными пределами. Я использовал это учение для изучения 
объемов непрерывных тел, как это станет ясно читающему по мере 
все большего углубления в книгу. О геометр! Я решил в этих семи 
книгах найти объем как можно большего числа как плоских фигур, 
так и тел. Некоторые из таких задач разрешены уже другими, 
прежде всего Евклидом и Архимедом; но больше никто и не пытался 
это сделать, исключая одного лишь Кеплера, который по случаю 
измерения австрийской бочки мерным шестом привел вкратце в своей 
„Архимедовой стереометрии“! открытия Архимеда, полезные для его КЕПЛЕР ет. 
исследований, дополнив их в некоторых местах своими соображениями  РИЯ ВИННЫХ 
(каковы бы они ни были). В заключение он прибавил часть, называе- 
мую „Дополнением к архимедовой стереометрии“?, в которой рас- 
сматривал множество видов вращения конических сечений, именно’ 
круга, параболы, гиперболы и эллипса, а также и их сегментов около 
различных осей, и предложил в чрезвычайно изящной форме вниманию 
геометров, кроме пяти архимедовых (шара, параболического коноида, 
гиперболического коноида, продолговатого сфероида и сплющенного 
сфероида), еще восемьдесят семь тел 3. 

Найдя, как я изложил уже выше, новый и, да позволено мне 
будет сказать, весьма короткий способ нахождения объема тел, 
я решил, что будет весьма кстати, если я испытаю силу и эффектив- 
ность моего способа не только на тех архимедовых, но и на 
указанных телах. Эти слова не следует, однако, понимать так, будто 
мне удалось определить объем всех указанных тел. Этого не удалось 
и Кеплеру: он определил объем лишь немногих из них и притом 
не очень удачно, как это станет ясно всякому, кто прочтет указанную 
стереометрию и дополнение к ней. Я считаю, что сделал достаточно, 
если мне удалось найти объем лишь некоторых изних, однако способом, 
если я не ошибаюсь, внушающим гораздо более доверия, — числом 
несколько более двадцати, если включить в это число и архимедовы 
тела; именно по пяти для каждого из четырех конических сечений, 


1 Кеплер, Новая стереометрия винных бочек, пер. Г. Н. Свешникова, 
Москва 1935. С. Л. 

2 Стр.’ 155—221 указ. в предыд. примеч. книги. С. Л. 

3 Там же, стр. 164—174. С. Л. 89 
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а сверх того еще объем некоторых других тел, которые будут названы 
ниже. При этом вращение происходит либо около оси этих сечений — 
таким путем получаются архимедовы тела, именно из круга — шар, 
из параболы — параболический, из гиперболы — гиперболический 
коноид, а из эллипса — продолговатый или сплющенный сфероид, либо 
вращение происходит вокруг прямой, параллельной оси, находящейся 
вне тела и не касающейся его, и таким путем из круга получается 
круговое широкое кольцо, из параболы — параболическое широкое 
полукольцо, из гиперболы — гиперболическое (Кеплер назвал эти 
тела кратерами ввиду их сходства с выпуклостью горы Этны), из 
эллипса — широкое эллиптическое кольцо; тот же Кеплер 
ввиду сходства с венками, которые носят деревенские де- 
вушки, называет его крутым кольцом. Либо вращение проис- 
ходит вокруг прямой, параллельной оси и касающейся тела; 
тогда из круга получается суженное круговое кольцо, из пара- 
болы — суженное параболическое полукольцо, из гиперболы — гипер. 
болическое и, наконец, из эллипса—-тело, называемое соответ- 
ственно суженным эллиптическим кольцом. Наконец, если вра- 
щение происходит около прямой, параллельной оси и рассекающей 
тело на две неравные части, то в круге из большей части полу- 
чается розовое яблоко, из меньшей — лимон; в эллипсе же из боль- 
шей части — айва, из меньшей — олива. В параболе же из большей 
части получается большая параболическая куча, из меньшей — 
меньшая параболическая куча; в гиперболе — гиперболическая 
(подобно тому, как в параболе). Эти меньшие параболические 
и гиперболические кучи Кеплер счел схожими с прямыми рогами, 
из которых одни острые, а другие тупые, как это бывает у коз 
и овец, когда у них только еще пробиваются рога. Всех этих 
тел двадцать, и к ним можно еще прибавить узкое эллиптическое 
кольцо, расширенное с одной стороны, и широкое эллиптическое 
кольцо, суженное с одной стороны, которые Кеплер считает схожими 
с тиарой или турецкой чалмой, а также те тела, которые получаются 
от вращения парных сечений '. Вот, повторяю, те тела, которые мы 
выбрали для изучения из перечисленных Кеплером тел. У Кеплера 
мы, кроме некоторых имен, не заимствовали ничего, как это станет 
ясно каждому, кто заглянет в нашу книгу. Но да будет ведомо чита- 
телю, что, кроме указанных тел, мы еще рассмотрели великое 
множество других, не принадлежащих к типу рассмотренных выше. 
Кроме прочего, я должен обратить особое внимание на максимальную 
всеобщность этого способа доказательства: в самом деле, то, что 
другие доказывают для одного или в лучшем случае для немногих 
видов тел, мы доказываем сразу для бесконечного числа видов. 


и ко жк - = 


? 
1 Так назывались две ветви гиперболы, рассматриваемые вместе. См. ниже, 
стр. 177—178. С. Л. 


Так, например, здесь доказывается не только то, что цилиндр в три 
раза больше конуса или призма — пирамиды, если они имеют одни 
и те же основание и высоту; но, как бы мы ни изменяли форму 
основания (а число такого рода возможных изменений не может 
быть ограничено никаким определенным числом), тело, имеющее 
такое основание и названное нами цилиндрикой, будет в три раза 
больше того, которое имеет с ним общее основание и общую высоту 
и которое мы называем коникой. Вполне очевидно, что число 
видов таких тел бесконечно. По этому одному примеру, как ех ипие 
1еопеш, исследователь может понять, насколько геометрическая нива 
становится благодаря этому плодотворнее и обширнее. Такой же 
всеобщностью будут отличаться выводы почти относительно всех 
тел, рассмотренных в этой книге. Первая и вторая кники содержат 
по большей части леммы, представляющиеся необходимыми для пони- 
мания учения, изложенного в следующих книгах, хотя многие из 
приведенных здесь доказательств важны и сами по себе. В И, У 
и \ книгах подвергнуты рассмотрению тела, ведущие свое происхо- 
ждение от конических сечений. В \! книге речь идет о площади 
спирали и телах, произведенных ею, и даны задачи на доказанное 
выше. Наконец, в книге УН мы приводим в гавань наш утлый 
челн, уже переплывший океан бесконечности неделимых, устано- 
вив новый метод, дабы устранить все сомнения, связанные с опас- 
ностью плавания у скал этой бесконечности. 

Я знаю, что это учение не заслужит одобрения тех, которые 
з первый раз бегло просмотрят его, Так ка мое исследование не 
движется по проторенным дорожкам геометрии; но тех, которые 
не сочтут недостойным, подавив приступы тошноты, вызванные 
раздутием желудка в начале этого морского путешествия, дойти 
ло конечной цели моего учения, я думаю в конце концов тошнить 
перестанет. Но прежде чем осудить и отвергнуть этот метод, я прошу 
вглядеться в него чистым умственным взором со свободным от пред- 
убеждений сердцем и убедиться, что все доказанное таким путем 
в точности совпадает с.выводами других. 

Пусть никто не приступает к чтению этой книги без твердого 
знания хотя бы шести первых и одиннадцатой книги „Начал“. Если 
читатель начитан также и в творениях Аполлония и Архимеда, то ему 
будет значительно легче понять эту книгу; если он незнаком 
с этими авторами, то немногое, что Здесь заимствовано у этих 
авторов, он может принять на веру. Всякий, кто видел трактат 
упомянутого Кеплера о движении Марса, может легко убедиться 
на основании наших исследований, как легко ему было впасть 
в ошибку при определении плоскости эллипса, исхедя из предполо- 
жения, что площадь эллипса равновелика совокупности всех расстоя- 
ний планеты, вращающейся по эллиптической Линии, от Солнца 
(эта ошибка несколько сходна с той ошибкой, в которую впал ия 
сам в начале этого исследования, приняв, что совпадающие линий 
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или плоскости! относятся друг к другу так же, как образуемые имн 
плоскости или тела). Правда, впоследствии Кеплер сам обнаружил 
свою ошибку и стремился ее так или иначе исправить. Если все это 
будет надлежащим образом принято во внимание, то, я думаю, что 
не найдется никого, кто счел бы этот новый метод ДОСТОЙНыЫМ 
презрения. Нет, прочтя книгу, читатель найдет вдоволь доказательств 
того, что этот метод—как бы золотой ключ, которым мы можем 
открыть те из дверей высокого замка геометрии, которые до сих 
пор оставались еще закрытыми, благодаря чему мы можем не- 
слыханно обогатиться драгоценнейшими сокровищами прекраснейших 
умозаключений °. 

о о п м: оо < "от 


1 То есть отрезки прямых, лучеобразно расходящиеся из одной и той же 
точки, или отрезки плоскостей, пересекающихся между собой по одной и той же 
прямой. С. . 

* Далее следует семь посвящений, написанных учениками Кавальери в честь 
своего учителя; привожу для примера одно из них. С. Л. 


НА АВТОРА ЭТОЙ КНИГИ. 


Мысли новейший полет развернул мудрец КАВАЛЬЕРИ 
Там, где бессильна была и Архимедова длань. 

Нам ОН из мрака извлек Геометрии дивной искусства 
Для измеренья морей, для измеренья земли. 

Доблесть ЕГО в изумленье повергла Богиню Науки: 


„Что же, вещает, ужель хощешь меня превзойти?“ 
АНОНИМ. 
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в которой в качестве введения к дальнейшему изложению 
сообщаются некоторые элементарные сведения, главным 
образом о сечениях цилиндрик и коник, равно как и других 
сходных тел; в ней доказываются также некоторые предло- 
жения, носящие характер лемм к следующим книгам. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
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сли две прямые линии, параллельные друг другу, 
касаются некоторой плоской фигуры, находящейся 
в той же плоскости, что и эти прямые, то любая из 
точек их касания будет в дальнейшем имено- 
ваться вершиной”; парными вершинами 
будут именоваться точки касания той или другой 
из указанных выше параллельных касательных, 
взятые по сравнению друг с другом, причем любые вершины будут 
всегда рассматриваться как взятые по отношению к любой прямой 
линии, параллельной указанным касательным; эта линия будет в 
дальнейшем называться регулой. 


В= 


ти касательные линии будут именоваться парными касательными 
той же фигуры, взятыми по отношению к любой прямой линии, про- 
веденной параллельно этим касательным. 


` 


1 Звездочка * всюду указываетна пояснительное примечание в конце книги. С.Л. 
| 2 Разрядка всюду принадлежит переводчику; Кавальери разрядки не при- 
меняет. С. Л. 
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® ее одна из этих линий будет касаться фигуры по линии, то линия | 
касания будет называться основанием этой фигуры, по отно- 
шению к которой точки касания другой касательной могут быть 
названы вершинами; если же и эта касательная также будет 
касаться фигуры по линии, то обе линии касания будут называться 
парными основаниями, взятыми по отношению к любой линии. 

которой они параллельны. 

| 


А 


А сли параллельные друг другу плоскости касаются какого-либо тела, 

то любая из точек касания будет в дальнейшем именоваться его 

вершиной; парными же вершинами будут именоваться 

точки касания той или другой из указанных выше касательных 

плоскостей, взятые по сравнению друг с другом; под любыми же 

из вершин будут всегда подразумеваться вершины, взятые по 

отношению к какой угодно плоскости, параллельной указанным каса- 

ь тельным плоскостям, которая равным образом будет называться 
в дальнейшем регулой. 


В 


8 Ебасательные же плоскости будут именоваться парными каса- 
тельными плоскостями того же тела, взятымн по отношению 
к указанной плоскости, параллельной касательным плоскостям. 
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с сли указанные касательные плоскости касаются тела по плоскости, у 
то плоскости касания любой из касательных плоскостей будут име- 1 
новаться основаниями, по отношению к которым точки каса- : 
ния другой касательной плоскости могут быть названы вершинами; 
плоскости же касания обеих касательных плоскостей будут имено- 
ваться парными основаниями; если же обе плоскости будут : 
касаться по линии, то эти линии касания будут носить название пар- у 
ных линейных оснований. | 
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р сли перпендикулярно к парным касательным плоской фигуры, 
проведенным как угодно, или же к парным касательным плоскостям 
тела будет проведена прямая линия, упирающаяся в те же касатель- 
ные, то она будет называться высотой этой плоской фигуры или 
тела, взятой по отношению к указанным касательным или по отно- 

96 шению к любой прямой. параллельной им. 


` . Е* 


Р егулой будет называться в случае плоскости прямая линия, парал- 

лельно которой проводятся некоторые прямые линии, а в случае 
тела — плоскость, параллельно которой проводятся некоторые плос- 
кости; в предшествующих определениях такой регулой была прямая 
линия или плоскость, по отношению к которой брались вершины или 
парные касательные и которой параллельны либо обе, либо одна 
из касательных линий или плоскостей. 


СХОЛИЯ = 


В“ это почти не отличается от тех определений, которые даны 
`— у Евклида, Архимеда и Аполлония для вершин, оснований, высот 
й касательных как линий, так и плоскостей, так как здесь содер- 
жатся те же утверждения, что и у этих авторов, правда, в более 
общей форме, как в этом легко убедятся все те, которые близко 
знакомы с трудами указанных авторов; поэтому мы, не стесняясь, 
будем заимствовать у указанных авторов то, что является выво- 
дом из сходных определений, присоединяя к ним, поскольку это будет 
необходимо, то, что является выводом из определений, данных 
здесь. 
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рам дана какая угодно плоская фигура, на ее обводе взята любая 

точка и из этой точки в ту или иную сторону от плоскосги фигуры 
проведен некоторый прямолинейный отрезок, выходящий из плоско- 
сти этой фигуры; если, далее, представить себе, что этот отре- 
зок движется по обводу такой фигуры, оставаясь все время парал- 
лельным некоторой прямой линии, пока не обежит всего обвода, 
то та конечная точка этого отрезка, которая не движется по обводу 
данной фигуры, опишет обвод плоской фигуры, параллельной 
данной, что и будет здесь доказано. Тело же, ограниченное обеимк 
указанными фигурами и поверхностью, описанной вращающейся 
линией, будет именоваться цилиндрикой; поверхность, описывае- 
мая при вращении, равно как и любой ее сегмент, будет назны- 
ваться цилиндровидной поверхностью; парными осно- 
ваниями цилиндрики будут называться указанные выше плоские 
фигуры, параллельные друг другу; стороной цилиндрики 
будет называться любая прямая линия на цилиндровидной поверх- 
ности, концы которой упираются в противоположные основания 
и с которой при своем вращении совпадает взятая первоначально враз 
щающаяся линия; и, наконец, регулой стороны цилиндрики бу- 
дет называться прямая, которой всегда остается параллельной вра- 
щающаяся линия. 
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сли дана какая угодно плоская фигура, вне плоскости которой 

по любую сторону от нее взята произвольная точка, и если из этой 
точки к любой точке обвода этой фигуры провести прямую линию, 
которую затем продолжить на неограниченное расстояние, и затем 
двигать эту прямую по обводу фигуры, пока она не обежит всего 
обвода, то взятая точка будет вершиной тела, ограниченного поверх- 
ностью, описанной этой линией, которая вращается, будучи заклю- 
чена между обводом данной фигуры и взятой ‚точкой. Эта точка, 
повторяю, будет вершиной по отношению к данной фигуре, как это 
будет доказано. Такое тело будет называться коникой; основа- 
нием его будет данная фигура, а вершиной — указанная точка; 
поверхность, описанная вращающейся линией и лежащая между 
обводом данной фигуры и указанной точкой, равно как и любой 
ее сегмент, будет называться конусовидной поверхностью; 
те же прямые линии, которые находятся на этой поверхности и 
'с которыми совпадает линия, вращающаяся в замкнутом промежутке 
между вершиной и обводом основания; будут называться сторо- 
нами* этой коники, 


СЛЕДСТВИЕ 


3 этого и предшествующего определения ясно, что цилиндр* есть 

пилиндрика, а конус*—коника, если. под конусом и цилиндром пони- 

мать то, что определяется как конус и цилиндр у Аполлония 
и Серена. В 


П рямыми цилиндриками мы будем называть такие, стороны 

которых образуют прямые углы с основаниями, а наклонными 
такие, у которых эти углы не прямые. Усеченными кониками и цилин- 
дриками будут называться сегменты, которые отсекаются от этих тел 
плоскостями, параллельными основаниям (в случае коники они должны 
быть взяты по направлению от секущих плоскостей к основаниям). 


У 


сь и диаметр плоской фигуры или тела_ сопряженные 

с ними хорды, параметры * и тому подобные наименова- 

ния конических сечений, прямые и обратные стороны — 
все эти термины будут употребляться так, как они определены 
у Аполлония; обращаю внимание лишь на то, что я В дальнейшем 
буду употреблять названия конических сечений — парабола и 
гипербола, эллипс и парные сечения * —в более широком 
смысле, чем принято, разумея под этими словами также площади, 
заключенные между сечениями и их основаниями, что будет само 
собой ясно из контекста. Все прочие термины, определение которых 
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дано Аполлонием, равно как и те термины, относящиеся к сфе- 
роидам и коноидам, определения которых даны Архимедом, будут 
мною употребляться так же, как у этих авторов, во всех тех случаях, 
когда я не даю собственного определения. 


\= 


Д иаметральной фигурой Аполлоний в [ книге „Конических 
сечений" называет такую, в которой все линии, параллельные не- 
которой линии, рассекаются на две равные части некоторой прямой, 
которую он называет в том случае, если угол пересечения не прямой, 
диаметром, если же угол прямой — осью; соответственно он на- 
зывает и самую фигуру диаметральной или осевой фигурой. 
Если осевая фигура будет вращаться вокруг своей оси до тех 
пор, пока не вернется в исходное положение, то тело, описанное 
при таком вращении, будет называться телом вращения*, а осью 
тела будет называться ось, вокруг которой вращается фигура. 


УП 


|] одобными цилиндриками и кониками будут назы- 
ваться такие, основания которых подобны (подобие следует по- 
нимать согласно данному ниже в разделе Х определению подобных 
фигур или согласно определениям, данным другими авторами, так как 
мы покажем ниже, что эти определения согласуются с указанными) и 
которые отличаются тем свойством, что, если взять на этих основа- 
ниях две какие угодно сходственные линии и взять две сходственные 
стороны и провести плоскости через эти линии и стороны, то обе 
плоскости образуют равные углы с одной и той же стороны 
с плоскостями оснований, а фигуры, образуемые этими плоскостями 
внутри тел, подобны между собой, а именно в цилиндриках обра- 
зуются подобные параллелограмы, а в кониках — подобные тре- 
угольники, причем сходственные линии, взятые на основаниях, будут 
сходственными сторонами этих фигур. | 


УИ 


© одобными сфероидами будут называться сфероиды, полу- 
ченные от вращения подобных эллипсов. 
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одобными частями шаров или сфероидов, или подоб- 
ными коноидами, или подобными сегментами коноидов мы будем 
называть эти тела или части этих тел, если они отличаются тем свой- 
ством, что фигуры, образуемые внутри этих тел плоскостями, проведен- 
ными через оси перпендикулярно к основаниям, суть подобные фигуры 
(подобие следует понимать согласно данному ниже в разделе Х опре- 
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делению подобных фигур или согласно определениям, данным для 
подобия плоских фигур другими авторами), а линии пересечения * 
этих фигур с основаниями суть сходственные диаметры оснований, 
представляющих собой либо круги, либо подобные эллипсы. 


СХОЛИЯ* 


Г рочие определения, данные Евклидом для подобных плоских фигур 
и для тел, для подобных цилиноров и конусов, а также и те опре- 
деления подобных сегментов конических сенений, которые содержа- 
лись в УМ! книге „Конических сечений“ Аполлония и известны нам 
из Евтокия, будут мною употребляться так же, как У этих авто- 
ров, причем, однако, к определению подобных сегментов конических 
сечений, даваемому в указанном месте АДполлонием (понимая его 
в смысле ограниченных этими фигурами площадей), необходимо при- 
соединить сказанное ниже. 


Х 
Аз 
ррежобны ми плоскими фигурами вообще будут называться 
фигуры, отличающиеся тем свойством, что к каждой из них можно 
так провести парные касательные и так пересечь их прямыми линиями, 
кончающимися в точках пересечения с ними и образующими с ними 
с одной и той же стороны один и тот же угол, что при проведении 
между указанными парными касательными каких угодно параллель- 
ных им линий, делящих линии, пересекающие касательные, сходствен- 
ным образом, окажется, что отрезки этих параллельных линий 
(а также и самих парных касательных), заключенные между указан- 
ными секущими линиями и обводом фигур по одну и ту же сто- 
рону от секущих, будут, если взять их в том же порядке, относиться 
друг к другу, как прямые линии, пересекающие указанные парные 
касательные и упирающиеся в них. 


амые же линии, пересекающие парные касательные и кончающиеся 


в точках пересечения с ними, будут называться: 
инцидентами фигур и их парных касательных, 


С $ 
аходящиеся в подобных фигурах прямые линии, параллельные 
указанным парным касательным И делящие инциденты или, если 
придется, их продолжения сходственным образом — в частном случае 
[этими линиями могут быть] и отрезки самих противоположных каса- 
тельных, — будут называться сходственными прямыми“ этих 


фигур, взятыми по любой регуле этих фигур; причем онн 
будут называться сходственными линиями, если будут нахо- 


100 диться внутри обвода подобных фигур, и сходственными сто. 
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ронами, если будут находиться на обводе. Самые же касательные 
будут называться: на. 

касательными этих сходственных прямых, 

т: 
РТИ две подобные фигуры расположены на одной и той же пло- 
скости или на параллельных друг другу плоскостях таким образом, 

что инциденты и этих фигур и парных касательных, являющихся 
регулами одних и тех же сходственных прямых, либо наложены одна 
на другую, либо параллельны друг другу, причем сходственные части 
обеих фигур и сходственные отрезки самих инцидент сходственно 
расположены *, то эти фигуры будут называться: 

подобными и друг с другом сходственно распо- 
ложенными, или, иначе, сходственно образованными 
своими сходственными линиями и сторонами. 


Е 


сть на одной и той же плоскости расположено каким угодно 
образом любое число каких угодно плоских фигур; пусть также 
на другой какой-либо плоскости расположено столько же других фигуГ, 
обладающих по отношению к указанным выше фигурам тем свойством, 
что они попарно подобны, и что сходственные линии всех этих фигур 
параллельны некоторым двум линиям 1, Пусть, далее, будут проведены 
парные касательные каждой из подобных фигур, параллельные тем 
двум линиям, которым параллельны сходственные линии этих фигур, 
а затем пусть будут найдены инциденты двух из указанных подобных 
фигур и их касательных. Пусть, наконец, эти инциденты будут про- 
должены до пересечения с крайними касательными и пусть окажется, 
что эти. инциденты делятся касательными подобных фигур сходствен- 
ным образом, причем части, лежащие между парными касательными 
каждой пары подобных фигур, являются инцидентами этих же парных 
касательных и подобных фигур. Фигуры первой группы по отношению 
к фигурам второй группы мы будем называте: 

попарно подобными и попарно сходственно рас- 
положенными по отношению друг к другу. 

Отрезки же указанных двух линий между двумя крайними ка- 
сательными будут называться: 

инцидентами этих фигур и их крайних каса- 
тельных. 


ПЕРВОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ 
ОБЪЯСНЕНИЕ ПРЕДШЕСТВУЮЩЕГО Х ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


п усть даны две плоские фигуры АВСР и КЕТЬ, и положим, что 
* к ним проведены парные касательные АЕ, СС к фигуре АВСР в 
парные касательные КЦ, УВ к фигуре КЕУР; пусть эти каса- 
тельные пересечены двумя прямыми линиями ЕС, ОВ, образующими 
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1 По одной на каждой из плоскостей. СЕ 
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с ними одинаковые углы с той же стороны (безразлично, пересекают 
ли они самые фигуры или нет); пусть проведены произвольные парал- 
лельные линии к этим касательным ВЕ, [8&, делящие в точках Р, & 
сходственным образом эти линии ЕС, ОВ, а обводы фигур в точках 
В, 5, О, Е, Т, Х,Р. Пусть окажется, что ОЕ так относится 
к Р&, как ЕС к ОВ, и что так же относится и 5Ек Х&, и 1Ек Г&, 
и ВЕк [&— одним словом, что все отрезки, одинаково располо- 
женные по отношению к ЕС, ОВ и взятые в одном и том же по- 
рядке, относятся, как ЕС к ОВ; пусть также касательные АЕ, 
КО, СС, УВ относятся друг к другу, 
как ЕС к 08, а также и другие 
сходственно взятые прямые. В этом 
случае я называю фигуры АВСО 
пи КГУР подобными между собой, 
а самые прямые ЕС, ОВ — инциден- 
тами подобных фигур АВСО, КЕУР 
п парных касательных АЕ, Са, КО. 
УВ; самые же прямые линии В, 5Г, 
[Т, ХР, упирающиеся в периметры 
фигур и делящие (будучи, если при- 
дется, продолжены) линии ЕС и ОВ сходственным образом с одной 
и той же стороны, я называю сходственными прямыми тех же 
фигур, причем указанные парные касательные я называю касатель- 
ными или регулами этих сходственных линий. 

Если же фигуры АВСО и КЁТР будут находиться на той же 
плоскости или на параллельных плоскостях и притом будут поме- 
щены так, что инциденты ЕС, ОВ либо окажутся наложенными 
друг на друга, либо параллельными друг другу, сходственные линии 
ВГ, $0, ГТ, ХР будут сходственно расположены по отношенио 
к линиям ЕС, ОВ, а сходственные отрезки инцидент, образованные 
указанными сходственными линиями (пли, если придется, их продол- 
жениями), разделенными сходственным образом с одной и той же 
стороны, также окажутся сходственно расположенными с одной 
п той же стороны, то я называю фигуры АВСР и КЕТР не только 
подобными, но и сходственно расположенными. 

Теперь пусть на одной и той же плоскости расположено 
сколько угодно фигур каким бы то ни было образом, напримгр, 
АВС, ОВЗУ, и на любой другой плоскости — столько же фигур, 
например, КЕУР, 293%, причем они попарно подобны, а именно АВСО 
подобна КЕУР, а ОЮЗУ подобна 293%, причем сходственные пря- 
мые всех этих фигур оказываются параллельными некоторым двум 
прямым линиям, и пусть к фигурам АВСО, КЁЕТР проведены парние 
косательные АЕ, СС, КО, УВ, взятые по отношению к тем двум 
линиям, которым параллельны указанные сходственные прямые, и 
соответственно к фигурам ОЮЗУ, 293=— парные касательные ОН, 
ОМ, 7Г, ЗА, так что эти касательные будут регулами сходствен- 
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ных частей уже указанных подобных фигур; пусть далее Е, ОВ— 
инциденты каких-либо двух из. указанных подобных фигур, как, 
например, АВС, КЕУР, и их парных касательных АЕ, СЦ, КО в 
УВ; пусть они будут продолжены до крайних касательных ОМ, ВА, 
с которыми пересекаются в точках М, А; пусть окажется, что 
взятые целиком прямые линии ЕМ, ОА делятся сходственным обра- 
зом п с одной и той же стороны как касательными Са, УВ, так и 
каслтельными ОН, 7Г; пусть, кроме того, отрезки НМ, ГА пред- 
ставляют собой инциденты парных касательных ОН, ЭМ, ГГ, ВА и 
подобных фигур ОЮЗУ, 798%, подобно тому как и ЕС, ОВ являются 
инцидентами парних касательных ДЕ, СС, КО, УВ и подобных 
фигур АВСО, КЕУР. В этом случае я называю эти фигуры попарно 
подобными и, кроме того, фигуры одной группы, т. е. АВСО, ОЮЗУ, — 
расположенными сходственно с Фигурами другой группы, каковы 
КГУР, 793%; линии же ЕМ, ОА я называю инцидентами этих фигур 
п крайних касательных. 


Хх 
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п одобными телами будут называться все вообще тела, отличаю- 

щиеся тем свойством, что к каждому из них можно так провести 
парные касательные плоскости и так пересечь их двумя плоскостями, 
упирающимися в эти касательные плоскости и образующими с ними 
равные углы, обращенные в одну и ту же сторону, что при прове- 
дении между указанными парными касательными плоскостями каких 
угодно параллельных им плоскостей, делящих сходственным образом и 
с одной и той жестороны высоты тел, взятые по отношению к указан- 
ным касательным плоскостям, окажется, что фигуры, образованные 
этими плоскостями внутри указанных тел, подобны друг другу; равным 
образом, если такие плоскости образуют при пересечении с каждым 
из тел по нескольку фигур, то их образуется столько же в одном 
теле, сколько в другом, причем эти фигуры попарно подобны и 
в одном теле расположены так же, как в другом; все же сходствен- 
ные линии всех этих фигур параллельны некоторым двум прямым 
линиям, являющимся их общими регулами (можно также сделать 
допущение, что их сходственные линии имеют такое же соотношение 
с другими двумя регулами, образующими равные углы с указанными 
выше линиями; это будет показано ниже в предложении ХХШ). Итак, 
пусть регулы сходственных прямых будут выбраны так, чтобы они 
пересекали секущие плоскости, и пусть парные касательные, прове- 
денные к каждой из образованных внутри тел подобных фигур и 
параллельные вышеуказанным регулам, пересекут (будучи, если при- 
дется, продолжены) упомянутые секущие плоскости. При соединении 
прямыми линиями точек пересечения с секущими плоскостями каж- 
дой пары парных касательных должно оказаться, что каждая из этих 
соединительных линий есть инцидента соответствующей подобной 


ОПР. Х, В 


ОПР. П, 1 


ОПР. Х, А 


ОПР. Хх, В 


103 


В 
С 

ОПР. П, В 
ОПР. Х, А, Е 
ОПР. и, В 
ОПР. п, р 


фигуры и ее парных касательных, причем все указанные инциденты 
заключаются внутри некоторых подобных фигур, для которых эти 
инциденты являются сходственными прямыми, а регулами всех их— 
линии пересечения секущих плоскостей с парными касательными 
плоскостями. Всем этим условиям, утверждаю, должны удовле- 
творять тела вообще, чтобы быть подобными. 


В 


Т* подобные друг другу фигуры, которые заключают в себе все 

указанные инциденты, будут называться фигурами-инциден- 
тами указанных подобных тел и проведенных к ним 
их парных касательных плоскостей. 


® 


Что же касается фигур, образованных внутри этих тел указанными 

плоскостями, параллельными касательным плоскостям, то все эти 
фигуры (сколько бы их ни было), делящие сходственным образом и 
с одной и той же стороны высоты тел, взятые по отношению к ука- 
занным касательным плоскостям (они должны быть подобными друг 
другу или попарно подобными, причем фигуры одной группы должны 
быть сходственно расположены по отношению к фигурам другой 
группы), будут в дальнейшем называться сходственными фи- 
гурами указанных подобных тел, взятыми, как по регуле, 
по одной из них самих или по одной из парных касатель- 
ных плоскостей, которые, если угодно, можно называть каса- 
тельными плоскостями этих сходственных фигур. 


ВТОРОЕ ПРИЛОЖЕНИЕ 


ОБЪЯСНЕНИЕ Х! ОПРЕДЕЛЕНИЯ 


ее даны тела ГВЗФ и АНВМ; пусть их парные касательные 

плоскости АВ ц 7& для тела ГЗФ и ОР и ИП для тела 
АНВМ; пусть даны еще деве плоскости, пересекающие эти пло- 
скости, образуя оди- 
наковые углы с той 
же стороны: АУ и ОК; 
пусть линии пересече- 
ния этих и указанных 
касательных плоско-. 
стей: АХ, РУ, ОЕ, [К 
пусть далге указанные 
тела пересекаются 
плоскостями, параллельными касательным плоскостям и делящими 
высоты тел, взятые по отношению к проведенным касательным 
плоскостям сходственным образом с одной и той же стороны. 
Пусть фигуры, образуемые этими плоскостями в указанных телах, 


1 На чертеже вместо буквы П стоит буква п. С. Л 


подобны друг другу, если от пересечения такой плоскостью полу- 
чается в каждом из тел одна фигура; если же получается 
несколько фигур, то пусть они попарно ‘подобны; пусть фигуры, СПРАВ 
образуемые в первом теле, и фигуры, образуемые во втором, сход- 
ственно расположены по отношению одни к другим, например, пусть 
ВА, УФ и НЕ, СМ попарно подобны, т. е. ЗА подобно НЕ, ХФ подобно 
СМ, п пусть ВА, ХФ расположены таким же образом, как НЕ, СМ; 
пусть сходственные линии подобных фигур параллельны некоторым 
двум регулам, как, например, В® и РК; или, если эти прямые не 
пересекаются с плоскостями АУ и ОК, то выберем в качестве регул 
другие прямые линии %З^А, РО, образующие с указанными выше равные 
углы ВЭА и РКО и пересекающиеся с плоскостями АУ и ОК (что 
это допустимо, мы покажем ниже в предложении ХХШ этой книги). 
Пусть далее проведенные к указанным подобным фигурам ВА, НЕ, 
УФ, СМ парные касательные, параллельные регулам ол, ЮО, например, 
для фигуры ЗА парные касательные ВТ, А$, для фигуры НЕЁ парные 
касательные НО, ЕЁ для фигуры УФ касательные ХО, ФУ и, нако- 
нец, для СМ касательные СМ и МС (продолженные, если придется, 
вне тела), пересекупся с плоскостями АТ и ОК в точках Т, 5, 0, 
И О, М, 0; пусть далее эти точки будут соединены линиями Т5, 
оу, ОГ МЦС и пусть окажется, что эти прямые являются инии- 
дентами подобных фигур ВА, НЕ, УФ, СМ указанных парных 
касательных. 

Равным образом пусть при пересечении тех же тел другими 
плоскостями, параллельными указанным касательным плоскостям 
и рассекающими указанные высоты сходственным образом, обра- 
зуемые внутри тел фигуры будут подобны или попарно подобны 
п т. д. и пусть парные касательные их сходственных линий, па- 
раллельные указанным вышие регулам ОА и ЮО, продолжены до пере- 
сечения с плоскостями АУ, ОК и пересекаются с ними в таких 
точках, что если соединить их прямыми линиями, то эти соедини- 
тельные линий всегда будут инцидентами указанных подобных 
фигур и их парных касательных (все эти соединительные линии 
будут лежать на плоскостях АТ и ОК); пусть через наружные 
концы этих соединительных прямых будут проходить линии ХУТГ 
и ЕСКЬ, а через внутренние концы — линии ЧМ и 7085; пусть 
далее окажется, что фигуры ХУУТ и ЕСКЬ подобны друг другу, 
а их сходственными линиями являются указанные инциденты; ре“ 
гулами же их пусть окажутся линий пересечения плоскостей, на 
которых они лежат, с парными касательными плоскостями тел, 
т. е. линии ХА, У7, ЕО, КЕ. 

При наличии таких предпосылок я называю тела ГВЗФ и опр. ХА 
АНВМ подобными, а фигуры ЕСКО и ХУТТГ фигурами-инцидентами 
вышеназванных подобных тел и их парных касательных плоскостей ОПР. хь 3 
вл, &7, РО, ПГ; самые же фигуры ВА, ХФ, НЕ, СМ и те, плоскости 
которых, будучи продолжены, делят сходственным образом с одной 105 


Г 


ЭПР. ХЬ С 


106 


п той же стороны взятые по отношению к указанным касатель- 


ным плоскостям высоты тел ГВЗФ и АНВМ и которые либо по- 
добны, либо попарно подобны и сходственно расположены одни от- 
носительно других, я называю сходственными фигурами указанных 
тел, взятыми по их двум регулам или по указанным касательным 
плоскостям. 


СХОЛИЯ 


гобходино обратить внимание на употребляемое мною обозна- 

чение: „подобные фигуры“. Когда я употребляю выражения: 
„подобные фигуры“ или „подобные тела“, я имею в виду общие 
определения, данные выше; когда же я употребляю частные обозна- 
чения, я имею в виду специальные определения для данного вида 
подобия, предложенные либо другими, либо мною. Так, например, 
если я употребляю выражение „подобные сегменты конических се- 
чений“, я буду при этом иметь в виду специальное определение; 
точно так же, если я употребляю выражение, „подобные паралле- 
лограмы“, я буду при этом разуметь специальное определение для 
подобия прямолинейных фигур, и так во всех прочих фигурах, неза- 
висимо от того, что, как мы ниже покажем, для одних и тех же 
фигур окажется верным и специальное и общее определение. 


ХИ 


в имеется любое количество однородных величин, расположен- 

ных в каком угодно порядке, то отношение первой к последней я 
называю сложным отношением, составленным из отношений первой 
ко второй, второй к третьей, третьей к четвертой и так далее, про- 
должая до последней. 


ХИ" 


сли одна и та же предыдущая величина будет сравниваться со 

многими последующими, поодиночке с каждой, то сравнение пре- 
дыдущей с суммой всех последующих мы назовем суммированием 
и будем употреблять выражение „суммировать“. 


ХУ * 


[ее баяозрам будет называться описанным вокруг какой угодно 
* данной фигуры, если отдельные стороны его будут касаться указан- 
ной фигуры; фигура эта будет соответственно называться вписанной. 


ХУ* 


Г Реллелепинех будет называться описанным вокруг данного тела, 
если отдельные грани его будут касаться указанного тела: тело это 
будет соответственно называться влисанным. 
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Е прямую линию можно беспредельно передвигать таким об- 
разом, что она все время будет оставаться параллельной некоторой 
неподвижной прямой, независимо от того, будет ли она при этом 
перемещении оставаться в той же плоскости или в различных. 


П 


Де плоскость можно беспредельно передвигать таким образом, 
что она все время будет оставаться параллельной некоторой непо- 
движной плоскости. 


ЗАДАЧА 1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ [* 


Ф 


Найти вершину любой данной фигуры или любого данного тела, 
взятую в случае фигуры — по отношению к данной прямой, в 
случае же тела — по отношению к данной плоскости. 

Пусть дана некоторая плоская фигура АВС и пусть в ней проведена 
прямая линия ВС. Требуется найти вершину фигуры АВС, взятую по отно- 
шению к этой же прямой ВС. Пусть в плоскости фи- 
гуры АВС, неограниченно продолженной, взята какая 
угодно точка М№ и пусть через точку № проведена 
прямая КУ, параллельная ВС, также неограниченно 
продолженная в оба конца. Прямая КУ либо коснется 
фигуры ВАС, и таким образом будет найдено требуемое, 
либо не коснется. В этом случае КУ окажется или 
внутри или вне фигуры. Где бы КУ ни оказалась, 
пусть она движется, оставаясь все время в плоскости 
той же фигуры и оставаясь параллельной ВС, либо удаляясь от ВС, если 
она оказалась внутри фигуры, либо приближаясь, если она была вне ее. 
Раньше или позже она коснется фигуры АВС Пусть она коснется, занимая 
положение ЕС в точке А. Итак, А будет вершиной фигуры АВС, взятой 
в отношении к ВС, и мы найдем то, что требовалось найти в первой 
части задачи. 

Теперь пусть дано тело АЛЕ, в котором надо найти вершину, взятую 
по отношению к плоскости ВЕСЬ. Пусть взята любая точка М вне плоскости 
фигуры и пусть через нее будет проведена плоскость КНУХ, параллельная 
ВЕС. Эта плоскость либо коснется тела ВАС, либо не коснется, Если она 
не коснется, пусть она движется, приближаясь или удаляясь от тела ВЕСО. 
Раньше или позже она коснется этого тела. Пусть она коснется его в точке А. 
Итак, А будет вершиной тела АРЕЁ, взятой по отношению к плоскости ВЕСЬ, 
которую и требовалось найти. 
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СЛЕДСТВИЕ 


(уигода ясно, что, если прямая ВС коснется плоской фигуры АБС, 

можно будет провести парные касательные этой фигуры АВС, 
взятые по отношению к данной прямой линии; в данном случае 
одной из таких касательных является ВС. Гаким же образом, если 
фигура ВОСЕ касается тела АРЕ, можно будет провести парные 
касательные плоскости к телу АПЕ, взятые по отношению к плос- 
кости ВЕСО; точками касания этих линий или плоскостей с фи- 
гурой или телом будут парные вершачы этой же фигуры или тела, 
найденные указанным способом. Если же прямая линия ВС пере- 
сечет фигуру АВС или плоскость ВЕСВ пересечет тело АЛЕ, то 
таким же путем по каждую сторону от линии ВС или от плос- 
кости ВОСЕ мы найдем вершину, и таким образом будут найдены 
парные вершины данной плоской фигуры и будут проведены парные 
касательные, взятые по опнощекию к данной линии ВС: также и 
для тела будут найдены противоположные вершины и будут про- 
ведены противоположные касательные плоскости, взятые по отно- 
шению к данной плоскости! ВОСЕ. Если эти плоскости касаются тела 
по фигурам, то фигуры касания называются также парными основа- 
ниями, а каждая сама по себе — основанием, если же касание про- 
исходит по линии, то эта линия называется линейным основанием. 
Настоящая задача учитонас, как находить парные вершины любой 
фигуры или любого тела и проводить их парные касательные, 
в случае плоской фигуры взятые по отношению к заданной прямой 
линии, а в случае тела — соответственно по отношению к заданной 
плоскости. 


ЗАДАЧА И. ПРЕДЛОЖЕНИЕ п* 


Вокруг любой плоской фигуры описать параллелограм, стороны 
которого параллельны двум пересекающимся заданным прямым 
в плоскости заданной фигуры. : 

Пусть задана некоторая плоская фигура АО\Е и на ее плоскости 
две произвольные прямые линии ВО и ИТ, пересекающиеся в точке С. Тре- 
буется описать вокруг нее параллелограм, стороны которого 
параллельны прямым ВР и ПТ. Для этого надо провести пар- 
ные касательные фигуры АОУЕ, взятые по отношению к линии 
[Т (последнее следствие), — таковыми будут КМ и НЕ,— и другие 
две, взятые по отношению к ВО, — таковыми будут КН и МГ, 
пересекающиеся с предыдущими, так как они параллельны пря- 
мым линиям ВШ и ПП, пересекающимся между собой. Пусть 
они пересекутся в точках К, М, Г, Н; тогда КЁ будег парал- 
лелограм, отдельные стороны которого касаются обвода фигуры, 
как, например, в данном случае в точках А, О, У, Е, и, следовательно. 
параллелограм будет описан вокруг фигуры АОУЕ, имея стороны, парал- 
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ельные двум данным прямым линиям вр, 11 на плоскости фигуры АОХЕ, 
ересекающимся друг с другом, что и требовалось построить. 


ЗАДАЧА Ш. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш < 


в. любого тела описать параллелепипел, противоположные 
плоскости которого параллельны трем заданным плоскостям, пересе- 
кающимся между собой. 

Пусть дано какое угодно тело АСВО, а внутри него три плоскости 
АСВО, АВ и СО, из которых побые две пересекаются между собой. Требуется 
вокруг тела АСВО описать Па- 
раллелепипел, противополож- 
ные плоскости которого парал- 
лельны указанным выше плос- 
костям. Проведем две парные 
касательные плоскости К УК“ 
занному телу, взятые по отно- 
шению к Любой ИЗ пересе- 
хающихся плоскостей АСВ, 
АВ, СВ, й продолжим их до 
тех пор, пока они не пересе- 
кутся лруг © другом; пере- 
сечься же они должны, так как 
они параллельны плоскостям, 
пересекающимся между собой. 
Тело ХЕ, ограниченное этими \| С 
плоскостями, и будет парал- ны 
лелепипелом, так как противоположные плоскости его параллельны Друг 
другу. Эти плоскости касаются тела АСВО, как, например, в данном случае 
в точках А, С, В, ЮО, ЕЁ, Х; поэтому параллелепипед будет описанным 
вокруг Тела ДЕР. в 99 жж время он будет иметь противоположные 
плоскости, параллельные пересекающимся между собой данным плоскостям, 
что и требовалось построить. 


СХОЛИЯ 


м случиться, что указанная 8 предыдущем предложении 
1\\ фигура сама по себе есть параллелограм и что теми пересекающи- 
инся между собой прямыми линиями, которым должны быть па- 
раллельны стороны описываемого вокруг тела параллелограма, Яв^ 
ляются сами эти стороны параллелограма; в этом случае один 
п той же параллелограм будет и тем, который описывают, и тем, 
вокруг которого описывают. То же было бы и в том случае, если 
бы тело АСВО было параллелепипедом, а описываемые плоскости 
должны были бы быть параллельны его противоположным плос- 
костям; и в этом случае один и тот же параллелепипед был бы и 
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тем, который описывают, и тем, вокруг которого описывают. Что 
же относится к касанию, то оно в случае плоской фигуры может про- 
исходить по линпи, а в случае тела— и по линий и по плоскостям, 
не говоря о касании только в отдельных точках, о котором дудет 
сказано ниже. 


ТЕОРЕМА 1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ И\ * 


м дана какая угодно фигура или тело и пусть в случае фигуры 


на ней задана прямая линия, а в случае тела — плоскость; какая 
угодно линия, параллельная этой линии, или плоскость, параллель- 
ная этой плоскости, если только она при неограниченном продол- 
жении не коснется указанной фигуры или тела в вершине, взятой по 
отношению к указанной линии или плоскости, лежит или вся вне 
указанной фигуры или часть ее лежит внутри фигуры, но в послед- 
нем случае эта линия или плоскость непременно пересечет фигуру 
или тело. 

Пусть пана фигура САКВ и на ней прямая АВ; пусть одной из 
вершин, взятых по отношению к АВ, будет точка С и пусть существует 
прямая НМ, параллельная АВ, которая, даже 
будучи продолжена неограниченно, не коснется 
фигуры АКВС в вершине С. Я утверждаю, что 
НМ или вся лежит вне фигуры или пересекает 
ее. Пусть оба эти утверждения неверны. Если бы 
это было возможно, то НМ коснулась бы фи- 
гуры САКВ, но не в С; следовательно, она кос- 
нулась бы в другой точке, скажем, в Е. Тогда Е 
будет вершиной фигуры САВВ, взятой по отно- 
шению к АВ. Но и С — вершина той же фигуры, 
взятой по отношению к той же АВ; следовательно, 

Е если мы проведем через С прямую УМ, парал- 
лельную АВ, то она пройдет через точку Е, 
являющуюся также вершиной по отношению к АВ. Итак, либо УМ пере- 
сечет НМ, что является нелепостью, так как обе линии параллельны одной 
и той же АВ и, следовательно, параллельны также между собой, либо УМ 
пройдет по НМ. Но. в последнем случае НМ пройдет через точку С и 
коснется в этой точке фигуры вопреки условию, что также нелепо. Следо- 
вательно, НМ не коснется фигуры САКВ, но будет целиком находиться вне 
фигуры, если эта прямая ни в одной точке не совпадет с обводом фигуры, 
либо, если НМ пройдет хоть через одну точку фигуры, то уже пересечет 
последнюю, за исключением лишь тех случаев, когда эта точка — одна ив 
тех, которые служат вершинами этой фигуры с той или с другой стороны, 
взятыми по отношению к АВ. Таким же образом мы докажем эту теорему 
и для тел, если под АВ, НМ и УМ будем понимать не прямые линии, 
а плоскости, а под САВВ — тело. ° 
Итак, мы доказали то, что требовалось доказать. 


> 


СЛЕДСТВИЕ 1 


з этой теоремы ясно, что, если провести линию или плоскость 
через какую ‘угодно точку обвода фигуры или тела парал- 
льно той линий или плоскости, по отношению к которой берется 
шина, то (если только взятая точка не есть одна из тех, ко- 
рые названы нами вершинами) эта линия или плоскость пересечет 
гуру или тело. В самом деле, согласно доказанному выше, эта 
ния не может быть касательной, поэтому она всегда пройдет 
экду двумя парными касательными, взятыми по отношению к ре- 
ле, по которой берется вершина, хотя бы мы ее и продолжили 


ограниченно- 
СЛЕДСТВИЕ ЦП 


хсли прямая линия или плоскость пересекает 
- линий или 986 параллельные плоскости, то она пересекает и все 
ромежуточные линий или плоскости, параллельные им, поэтому, 
сли прямая линия или плоскость пройдет через вершину и оСно- 
ание или через 0ве противоположные вершины данной плоской фи- 
уры или тела, то она пересечет и все линий или плоскости, про- 
‘еденные в фигуре или теле параллельно парным касательны?ь, при- 
ем пересечет их внутри фигуры или же пересечет их продолжения 


вне фигуры. 


две параллельные 


ТЕОРЕМА Ц. ПРЕДЛОЖЕНИЕ У 


ро” из какой угодно точки обвода основания цилиндрики, по кКо- 
торому происходит вращение, провести В сторону пилиндрики 
прямую линию, параллельную регуле стороны пилиндрики, То Эта 
прямая линия будет стороной цилиндрики, имеющей это основание. 

Пусть дана цпилиндрика СВ на основании АЕВ; ` 
пусть на обводе этого основания взята произвольная 
от нее в сторону пилиндрики проведена 


точка Е, И 
параллельная линий НМ, являю- 


некоторая прямая ЛИНИЯ, 
щейся регулой стороны цилиндрики; Я утверждаю, что 
эта линия и есть сторона этой цилиндрики. Представим 
себе, что через точку Е проведена сторона цилиндрики, 
скажем, ЕЕ. Очевидно, либо линия, проведенная из Е 
параллельно НМ, совпадет с ЕЕ, в этом случае она ока- 
тороной цилимдрики, либо не совпалдет. Если она 


жется с 
пройдет, 
параллельна НМ, 


например, в направлении ЕС, то, поскольку ЕЁ 
а также ЕС параллельна НМ, и линии ЕЕ и ЕС будут 


параллельны между собой: но ЕЁ И ЕС проведены из одной и ТОЙ же 
точки Е, и в ней они должны пересечься, что нелепо. Итак, прямая линия, 
проведенная из точки Е параллельно НМ, совпадет © ЕЕ, стороной 
цилиндрики. Следовательно, она будет стороной этой нилиндрики, ЧТо и 


требовалось доказать. 


ОПР. ПВ 
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ТЕОРЕМА Ш. ПРЕДЛОЖЕНИЕ М 


уозерхноааь ограниченная замкнутой линией, описываемой той ко- 

нечной точкой стороны цилиндрики, которая не перемещается 
по обводу ее основания“, есть плоская поверхность, на которой 
лежат прямые линии, соединяющие две любые точки описываемой зам- 
кнутой линии. 

Пусть дана какая-либо цилиндрика АЁ, пусть основание ее СОЕУХ, 
сторона МУ, конечная точка последней, не перемещающаяся по обводу 
основания, М; пусть она описывает при вращении замкнутую фигуру МАМН. 
Я утверждаю, что фигура, ограниченная этой замкнутой линией, на которой на- 
ходятся линин, соединяющие две любые точки описанной замкнутой линии, есть 

плоская поверхность, параллельная основанию СОЕБУ; поэтому 
каждая точка этой замкнутой линии находится на указанной 
плоскости. Пусть на этом обводе взята произвольная точка М, 
и через М проведена плоскость МВОЕ, паралллельная основа- 
нию СЕ. Я утверждаю, что все точки описанной замкнутой 
линии лежат на этой плоскости. Пусть они не лежат на этой 
плоскости; тогда какая-нибудь из точек будет лежать вне этой 
плоскости. Пусть это будет точка № Проведем через М сто- 
рону цилиндрики; пусть это будет МР и пусть она пересечет 
` обвод плоской фигуры ВЕ в ‘точке О, а обвод основания — 
в О. Затем пусть через прямые МР и МУ, параллельные друг другу, так 
как они суть стороны цилиндрики, будет проведена плоскость, которая 
пересечет основание по прямой БУ, а плоскую фигуру МВОЕ — по прямой 
ОМ. Соединим точки М и М между собой. Так как параллельные плоскости 
ВЕ и СЕ пересекаются некоторой третьей плоскостью, то линии их пере- 
сечения, а именно ОМ и БУ, будут параллельны друг другу. Но ОБ и МУ 
также параллельны друг другу; следовательно, О\У будет параллелограмом, 
откуда ОР равно МУ. Но МУ равно №), так как обе эти прямые есть сто- 
роны того же цилиндрического тела, откуда ОО равно ОМ, часть равна 
целому, что нелепо. Следовательно, ни одна точка замкнутой линии, опи- 
санной точкой М, не находится вне плоскости, параллельной основанию СЕ. 
В таком случае все они находятся на этой плоскости, и линия их соеди- 
нения №М будет находиться на той же плоскости, что и эти точки. На ней 
же равным образом будут лежать и прямые, соединяющие две любые точки 
той же замкнутой линии; поэтому фигура, имеющая такой обвод, есть ‘плос- 
кая поверхность, пар&нлельная основанию СЁ, что и требовалось доказать. 
Эти фигуры называются парными основаниями цилиндрики. 


СЛЕДСТВИЕ 


не из допущения, что МВОЕ есть плоская поверхность, па- 
раллельная основанию, и проведя плоскость через стороны ОО а 
МУ, мы доказали, что ОУ — параллелограм. На этом основании мы, 
зная, что МАМН есть плоская поверхность, параллельная осно- 


ва! 
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КО. 
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ка. 


=. 


званию СЕ, ий проведя через стороны какую угодно плоскость, секушую 
нилиндрику, покажем таким же образом, что фигура, образуемая 
внутри цилиндрики проведенной нами секущей плоскостью, евть па- 
раллелограм в том случае, когда эта плоскость проходит только 
через две стороны цилиндрики, и— параллелограмы в том случае, 
когда эта плоскость проходит более чем через две стороны, не 
касаясь, однако, тела ни по одной из этих сторон. 


ТЕОРЕМА 1\. ПРЕДЛОЖЕНИЕ УП 


сли две плоскости, проведенные через стороны цилиндрики И не 
№ параллельные между собой, пересекут эту цилиндрику или будут 
касаться ее и если их продолжить до пересечения друг © другом, 
то линия их пересечения будет параллельна сторонам цилиндрики. 

Пусть дана некоторая цилиндрика ЕС, через стороны которой прове- 

дены две плоскости, не параллельные между собой, которые продолжены до 
пересечения друг < другом; пусть эти плоскости — АМ и ОМ и пусть линии 
пересечения их с парными основаниями цилиндрики Е@ — прямые АС, НМ, БЕ, 
5М. Тогда АМ и РМ будут параллелограмами. Предста- 
зим себе, что плоскости неограниченно продолженных 7) 
парных оснований Е, и СК пересекаются с плоскостями Ё 
указанных параллелограмов, также неограниченно продол-' Е 
женных, по прямым АВ, ОВ, НО, $0, причем. сами пло- 
скости этих параллелограмов пересекаются между собой 
по прямой КО. Я утверждаю, что ЮО параллельно сто- 
роне цилиндрики ЕО. Соединим точки С и Е, Ми № _К 
прямыми СЁ и ММ. Так как СЕ и ММ соединяют между | 
собой концы равных И параллельных друг друту сторон Н 
цилиндрики СМи ЕМ, то и самые прямые СЕ и ММ 
будут равны и параллельны друг другу. Но и прямые СК и МО парал- 
лельны друг друтУ» следовательно, угол ЕСК будет равен углу ММО. Таким 
же путем докажем, что и угол СЕК равен углу ММО, откуда следует, что и 
прямые СК И МО будут равны и параллельны друг другу*. А если так, то и 
прямые, соединяющие их концы, т. е. ВО и СМ, будут равны и параллельны 
друг другу. Но СМ есть сторона цилиндрики ЕС; следовательно, КО — линия 
пересечения двух плоскостей, пересекающих указанную пилиндрику, — будет 
параллельна его сторонам. То же мы докажем и для того случая, когда 
линия пересечения плоскостей окажется внутри цилиндрики. Если же она 
окажется на поверхности, то очевидно, что эти плоскости могут пересе- 
каться не иначе, как по стороне пилиндрики, так как секущие плоскости 
проведены через стороны, а любая сторона цилиндрики параллельна осталь- 
ным сторонам того же тела. Итак, где бы плоскости, проведенные через 
стороны цилиндрики, ни оказались пересекающимися, линия Их пересечения 
всегда будет параллельна сторонам цилиндрики. Этот вывод будет верен И 
для касательных плоскостей, что и требовалось доказать. 
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ТЕОРЕМА У. ПРЕДЛОЖЕНИЕ УШ | " 


Если любая цилиндрика. будет пересечена параллельными плоско- 
стями, проведенными через стороны ее, то фигуры, образуемые | 
этими плоскостями внутри цилиндрики, будут параллелограмами с | 


одними и теми же углами. НР + | 
Пусть дана ‘любая цилиндрика ВЕ, рассеченная параллельными“ друг 


другу плоскостями, проведенными через ее стороны. Пусть фигура, обра- . 
| зованная” одною из этих плоскостей в цилиндрике АЕ т 

есть параллелограм ВН, а другою — параллелограмы АМ : 

и ОР. Я утверждаю, что все. эти. фигуры имеют одни и | 

те же углы. То; что эти фигуры — параллелограмы, оче- + 


СЛЕП. ИЗУ! 


в НИИ видно, так как. секущие. плоскости проходят через сто- 


п 
роны тела. Но очевидно также, что они имеют одни и \ 
те же углы, так_как в_параллелограме АМ сторона АБ Е 
параллельна стороне ВО, а АР — стороче ВС, так как это — В 

линии пересечения плоскости АВСК и параллельных друг с 
другу плоскостей АМ и-ВН. Поэтому угол РАО равен Н 


НАЧ углу СВО; а. значит, параллелограмы АМ и ВН равно- т 
угольны. Тем же снособом мы покажем, что и патал- Е 
лелограмы ОЕ и ВН равноугольны, откуда: заключим, что равноугольны и С: 
параллелограмы АМ и ОБР, что и требовалось доказать. Е: г. 
СЛЕДСТВИЕ те 
< А . у 7 СК 
сли же мы представим себе, что плоскоспир парных ‘оснований п 
Е цилиндрики АЕ продолжены таким образом, что они пересекутся ОН 
плоскостью, проведенной через стороны АБ, РМ, ОМ, ВЕ по прямым пл 
АР и ПЕ, части которых останутся вне цилиндрики, именно РО мс 

и ММ, то: очевидно, что и параллелограм РМ, который образуется 
вне цилиндрики, а также и тот параллелограм, который -полу- пл 
чается из соедцнения параллелограмов АМ, РМ и ОР, т. е. 9и- НИ. 
гура. АЕ, также будут равноугольны с упомянутыми выше па- те) 
раллелограмами. | ле: 
| ’ МЫ 
ТЕОРЕМА УТ. а 1Х. па[ 

| | 

сли плоскость, параллельная плоскости, проведенной через сто- прь 
Е. роны цилиндрики, будет касаться этого тела, то касание произойдет сто 
по прямой линии или по прямым линиям, которые будут сторонами _ угл 
этой же цилиндрики. Если же она будет касаться по плоскости или дов 
по плоскостям, то плоскости касания будут параллелограмами, равно- пар 
угольными с параллелограмом, проведенным через стороны’ тела. ИДИ 
Пусть дана цилиндрика АС и`пусть через ее стороны проведена пло- И ЛИ 
скость, образующая внутри этого тела параллелограм АС. Пусть теперь ии 


114 проведена другая плоскость, параллельная этой плоскости и касающаяся тре 


цилиндрики АС. Я утверждаю, что касание этой плоскости произойдет или 
по прямой линии, или по прямым линиям, которые будут сторонами нилин- 
дрики АС, или же, если плоскость коснется тела по плоскости или по пло- 
скостям; тб плоскости касания будут параллелограмами, равноугольными 
с АС. Сначала разберем первый случай, когда касание происходит не по 
плоскости. Так как плоскость касается цилиндрики, то должна существовать 
некоторая часть поверхности цилиндрики, общая и этому телу и касатель- 
ной плоскости. Пусть это будет точка О, ‘находящаяся и на касательной 
плоскости и на цилиндровидной поверхности, и пусть 

через точку -О. проведена сторона цилиндрики, каковою у Е Е 
будет ЕМ. Я утверждаю, что вся прямая ЕМ находится 
на плоскости, касающейся цилинлрики. в точке. О и 
параллельной плоскости АС. Проведем- через» М -вря: 
мую ХК, параллельную ВС. Так -как-ХК параллельна 
ВС, а ЕМ параллельна АВ и ШОС, то и плоскость, про- 
веденная через ЕМ и ХК, будет нараллельна плоско- 
сти АС. Но плоскость, касающаяся цилиндрики в точке О, 
параллельна плоскости АС и. проходит через ту же 
точку О, что.и плоскость, проведенная через. прямые 
ЕМ и ХК. Следовательно, обе эти плоскости в дей- 
ствительности —— одна и таже. плоскость. Но ЕМ лежит 
в плоскости, проведенной через ЕМ и ХК; следовательно, ЕМ* лежит на 
плоскости, параллельной. АС и касающейся сцилиндрики. АС; следова- 


выл 


тельно, эта плоскость касается цилиндрики. по прямой ЕМ. Если эта пло- 


скость коснется цилиндрики АС еще и в другой точке на. цилиндровидной 
поверхности, не лежащей: на, прямой ЕМ, то мы. могли бы доказать, что 


она коснется тела по стороне, проходящей через эту точку; в этом случае 
плоскость коснется цилиндрики более чем по одной. его. етороне, что 
может случиться. ев 


Теперь. разберем - второй случай, когда «плоскость коснется: тела по. 


плоскости же. Возьмем на плоскости касания какую угодно точку; каса- 
ние произойдет по стороне -тела,‚ проходящей через эту. точку. Следоваг 
тельно,. плоскость касания такова, что все прямые, проведенные има ней парал+ 
лельно ЕМ,-являются сторонами. цилиндрики АС и, сверх того, все эти пря: 
мые равны ЕМ, а следовательно, поверхность, на которой они лежат, будет 
параллелограмом. я Е УВЕ 
Итак, плоскость касания. в этом. случае будет нараллелограмом .и 
притом с теми же.углами, что и параллелограм АС. Действительно, = его 
стороны нараллельны сторонам параллелограма АС и поэтому заключают 
углы, равные углам, заключенным между сторонами параллелограма АС; сле- 
довательно;, эти. параллелограмы равноугольны. Итак, касание плоскости, 
параллельной плоскости, проведенной через стороны, цилиндрики, произойдет 
или по стороне, или по сторонам той- цилиндрики, которой она коснется, 
или по параллелограму, или, по параллелограмам, лежащим на его поверхности 
и имеющим те же углы, что и плоскость, проведенная через стороны, что и 
требовалось доказать. | 


й 
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СЛЕДСТВИЕ, 


(ое2юда получается, что линии пересечения касательной. плоскости 
и продленных плоскостей парных оснований цилиндрики, каковы УЕ 
и ХЮ, параллельны между собой и касаются этих оснований, 
а именно УЕ основания ЕАО, а ХВ основания МВС. 


ТЕОРЕМА УП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х 


си цилиндрика будет рассечена каким бы то ни было образом вдоль 

сторон ве, то она рассечется секущими плоскостями на Цилин- 
дрики же; если же она будет рассечена плоскостями, пересекающими 
все стороны тела и параллельными между собой, то тело, ограниченное 
образованными внутри данной цилиндрики фигурами и заключенной 
между ними цилиндровидной поверхностью, будет также цилиндрикой. 

Пусть цилиндрика АЕ будет рассечена каким бы то ни было образом 
вдоль сторон. Я утверждаю, что она рассечется на цилиндрики же. Пусть 
параллелограмы, образованные внутри цилиндрики АЕ секу- 
щими плоскостями, будут АЕ и МЕ. Так как АЕ есть парал- 
лелограм, то, если в нем провести прямые, параллельные 
АО и НЕ и кончающиеся на линиях АН и ПЕ, то каждая 
из них будет равна АО и НЕ, и все они будут равны и 
параллельны регуле стороны цилиндрики АЁ, откуда полу- 
чится что АЕ — цилиндровидная поверхность*, описанная 
АО, стороной цилиндрики АЁ, а следовательно, тело АКХЕ 
будет цилиндрикой. Таким же способом мы докажем, что 
тела АМНОУЕ, МИНУЕ — цилиндрики. Итак, такими плоскостями цилин- 
дрика АЕ всегда рассекается на цилиндрики, в чём и заключается первая 
часть этой теоремы. 

Теперь пусть цилиндрика будет пересечена двумя какими угодно пло- 
скостями, параллельными между собой и пересекающимися со всеми сторо- 
нами тела. Пусть эти плоскости образуют внутри цилиндрики фигуры ВМОК 
и СОЕГ.. Я утверждаю, что тело, ограниченное этими фигурами и заключен- 
ной между ними цилиндровидной поверхностью, будет цилиндрикой. Пусть, 
кроме этих плоскостей, будут проведены еще какие угодно плоскости ВДОЛЬ 
сторон цилиндрики АЁ, каковы плоскости АЕ и МЕ. Они пересекут фигуры 
ВМСК и СОЕГ, по прямым В@, СЕ, № и ОК. Линии пересечения такой пло- 
скости с фигурами ВМОК и СОРЬ, каковы, с одной стороны, Ва и СЬ, 
с другой — №6 и ОР, будут, очевидно, попарно параллельны между собой; 
но и прямые ВС, МО, СЕ параллельны между собой; следовательно, ВЕ и МЕ 
будут параллелограмами, а их стороны ВС, СЕ и МО будут равны и парал- 
лельны друг другу. Следовательно, если какая-либо из них, как, например, 
СЕ, будет взята за регулу стороны цилиндрики, то поверхность, заключенная 
между двумя фигурами ВМСК и СОРЕ, окажется описанной одной из сторон 
ВС или МО, пробегающей1 по обводу фигуры СОРЁ, оставаясь все время 


РРР РР иж ие тои 


1 Подразумевается: другим концом. С. Л 


параллельной прямой ОЕ, до тёх пор, пока не вернется к исходной точке. 
Итак, это будет цилиндровидная поверхность, парными основаниями которой 
будут фигуры ВМОК и СОРТ, а тело, заключенное между ними, будет 
цилиндрикой, что и составляло вторую часть теоремы, которую мы должны 
были доказать. 


ТЕОРЕМА УП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ %Х1 . 


еее основания любой цилиндрики подобны и равны друг другу* 
и одинаково расположены. 

Пусть дана цилинлрика РМ, парные основания которой АРК и ДОМ. 
Я утверждаю, что эти основания подобны, равны и одинаково расположены. 
Проведем любые две парные касательные 
плоскости к цилиндрике РМ, параллель- 
ные некоторой плоскости, проходящей 
через стороны; пусть линиями пересечения 
этих касательных плоскостей с продолже- 
ниями парных оснований будут, с одной 
стороны, прямые УЕ, ХГ., а с другой — 
АВ и 70; пусть каждая из этих каса- 
тельных плоскостей касается тела либо 
по одной стороне его, либо по сторонам, 
как, например, по УХ, АХ, либо по плос- 
костям, которые будут параллелограмами. 
Пусть указанные выше плоскости и ЛиИ- 
низ пересечения продолжены неограни- 
ченно и пусть на любой из указанных 
линий пересечения, как, например, на АВ, 
будет взята любая точка В; пусть в плос- 
кости этих линий пересечения будет проведена до парной касательной плос- 
кости произвольная прямая ВЕ, пересекающая эту парную ‹асательную плос- 
кость в точке Е. Пусть, далее, через В в касательной плоскости будет про- 
ведена прямая ВС, параллельная одной из сторэн цилиндрики РМ. Представим 
себе теперь, что через ЕВ и ВО будет проведена плоскость, которая пересечет 
другую касательную плоскость по прямой ЕЁ, а плоскость, проведенную через 
73 и ХИ, по прямой СТ.. Прямые ВЕ и СЁ будут параллельны между собой, 
равно как и В@ и ЕЁ, и, следовательно, фигура ЕС будег параллелограм- 
Пусть теперь между указанными парными касательными плоскостями будет 
проведена плоскость, параллельная этим плоскостям и пересекающая цилин- 
дрику РМ по сторонам ее. Пусть стороны, по которым она пересекает тело, 
будут РО, С ЕМ, КМ и пусть при продолжении она пересечет плоскость Е@а 
по прямой РН, плоскость, проходящую через АВ и УЕ, по прямой РО и, 
наконец, плоскость, проходящую через 7О и ХГ, по прямой ОН. Тогда ОН 
будет параллельва ВС, но ВС параллельна одной из сторон цилиндрики; 
значит, и ОН будет параллельна КМ, ЕМ, СЬ РО. Следовательнь, РТ, 
СМ, ЕМ, КН, ЕН, ОС будут параллелограмами, а их противоположные сто- 
роиы будут равны между собой, а именно ЕР будет равна ГН, ОВ будет 


ОПР. Ш 


СЛЕД. ИЗ1 
ЭТОЙ КНИГИ 


1х этой 
книги 


СОГЛАСНО . 
СЛЕДУЮЩЕЙ 
ЗА ЭТИМ 

ПРЕД. ЛЕММЕВ 


Хх кН. Хх! 
„НАЧАЛ“ 


ОПР. Х 


ЕСЛИ РАВНЫ 
СХОДСТВЕН- 
НЫЕ ЛИНИИ, 
ТО РАВНЫ И 
ПОДОБНЫЕ 
ФИГУРЫ И 
НАОБОРОТ. 
ЭТО БУДЕТ 
ПОКАЗАНО 
НИЖЕ, СЛЕД. 
ИЗ ХХ\, НЕ- 
ЗАВИСИМО 
ОТ ЭТОГО 
ПРЕД. 


ОПР. Х, О 


х кн. П 
„НАЧАЛ" 


118 


равна НС, ОК будет равна МН, РЕ будет равна НМ, ОС будет равна Ш и, 
наконец, ОР будет равна НО. Прямые ВЕ и СГ. проведены межлу парными 
касательными фигур АРК и'2ОМ№. под’одним и”тем же углом: и с.той же сто- 
роны, так как угол ВЕ\У равен углу ОГХ, ввиду того что ВЕ параллельна СТ, 
а Е\ параллельна Г.Х. Прямые же ВЕ и СЁ разделены сходственным образом 
в точках Ри Н прямыми Ри ОН, параллельными парным касательным, хотя 
они проведены произвольным образом, ио тем не менее, оказывается, что, их 
отрезки, лежащие между ОГ и ВЕ с той же‘ стороны и взятые в том же 
порядке, относятся, как ВЕ к СГ. В самом деле, поскольку ОК равна НМ, 
а ВЕ равна СГ, получаем, что ВЕ так относится к СТ, как ОК к НМ; можно 
показать, что таким же образом относятся ОЕ к НМ; ОС к Н; ОР к НО, 
так как эти отрезки равны между собой. То же можно доказать и для других 
прямых, которые сходственным образом, разделят прямые ВЕ и О[.. Отсюда 
следует, что фигуры АРК и 7ОМ подобны, и так как их сходственные линии 
РС и О! ЕК и ММ равны друг другу (то же можно доказать тем же спо- 
собом и для’прочих. сходстеенных линий, так как они всегда являются пар- 
ными сторонами параллелограмов), то фигуры АРК и ДОМ не только подобны, 
но‘и равны друг другу; регулами сходственных линий будут парные каса- 
тельные, а их инцидентами — ВЕ и С[.. Так как, далее, фигуры АРК и 2ОМ 
расположены в параллельных друг другу плоскостях таким образом, что их 
инциденты параллельны между собой, а сходственные линии фигур ДОМ и 
АРК расположены по’одну и ту же сторону от инцидент, а равным образом 
и сходственные части инцидент ВЕ и СЁ, как, например, ВО и СН, распо- 
ложены сходственным образом, то фигуры будут не только подобными и рав- 
ными, но и сходственно расположенными, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


ак. как парные касательные плоскости цилиндрики РМ проведены 

в произвольном направлении и так как линии пересечения их с про- 
должением. парных оснований являются регулами сходственных ли- 
ний этих. оснований, то ясно, что, если мы проведем еще две парные 
касательные плоскости, то мы и в этом случае получим сходствен- 
ные линии тех`же_ фигур, причем регулами будут линии пересече- 
ния уже этих вторых касательных плоскостей с тэми же продол- 
эжженными основаниями: Эти линии пересечения образуют с упомяну- 
тыми выше разные углы, ибо, например, линии плоской фигуры АРК 
будут параллельны линиям плоской фигуры РОМ. Следовательно, 
в парных` основаниях цилиндрик будут находиться сходствен- 


‚ные ливиь взятые, как по регулам, по каким угодно прямым 
= линиям, образующим равные углы с двумя найденными нами какими 


‘угодно регулами тех же сходственных частей. Ипак, прямые, обра- 
зующие с одной и той же стороны равные углы с регулами 
сходственных частей парных оснований цилиндрики, являются 
и сами-регулами сходственных частей тех же оснований. Выше- 
указанным способом можно найти ш инциденты тех же парных 


оснований, а также и парных касательных, ‚ образующих одинаковые 
углы. с указанными выше. 


А - 


ЛЕММА К ПРЕДЫДУЩЕМУ ПРЕДЛОЖЕНИЮ 


Не. убедительности предыдущего предложения нехватает доказательства 

того положения, что плоскость, проведенная между двумя парными каса- 
тельными плоскостями параллельно им, пройдет через стороны цилиндрики; 
очевидность этого легко ‘показать, воспроизведя Тот жё чертеж. Пред- | 
ставим себе, что па обводе одного из парных ‘оснований ‘цилиндрики РМ 

взята точка, например, О на обводе фигуры ДОМ. Я утверждаю, что пло- 

скость, проходящая через О параллельно касательным плоскостям АС и УГ, 

проходит через стороны цилиндрики РМ. Проведем из точки О сторону 

цилиндраки РО и из той же точки О проведем на основании 7Ом прямую 

ОМ, параллельную ХЕ. Ясно, что плоскость, проходящая через РО и ОМ, 

параллельна. плоскости \Т., так как РО параллельна \Х, сторбне. цилиндрики, 

д ОМ параллельна ` ХГ.. Тогда и плоскость, проведенная ‘через О параллельно р 

той же касательной плоскости, пройдет через. прямые РО. и Ом. В самом 

деле, если бы она не прошла через эти прямые, то ‘существовали ‘бы две 

плоскости, параллельные одной и Той же плоскости’ УТ, и, следовательно, 

параллельные друг другу. Но эти плоскости имели бы общую точку О, т. е. 

они пересекались бы в ней, что нелепо. Значит, это не две плоскости, 

а только одна — именно та, которая проведена через точку О параллельно 

плоскости \1., и ‘она непременно пройдет ‘через РО и ОМ. Если же через 

гочки 1, М, М будут проведены стороны цилиндрики [С, МЕ и МК, то все они 

будут. находиться в плоскости, проходящей через РО и ОМ; итак, плоскость, 

проведенная через точку О параллельно плоскости УГ, касательной к цилин- 

дрике, пройдет через стороны РО, СТ, ЕМ и К№, что ит ребовалось. доказать. 


3 


ТЕОРЕМА 1Х. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИП 


В цилиндрика будет` рассечена каким угодно образом плоско- 
стями, проведенными через стороны, то парные основа- 
ния ее разделятся на подобные, равные и сходственно рас- 
положенные фигуры; таковы будут фигуры, расположен- 
ные по одну и ту же сторону от секущих плоскостей. Если 
же то же тело рассечется любым образом параллельными 
друг другу ‘плоскостями, пересекающими все его стороны, 
то фигуры, образуемые внутри цилиндрики, будут подоб- 
ными, равными и сходственно ‘расположенными. | 
Рассмотрим чертеж, приложенный ‘к предложению Х, на 
котором изображены указанные в настоящей теореме плоскости. 
Плоскости АЕ и МЕ пересекают ' цилиндрику, ‘проходя через ее стороны, 
а плоскости ВМО и СОЕ пересекают все ее стороны и параллельны между 
собой. Я утверждаю, что фигуры МАН и Е]\У подобны, равны и сходственно 
. ложены. Это очевидно, так как это—парные основания цилиндрики МНиГ, 
аким же образом мы докажем это и для фигур АМН и ОУЕ, АБН и ОХЕ. 119 
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И, наконец, мы таким же образом докажем, что фигуры ВМОК и СОР 
подобны, равны и сходственно расположены, так как они являются парными 
основаниями цилиндрики ВЕ, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


@х^ ясно, что любая плоская фигура, образуемая при сечении 
тела плоскостью, параллельной парным основаниям цилиндрики, 
подобна, равна и сходственно расположена с этими парными 
основаниями. 


ТЕОРЕМА Х. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХШ 


ви какая-либо цилиндрика будет рассечена плоскостью, прохоля- 
щей через ее стороны, а затем будет еще рассечена плоскостями, 
параллельными парным основаниям этого тела, то линии пересечения 
плоскости, проведенной ‘через стороны, с плоскостями, параллель- 
ными основаниям, будут либо сходственными линиями, либо сход- 
ственными сторонами подобных фигур, образующихся от сечения 
цилиндрики параллельными плоскостями. 
Пусть дана цилиндрика АОМ, парные основания которой АВС и ТЬОЕ. 
и пусть она пересекается плоскостью, проведенной любым образом через 
стороны тела. Пусть эта плоскость образует внутри 
тела параллелограм ВЕ. Пусть, далее, то же тело пере- 
сечено любой другой плоскостью, параллельной парным 
основаниям и образующей внутри тела фигуру УМХО, 
а внутри параллелограма ВЕ — прямую МО. Я утвер- 
ждаю, что прямые ОЕ, МО и ВС являются либо сход- 
ственными линиями, либо сходственными сторонамн 
фигур ТОРЕ, УМО и АВС. Проведем парные касатель - 
ные плоскости цилиндрики АМ, взятые по отношению 
к плоскости ВЁ, проведенной внутри нее, причем ли- 
ниями пересечения одной из этих плоскостей с плоско- 
стями фигур УМО и ТОЕ, образованных в теле, пусть будут ХЗ и МО, а линиями 
пересечения другой из этих плоскостей с теми же плоскостями пусть будут пря- 
мые УР и ТО, и пусть и те и другие прямые будут неограниченно продолжены- 
Взяв на УР любую точку Р, проведем через Р прямую РФ, параллельную СГ. 
Проведем из этой точки в плоскости, проходящей через прямые УР и Х$, любую 
прямую РЗ до пересечения с Х$. Представим себе, что через ОР и Р$ про- 
ведена плоскость, которая пересечет другую касательную плоскость по пря- 
мой $, и что через ОС проведена плоскость, проходящая через прямые То 
и МС. Продолжим прямые МО и РЕ до прямых Р$ и ОС, с которыми они 
пересекутся в точках \ и К. Соединим точки У и К прямой УК. УК и РО 
будут линиями пересечения параллельных друг другу плоскостей УСО и № 
с плоскостью РВ, поэтому они будут параллельны. Но параллельны также 
и РУ и ОВ: следовательно, фигура РЕ будет параллелограмом. Таким же 
способом (как в предложении Х!) мы докажем, что и фигуры УС, РО, МЕ, 
ОВ, МВ — параллелограмы, что угол РЗХ равен углу ОСМ и, наконец, что РЗ 


и ОС являются инцидентами подобных фигур УМО и ТРЕ и их парных каса- 
тельных УР, Х$, ТО и МО. Касательные будут регулами тех же-схолственных 
линий, так как прямые МО и РЕ параллельны им, и, будучи продолжены 
в одну и ту же сторону, делят инциденты Р$ и ОС на одинаковые части. 
В самом деле, РУ равно ОВ, а \$ равно КС. Поэтому МО и БЕ будут схол- 
ственными линиями подобных фигур УМО и ТОР. Эти фигуры могут быть 
рассечены и не одной, а многими сходственными линиями или сторонами; 
в зависимости от положения этих линий по отношению к обводу цилиндро- 
видной поверхности цилиндрики АМ они будут либо сходственными линиями, 
если лежат внутри обвода фигур, сходственными прямыми которых они являются, 
либо сходственными сторонами, если лежат на их обводе, как это бывает, 
когда плоскость, проведенная через стороны, есть плоскость касания одной 
из парных касательных; так было бы, например, если бы речь шла о цилин” 
дрике, парные основания которой АВС и ТРЕ, т. е. если бы мы не прини- 
мали в расчет фигур, отсекаемых линиями ВС и РЕ. В этом случае доказа- 
тельство осталось бы как раз таким же, как это должно быть непосредственно 
очевилно всякому, кто вдумается в этот вопрос. То же самое мы докажем 
для прямой ВС и для любых других, являющихся линиями пересечения пло- 
скостей, параллельных основаниям, и параллелограма, причем мы убедимся, 
что эти линии пересечения являются либо сходственными линиями, либо 
сходственными сторонами фигур, образованных в цилиндрике плоскостями, 
параллельными основаниям, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА Х1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ 


сли две фигуры, не лежащие в одной и той же плоскости, подобны, 
равны* и сходственно расположены, то они будут служить проти- 
воположными основаниями для некоторой цилиндрики. 

Пусть даны две подобные и равные фигуры’. АОТО и ЕОМС, не 
лекащие в Одной и ТОЙ же плоскости и сходственно расположенные. 
Я утверждаю, что они будут служить противополож- 
ными основаниями для некоторой цилиндрики. Так 
как они сходственно расположены, они должны 
быть параллельны друг другу и их инциденты также 
должны быть параллельны друг другу. Проведем 
парные касательные фигуры АОТО, каковы ТР и АВ, 
и фигуры ЕБМС, каковы ЕН и №; эти касательные 
являются в то же время регулами сходственных ча- 
стей тех же подобных фигур. Пусть инциденты этих | 
касательных и подобных фигур — параллельные друг 
другу линии ВР и НЕ. Поскольку они являются 
инцидентами подобных фигур АТ и ЕМ и проведен- 
ных к ним парных касательных, Эти инциденты и касательные образуют 
между собой равные углы с одной и той же стороны; следовательно, 
угол ВРТ будет равен углу НЫХ, и, следовательно, также РТ будет парал- 
лельна ГМ, а ВА параллельна ЕН. Соединим точку В с Н и точку Р с Г. 


ОПР. Х, В 
ЭТОЙ КНИГИ 


ОПР, Х. С 
этой книги 


ОПР. Х, О 


СЛЕД. ИЗ 1 
этой книги 


ОПР. Х, р 


ОПР. Х, В 


СОГЛАСНО 
ОБРАТНОЙ 
ТЕОРЕМЕ Х 
КН. ЦП НА- 
ЧАЛ* 


121 


Хх КН. У! 
„НАЧАЛ“ 


ХУ КН. Х1 
_НАЧАЛ® 


ОПР. 


Ш 


Так как АТ и ЕМ подобны и равны,. тои, сходственные прямые их будут 
также равны; но инциденты ВР и НГ. относятся друг. к другу, как сход- 
ственные прямые, - что доказывается в следствии [ из приводимого ниже пре- 
дложения ХХИ, доказываемого независимо от настоящего предложения. Сле- 
довательно, ВР и НГ будут равны друг другу; кроме-того, они параллельны 
друг другу;. значит, ‚прямые ВН и. РЁ, соединяющие их ковны, будут равны 
и параллельны друг другу. Разделим инциденты ВР.и НЫ сходственным обра- 
зом-и с одной и той ‘же стороны в точках Е, М, С, К, и пусть будут соеди- 
нены Е с Си М с К. Тогда МР будет равна КГ, ЕМ бу; цет равна СК, ВЕ 
будет равна НО. В самом деле, поскольку ВР. и НЫ деля тся, сходственным 
образом в этих точках, их части относятся, как целые линин; _но так как 
эти линии равны между собой, то и сходственные прямые равны между собой; 
прямые, соединяющие их концы, РГ, МК, ЕС и ВН, также будут равны и 
параллельны друг другу. Пусть из точки К к фигуре ЕМ будет проведена 
прямая КВ, параллельная М.. Так как МК, параллельна.РГ, а КК. параллельна 
МГ, то плоскость, проходящая через прямые МК, КК, параллельна плоскости, 
проходящей через прямые РГ. и. Ы№. ‚Эта плоскость, проходящая через МК 
и КК, перэсечет продолжение п. тоскости АТ по прямой ЗМ. Соеди ним СВ 
и У с!. Тогда ЗМ будет. параллельна .ТР, регуле сходственных прямых 
фигуры АТ; или соответственно ВК будет параллельна МГ, регуле сходствен- 
ных прямых фигуры ЕМ; они _пересекут ‘инциденты. ВР и НГ. сходственным 
образом с одной и той же стороны в точках М и К; ‘слеловательно, 5У и 
Ю! будут сходственными прямыми указанных подобных и равных фигур, 
а потому равны друг другу, как-и. УМ будет равна К. Кроме того, эти пря- 
мые параллельны, а следовательно, прямые, соединяющие их концы, равны 
и параллельны друг другу, именно прямые $К, У! и МК. Но МК параллельна 
и равна РГ, следовательно, 5К и УГбудут равны и параллельны РГ.. Таким же 
образом, проведя через ЕС плоскость, параллельную плоскости ТГ, которая 
нересечет плоскости ‘образованных В теле фигур АТ и ЕМ по прямым ОЕ 
и ОС, мы докажем, что прямые ФО, ОС являются сходственными прямыми 
подобных и равных друг другу фигур АТ и ЕМ и поэтому равны друг другу, 
как и прямые ОЕ, СС. Поэтому, если ‘соединить точки © < О и О СС пря- 
мыми, эти прямые будут равны и параллельны ЕС, а следовательно, и РГ. 
Так же мы будем поступать и с прочими плоскостями, проводимыми между 
плоскостями ТГ, и АН параллельно им", и в каждом случае докажем, что 
прямые, соединяющие концы сходственных линий тех же фигур АТ и ЕМ, 
и и параллельны РГ; так что если принять за регулу Р!., то все эти 
оздинительные линии окажутся находящимися на некоторой поверхности; 
далее, если прямая линия будет передвигаться по этой поверхности таким 
образом, чтобы она все время оставалась параллельной прямой Р|., равной 
ей, то концы ее будут всегда оставаться на обводах фигур АТ и РЕМ. 
Следовательно, это будег поверхность цилиндрики, парными  осно- 
ваниями которой булут фигуры АТ ин ЕМ. "Итак, АТ и ЕМ суть парные 
основания некоторой цилинлрики (именно ‘такой, стороной которой является 
любая из прямых ОБ, $К, У, ОС, что мы и должны были дока- 
зать. 


ТЕОРЕМА ХИ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ 


еподвижная точка, через которую проходит сторона коники при 
Н ее вращении, есть единственная вершина коники, взятая. по отно- 
шению к ее основанию. | | киа к 
Пусть ‘дана коника АВО; пусть ее основание ВО; пусть.точка назсто- 
роне коники АВО, остающаяся неподвижной при вращении этой стороны по 
обводу основания, есть А. Я утверждаю, что А есть единственная вершина 
коники АВО, взятая по отношению к основанию ВО. Представим себе, что через 
точку А проведена плоскость, параллельная основанию; я утверждаю, что-эта 
плоскость коснется коники только в точке А. Если возможно обратное, то 
пусть она коснется или пересечет данное тело в двух точках, Е 
скажем, в Си А. Тогда ссединительная прямая АС будет нахо- 
диться на конусообразной поверхности, и так как она про- 
ходит через точку А, то вращающаяся сторона коники раньше 
или позже совпадет с этой прямой АС, скажем, в положе- 
нии АВ. Итак, АВ будет находиться в плоскости, проведенной 
через точку А параллельно ВР, и так как сторона АВ при 
неограниченном продолжении пересечется. с основанием, то и 
указанная плоскость, параллельная основанию, будучи неограни- 
ченно продолженной,. пересечется с основанием. Однако’ это. нелепость; 


следовательно, плоскость, проведенная через А параллельно основанию ВО, . 


не коснется и не пересечет коники в иной точке, чем А. Итак, А будет 
единственной вершиной этого тела в отношении ‘основания ВО, что и требо- 
валось доказать. 

СХОЛИЯ 


К мы в дальнейшем будем говорить о вершине какой-либо коники, 
_^ мы всегда будем иметь в виду вершину, взятую по отношению 
к основанию, т. е. точку на стороне коники, остающуюся нено- 
движной при вращении этой стороны, кроме тех случаев, когда 
будет дано иное объяснение. 


ТЕОРЕМА ХШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ! 


сли коника будет рассечена любым образом плоскостью, прове- 
денной через ее вершину, то фигура или фигуры, образуемые 
внутри тела, будут треугольником или треугольниками. 

Пусть любая коника АВЕ будет рассечена 
плоскостью, проведенной произвольным образом 
через вершину, и пусть эта плоскость образует внутри 
тела фигуру или фигуры АВС, АЕЕР. Я утверждаю, 
что эти фигуры — треугольники. Пусть линией пере- 
сечения этой плоскости и продолженной плоскости 
основания будет вся линия ВЕ; пусть часть ее СЕ 
остается вне основания. Очевидно, ВЕ — прямая линия. Я утверждаю, что и АВ, 
АС, АЕ и АЕ — прямые линии. Если АВ не прямая линия, то пусть в плоскости 
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фигуры АВС будет проведена прямая АОВ. Прямая АОВ, соединяющая точку В 
с вершиной коники, есть, очевидно, сторона коники АВЕ, а следовательно, она 
. находится на конусообразной поверхности. Но в то же время она находится 
и на плоскости фигуры АВС; следовательно, она совпадает с линией пересе- 
чения плоскости с поверхностью, т.е. с АВ, откуда следует, что АВ прямая 
линия. Таким же образом мы покажем, что и линии АС, АЕ, АР прямые, 
а следовательно, АВС треугольник, как ин АЕР, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


и же образом мы уясним себе, что фигуры, образующиеся вне 

коники, суть треугольники, как в данном случае АСЕ, а равно и 
те фигуры, которые получаются из соединения этих Фигур, как 
в данном случае АВЕ, также суть треугольники. 


ТЕОРЕМА ЖУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУП 


сии коника будет рассечена какими угодно плоскостями, прохо- 
дящими через вершину, то эти плоскости разделят ее на коники же. 
Если же она будет рассечена какими угодно плоскостями, пересе- 
кающими все ее стороны, то отсеченные от нее тела, заключенные 
между сечением и вершиной, равным образом будут кониками, 
а основаниями этих тел будут фигуры сечений *. 

Пусть дана какая угодно коника АМУ, рассеченная плоскостью, про- 
веденной в любом направлении через вершину. Пусть эта плоскость образует 
: внутри тела треугольник АСО. Я утверждаю, что этой секущей плоскостью 
тело будет разделено на коники АСУР и АСМО. В самом 
деле, если мы представим себе, что сторона треуголь- 
ника АСО, скажем, АС или АО, проходящая при своем 
вращении через неподвижную точку А, неограниченно 
продолжена и перемещается по прямой СО, то она опишет 
поверхность треугольника АСО, представляющую по 
своему типу конусообразную поверхность; но и остальная 
часть поверхности тела АСУО, опирающаяся на обвод 
СУП, описана таким же образом; поэтому и вся поверх- 
ность есть конусообразная поверхность, описанная сто- 
роной АС или АО, перемешающейся по обводу фигуры 
СУ. Итак, АСУ окажется коникой, основанием кото- 
рой будет фигура СУБ, а вершиной А. Таким же способом мы покажем, 

что и АСМО есть коника, имеющая основанием СМР, а вершиной А. 
Теперь пусть тело будет рассечено какой угодно плоскостью, пере- 
гекающей все стороны коники АМУ, и пусть эта плоскость образует в нем 
фигуру ВМЕО. Я утверждаю, что АМО есть коника, основанием которой является 
фигура ВМЕО, а вершиной А. В самом деле, сторона коники АМУ, обрз- 
зующая конусообразную поверхность, перемещаясь по обводу основания 
СМОУ\, перемещается также и по обводу фигуры ВМЕО и описывает опи- 
рающуюся на нее, как на основание, конусообразную поверхность. Итак, 
124 говерхность, заключенная между фигурой ВЕ и вершиной А, есть конусооб- 
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разная поверхность, а тело, ограниченное ею и плоской фигурой ВМЕО, будет 
коника, имеющая основанием фигуру ВМЕО, а вершиной А, что и требова- 
лось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


(©) 2еоа следует: если плоскость проходит через вершину коники 

и через какую угодно прямую линию, проведенную внутри основа- 
ния коники, и если то же тело рассечено другой плоскостью, пересе- 
кающей все стороны этого тела, то линия пересечения этих двух пло- 
скостей окажется внутри фигуры, образованной в конике плоскостью, 
пересекающей все стороны этого тела. Это очевидно при взгляде на 
конику АСО, которая рассечена плоскостями АСР и ВМЕО, линией 
пересечения которых служит ВЕ. Я утверждаю, что если СО нахо- 
дится внутри фигуры СМРУ, то и ВЕ окажется внутри фигуры 
ВМ№МЕО, так как АСУ коника и так как ее стороны не совпадают 
друг с другом ни в какой точке, кроме А; поэтому ВОЕ предста- 
вляет собой некоторую фигуру, точно так же как и ВМЕ, и, следо- 
гвательно, ВЕ лежит внутри фигуры ВМЕО. 


ТЕОРЕМА ХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУШ 


Е ® провести плоскость через вершину коники и через прямую, 

касающуюся ее основания, то эта плоскость коснется коники по одной 
или нескольким прямым линиям, которые будут сторонами коники, 
или же по плоскости, проходящей через стороны этого тела, которая 
будет треугольником, или же по нескольким треугольникам. 

Пусть дана коника, вершина которой А, а основание ВСЕ, и пусть 
ее касается прямая РЕ в точке или в нескольких точках, или по линии. 
Я утверждаю, что плоскость АШЕ касается указанной 
коники по прямой или по нескольким прямым линиям, А 
или по плоскости, каковая будет треугольником, про. 
ходящим через стороны тела. Пусть РЕ касается фи- 
гуры ВСЕ в точке В и пусть будет проведена через 
точки Аи В прямая АВ. Пусть, далее, через АВ и ОЕ 
проведена плоскость. Очевидно, АВ будет стороной 
коники АСЕ, так как сторона, проходящая при враще- 
нии через В, совпадает с прямой АВ (иначе поверх- 
ность замыкалась бы двумя прямыми линиями *). Следова- 


тельно, АВ находится на конусообразной поверхности, 
но она лежит также и на плоскости, проходящей через А и ОЕ, и поэтому 


находится одновременно и на конусообразной поверхности и на плоскости, 
проходящей через А и ОЕ. Но ни одна точка прямой АВ не находится внутри 
конусообразной поверхности *, следовательно, плоскость, проведенная через 
АВ и ОР, касается коники по прямой. Таким же образом мы докажем, что эта 
плоскость касается коники и по каким угодно другим сторонам, исходящим 
из точек касания прямой ОЕ; если таких точек несколько, то и плоскость 
касается тела по каждой из линий, проведенных к этим точкам; если же 
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прямая касается основания по линии, то и касание плоскости, проведенной 
через АВ и ОЕ, будет происходить по каждой из прямых линий, которые 
можно провести от прямой такого касания к вершине А. Но эти линии лежат 
все на треугольной плоскости, основанием которой служит линия касания, 
а вершиной по отношению к этому основанию точка А. Итак, касание пло- 
скости, проведенной через АВ и РЕ, произойдет либо по одной или несколь- 
ким прямым линиям, либо по плоскости, которая представит собой или тре- 
угольник, или несколько треугольников. Однако такая плоскость нигде не 
пересечет конику. В самом деле, если бы она пересекла тело, то некоторая 
точка` такой плоскости, проходящей через АВ и РЕ, оказалась бы внутри 
конусообразной поверхности*. Пусть это будет точка 1. Тогда прямая АГ, 
соединяющая эту точку с А, будучи продолжена до основания, пересеклась бы 
с его плоскостью внутри основания, что нетрудно доказать. Но так как АХ 
лежит на плоскости, проведенной через АВ и БЕ, а точка находится, кроме 
того, и на плоскости основания, то эта точка Х будет находиться на линин 
пересечения этой плоскости с основанием, т. е. на прямой ОР. Итак, неко- 
торая точка прямой ОЕ будет находиться внутри основания, а значит, прямая, 
ОЕ должна пересечь основание, а это нелепость. Итак, допущение, что пло- 
скость, проведенная через А и ОЕ, может где-либо пересечь конику, неверно, 
а значит, в указанных выше точках она коснется коники, что и требовалось 
доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


фе следует, что, если коника будет пересечена плоскостью, 

параллельной основанию, то линия пересечения этой плоскости 
с плоскостью; проведенной через вершину и касательную к основанию, 
будет касаться фигуры, образуемой внутри коники плоскостью, 
параллельной основанию. В самом деле, если бы эта прямая пере- 
секла эту фигуру, то и касательная плоскость пересекла бы конику, 
а это — нелепость. 


Ра 


ТЕОРЕМА ХУ! ПРЕДЛОЖЕНИЕ. ХХ 


|еслы конику пересечь плоскостью, параллельной основанию, то обра- 
зованная внутри тела фигура будет подобна’ основанию и сход- 
ственно с ним расположена. 

Пусть дана коника, вершина которой А, а основание ТРЕ, и пусть 
она будет пересечена плоскостью, параллельной основанию, причем внутри 
тела образуется фигура УВО. Я утверждаю, что эта фигура подобна осно- 
ванию ‘и сходственно с ним расположена. Пусть будут проведены две какие 
угодно парные касательные к основанию, скажем, ТН и $Р, неограниченно 
продолженные. Пусть затем через вершину и какую угодно из указанных 
касательных ‘будет проведена плоскость. Это’ будут, очевидно, плоскости, 
касающиеся коники АБР, и они пересекут продолжение плоскости фигуры УВО 
по прямым УК и ХМ, которые будут парными’ касательными фигуры УВО. 
Возьмем затем на’одной из прямых ТН и $Р, скажем, на ТН, любую точку, 


“например Н. Из этой точки проведем‘ ко второй касательной -той же 


фигуры ТОЕ в той же плоскости какую угодно прямую НР, кончающуюся 
на прямой ЗР. Затем представим себе, что через А и НР проведена пло- 
скость, проходящая таким образом, что она-перёсечет плоскости, касающиеся 
коники, по прямым АН и АР, а плоскость, проходящую через УК ихХ\, — по 
прямой КМ. Затем пусть прямая НР в свою очередь разделится на два 
отрезка в точке @ и пусть. из этой лочки будет проведена прямая @), парал- 
лельная ЗР, которая пересечет ебвод основания в точках БР, Б, С, О. Затем 
пусть через вершину А и ‘прямую РО «будет проведена плоскость, которая 
пройдет через Стороны коники и образует: треугольники либо внутри, либо 
вне КоНики, а именно *`АОС, -АСЕ, НВ, 
АЕС. и `пересечет фигуру УВО..Пусть она 
пересёчет продолжение `йлоскости" этой фи-,- ^ 
туры по прямой ВМ“ и пустьсэта прямая 
пересече? * обвод” фигуры УВО в точках 
В, Ю, ГО. И: в этом случае мы получим” тре- 
угольники" АВК, АВТ АЮ, АОМ, сторочы 
которых будут частями“сторон нижних тре- 
угольников, плоскостые же АПС”или пря- 
мой АО’ ‘прямая КМ’ будет  пересечена 
в точке М. Так как плоскости, проходящие 
одна через’ прямые УК и ХМ, другая’ че- 
рез ТН и $Р, параллельны между с0бой`и пересекаются плоскостью АРН, 


то линин пересечения будут параллельны друг другу, т. е. КМ параллельна 


НР, а следовательно, треугольник АММ будет равноуголен треугольнику АСР. 
А в таком случае стороных заключающие равные углы, будут между собой 
пропорциональны; иными ` словами, РС: так относится к СА, как №М к МА. 
Таким же образом мы докажем, что. ев 


АСОИ: МКЪ 
а следовательно, ех аедиаН *, и | 2 


рб : @Н— ММ: МК. 


Итак/”РН и МК разделены сходственным образом с ‘одной и той же 
стороны в точках М и С: Таким же образом докажем, что треугольник АМО 
равноуголен с треугольником АСЕ; а также АМ с АСЕ, АМВ с АСС, и, на- 
конец, АМВ с АСР. Следовательно, регнийап4о*, получим, что 

СА : АМ=ЕС : ОМ; 
но также, рецишапао, | Ё ее. 
СА: АМ=Рб : ММ” 
или равно мы | 
а ВЕ ВЯ 


о а 


1 Для упрощения перехожу, начиная с этого места, к нынешним обозначени тм. 
Кавальери не знаетэтих современных символов; он пишет всюду: „АВ так относится к СО, 
как ЕЕк СН“, и т. п. Во всех тех случаях, где я применяю нынешние обозначения, 
я употребляю в отличие от Кавальери курсивные (косые) ‘буквы А, В. Сит. д. С. Л. 
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У КН. \А 
„НАЧАЛ“ 
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откуда 
ЕС : ОМ=РН : МК. 


Сходным же образом докажем, что 


ЕС : [М=С40: ЮМ 
и, наконец, что 

РО сви —РА 88 
но так как КМ параллельна НР, а МХ параллельна РФ, то угол КМХ равен 
углу НР$. Итак, мы имеем две фигуры УВО и ТБОЕЁ, к которым 
проведены парные касательные: УК и ХМ к одной и ТН и $Р к другой. 
Мы нашли, сверх того, что прямые КМ и НР, расположенные между ними 
и образующие с ними с одной и той же стороны равные углы, отличаются 
тем свойством, что если провести две какие угодно прямые, параллельные 
касательным, делящие эти прямые! сходственным образом, то окажется, что 
отрезки, заключенные между указанными инцидентами и периметром фигур, 
если их взять в том же порядке, относятся, как эти инциденты НР и К№. А 
следовательно, плоские фигуры ВУО и ТРЕ подобны друг другу; касательные 
есть регулы тех же сходственных прямых. Указанные выше фигуры находятся 
в параллельных друг другу плоскостях, и их инциденты параллельны. друг другу; 
сходственные прямые тех же фигур пересекают инциденты сходственным образом 
с одной и той же стороны, а сходственные отрезки самих инцидент располо- 
жены также в одном и том же порядке. Итак, фигуры УВО и ТБЕ будут не 
только подобны, но и подобно расположены, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 1 


ак`как доказано, ито касательные 5Р и ХМ служат регулами 
сходственных прямых тех же подобных фигур, и так как эпш 
касательные проведены в любом направлении, то ясно, что если мы 
проведем другие две парные касательные к тому же основанию, 
образующие равные углы с ранее проведенными касательными, и если 
мы проведем две плоскости через каждую из этих касательных 
и через вершину А (линиями пересечения этих плоскостей и продол- 
сенной плоскости фигуры ВУО будут две другие парные каса- 
тельные к фигуре ВТО) то мы таким же образом докажем, что 
эти вторые касательные будут регулами сходственных прямых 
тех же подобных фигур и что инциденты их будут также нахо- 
диться между этими касательными. При этом вторые касательные 
образуют с первыми касательными равные углы, так, например 
первая касательная фигуры ВУО, именно ХМ, параллельна 5Р, первой 
касательной фигуры. ОТЕ, а вторая касательная фигуры ВУО равным 
образом параллельна второй касательной фигуры ОТЕ. В самом 
деле, как первые, так и вторые касательные суть линий пересечения 
параллельных плоскостей, именно продолженных плоскостей фигур 
ВУО и ОТЕ, и поэтому параллельны друг другу и, следовательно, 
бы пб ЧИ ео 


1Т е инциденты КМ и НР. С. Л. 


образуют между собой равные углы. Поэтому, если в фигурах, образуе- 
мых плоскостями, параллельными основанию коники, даны сходствен- 
ные прямые, взятые по двум каким-нибудь соответственным регулам, 
то мы будем тем самым иметь и сходственные прямые, взятые 
по каким-нибудь двум другим регулам, образующим с первы ми равные 
‘углы с одной и той же стороны. 


СЛЕДСТВИЕ П 


верх того, из этой теоремы, а также из Хи ХИ предложений 
этой книги ясно, что для подобных плоских фигур, которые 
образуются от сечения цилиндрик или коник плоскостями, параллелль- 
ными их основанию, или представляют собой сами эти парные 
основания цилиндрики или усеченной коники, можно найти инци- 
денты, которые являются также инцидентами и парных каса- 
тельных этих фигур, проведенных в каком угодно направлении. 
Далее, так как в нашем случае точка Н была взята произ- 
вольно и инцидента НР была проведена в любом направлении, 
то ясно, что и вообще, если в одной из указанных фигур провести 
8 любом направлении инциденту ее касательных, являющихся регу- 
лами тех же сходственных прямых, то можно найти две соответ- 
ственные инциденты этих же фигур, одной из которых будет уже 
проведенная; так, в данном случае НР была проведена как угодно 
и были найдены две соответственные инциденты КМ и НР, одной 
из которых была НР. И так как отрезки продолжений сходственных 
прямых, упирающиеся в эти инциденты и взятые в обоих случаях 


в одном и том же порядке, пропорциональны друг другу (они отно- 


сятся, как эти секущие), то через взятые таким образом концы 
продолжений сходственных линий всегда проходят какие-либо 
инциденты. 


ТЕОРЕМА ХУП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ 


ром коника будет пересечена какими угодно параллельными пло- 
скостями, пересекающими все ее стороны, то образуемые внутри 
нее фигуры будут подобны между собой и сход- 
ственно расположены. 

Пусть дана коника, основание которой ЕНОС, 
а вершина А, и пусть она рассечена какими угодно 
параллельными плоскостями, пересекающими все ее 
стороны. Пусть в этом теле образованы фигуры ОРМЕ 
и ВМС. Я утверждаю, что они подобны и сходственно 
расположены. В самом деле, так как плоскость фигуры 
ОМЕ пересекает все стороны коники АЕРНО, то и тело 
АОМЕ есть коника. Но оно пересекается плоскостью, 
параллельной его основанию ОМЁ, — той плоскостью, 
которая образует фигуру ВМС. Итак, фигура ВМС будет подобна основанию 
ОМЕ и сходственно с ним расположена, что и требовалось доказать. 


9 ИВаважьери. 
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ТЕОРЕМА ХУШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ] 


‘сли любая коника будет рассечена плоскостью, проходящей через 
^— вершину, либо если эта плоскость будет касаться ее по плоскости, 
именно по треугольнику или по треугольникам, и если это же тело 
будет пересечено какими угодно плоскостями, параллельными осно- 
ванию, то линии пересечения этой секущей (или касательной) пло- 
скости с указанными плоскостями, параллельными основанию, будут 
сходственными линиями или сходственными сторонами фигур, обра- 
зуемых в той же конике теми же параллельными плоскостями. 
Смотри чертеж, приложенный к предложению ХХ. Представим себе, 
что коника АТОЕ рассечена какой угодно плоскостью, проведенной через 
вершину А и образующей треугольник или треугольники АОС и АЕЕ внутри 
фигуры, а вне ее — треугольник АСЕ, а также треугольник АШЁР, получаю- 
щийся из соединения этих треугольников. Пусть тело будет, кроме того, 
пересечено другой плоскостью, параллельной основанию, образующей в конике 
фигуру УВО; пусть линиями пересечения плоскости, проведенной через вер- 
шину, с этой плоскостью и основанием будут ВК, ОС, Ю и ЕЁ. Я утвер- 
ждаю, что это — сходственные линии фигур УВО и ТВОЕ. Представим себе, что 
к основанию проведены парные касательные ТН и $Р, и пусть через. эти каса- 
тельные и вершину А проведены плоскости, которые, равным образом, касаются 
коники АТОЕ; пусть линии пересечения этих плоскостей с продолжением 
плоскости фигуры УВО будут УК и ХМ, причем, как и в предложении ХХ, 
мы покажем, что эти прямые — парные касательные фигуры УВО, взятые 
в отношении ВО. Теперь пусть будет взята на ТН произвольная точка Н, 
от которой до другой парной касательной $Р пусть будет проведена в про- 
извольном направлении прямая НР; через эту прямую и точку А пусть будет 
проведена плоскость и пусть она пересечет касательные плоскости по пря- 
мым АН и АР, а плоскость параллельных линий УК и ХМ по прямой КМ. 
Тогда прямые КМ и НР будут параллельны друг другу. Продолжим плоскость 
треугользика АШЕ так, чтобы она пересекла треугольник АРН по прямой АС, 
а плоскость фигуры ТОР (или ее продолжение, если это понадобится) по 
прямой ОО. Исходя из того, что КМ и НР параллельные прямые мы до- 
кажем тем же способом, каким мы пользовались в предложении ЖХ, что 
КМ и НР разделены прямыми ВМ и ОС (эти последние являются линиями 
пересечения треугольника АОЕ и параллельных плосмостей УВО и ТРЕ 
и поэтому параллельны друг другу) сходственным образом с одной и той же 
стороны в точках М и С; поэтому мы здесь, как и в предиожении ХХ, 
докажем, что фигуры УВО и ТРОЕ подобны друг другу и что иицидентамь 
их ‘и их парных касательных ХМ и УК, $Р и ТН являются прямые КМ и НР 
а касательные служат регулами их же сходственных прямых, двумя из числз 
которых являются ВКО и ОСЕЕ целиком или их части ВК, ОС, №, ВЕ. 
Если бы была задана коника, имеющая вершиной А и основанием одну из 
фигур, отсекаемых прямой ПРЕ от основания ТОК, как, например, фигуру ОТЕ, 
то тем же способом можно было бы показать, что ВВ, ОС, Ю, ЕЁ суть 
линии пересечения плоскости, касающейся коники по треугольникам АОС 


5 < РР. щ кое со сос съжме 


> 


оке «же лаое 


и АЕБ, © параллельными друг другу плоскостями ВУО и ПОТЕ и являются их 
сходственными прямыми. В этом случае они будут сходственными сторонами, 
а в предыдущем —- сходственными линиями этих фигур, проведенными внутри 
их, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


(2) 20Ра следует, что, если бы была дана усеченная коника ВТЕ 

и ее стороны при продолжении пересекались бы в одной и той же 
точке А, то равным образом можно было бы доказать*, что линии 
пересечения плоскости, проходящей через ее стороны, как, напри- 
мер, ВОЕО, которая всегда образует внутри тела трапецию с пло- 
скостями УВО, ТЬБЕ или с параллельными им плоскостями, прове- 
денными между ними, являются их сходственными линиями или 
сходственными сторонами. Отсюда ясно, что линий пересечения 
плоскости, проведенной через стороны усеченной коники, с парными 
основаниями того же тела или с параллельными им фигурами, обра- 
зованными между ними, являются сходственными линиями или сход- 
ственными сторонами этих фигур, а именно: линиями, когда они 
оказываются внутри фигур и не берутся на касательной плоскости; 
сторонами, когда они находятся на обводе этих фигур, т. е. когда 
они проведены на той же касательной плоскости, часть которой 
отсекается поверхностью и по которой усеченная коника касается 
(касается, конечно, с плоскостью, проведенной через вершину). 
Эта плоскость будет иметь форму трапеции или трапеций, 
как это очевидно при взгляде на трапеции ВОСВ и ПЕРО, которые 
представляют собой плоскость касания усеченной коники с тре- 
угольной плоскостью АВЕ. 


ТЕОРЕМА ХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХП 


сли две подобные фигуры, не лежащие в одной и той же плоскости, 
не равны друг другу, но расположены сходственным образом, то они 
будут парными основаниями некоторой усеченной коники. 

И в этом случае мы воспользуемся чертежом к предложению ХХ. 
Пусть даны две произвольные фигуры, подобные, не равные между собой, 
сходственно расположенные, но не находящиеся в одной и той же пло- 
скости; пусть это будут УВО и ТБЬЕ. Я утверждаю, что эти фигуры 
будут парными основаниями некоторой усеченной коники. Так как фигуры 
УВО и ТОЕ сходственно расположены, но не находятся в одной и той 
же плоскости, то они будут находиться на параллельных плоскостях: 
и так как они подобны, то инцидентами их и их парных касательных, являю- 
щихся регулами их сходственных прямых, будут КМ и НР (КМ для УВО, 
а НР для ТРОЕ). Упомянутыми выше касательными фигуры УВО пусть 
булут УК и ХМ, а касательными фигуры ТРЕ — прямые ТН и $Р. В таком 
случае прямые КМ и НР параллельны друг другу*, и так как они образуют 
с касательными, являющимися регулами сходственных прямых, с одной и той же 
стороны равные углы, то угол КМХ будет равен углу НР$, и так как КМ па- 
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раллельна НР, то и ХМ будет параллельна ЗР. Таким же способом мы дока- 
жем, что УК параллельна ТН. Проведем в фигурах УВО и ТРОЕ две сход- 

, ственные прямые их, имеющие регулами касательные, пусть это будут ВК | 
10, ОС и ЕЕ, отрезки прямых ВО и РЕ, причем эти последние прямые (или, 
если понадобится, их продолжения) пересекут прямые КМ и НР и при этом 
разделят их сходственным образом с одной и той же стороны, скажем, в точ- 
ках Ми С. Так как заданные фигуры не равны друг другу, то пусть фи- 
гура ТОР’ будет большей из них; в таком случае и РС будет больше ВК 
и, соответственно, ЕЁ больше 10. В самом деле, если бы они были равны 
друг другу, то и остальные сходственные прямые, параллельные им, были бы 
равны им, так как все они пропорциональны (они все относятся, как инци- 
денты), а следовательно, и фигуры были бы равны друг другу. Если же 
первые были бы меньше вторых, то и фигура ТРЕ была бы меньше, чем фи- 
гура ВУО, вопреки сделанному допущению. Итак, ОС больше ВК; но 


ОС : ВЮ = РН : МК, 


так как 
ОПР. Х, А ОС : ВМ=РН: МК 


Са: ВМ=РН : МК; 


следовательно, и разность ОС так относится к разности ВЮ, как РН к МК. 
Таким же образом мы покажем, что 


й 
ЕЁ : 10==РН : МК, > 
и так как ОС больше ВВ или ЕЕ больше 10, то и НР будет больше, ‹ 
чем КМ. Поэтому, если мы соединим точки Р с Ми НС К, то прямые РМ / 
и НК, будучи продолжены за М и К, пересекутся, скажем, в А. Я утверждаю, 7 
что А есть вершина коники, основанием которой является ТРЕ и в которой 2 
проведена параллельная основанию ТРЕ плоскость, образующая внутри тела 
фигуру УВО. В самом деле, так как МК параллельна РН, то треуголь- 
г кн.\м НИКИ АМК и АРН будут равноугольны; образующие же равные углы стороны* 
„НАЧАЛ“ будут пропорциональны; следовательно: 
|? 
НР : РА = КМ : МА ь 
или, регтщап4о, , 
НР : МК=РА : АМ. 8 
Но 
РН : МК=РаО : ММ, 
так как прямые НР и КМ разделены сходственным образом в точках @ и М. | 
РА : АМ=РО : ММ, д 
СОГЛАСНО, Е 
ТО ГИЯ. а прямые РС и ММ параллельны; значит, точки С, М иА лежат на одной 4 
ВОЕН прямой, скажем, на АС. Следовательно: Е 
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Но 
РН: МК =ЕС: ОМ = ЕСб:[М=)д:ВМ. 


Следовательно: 
СА: АМ—= ЕС: ОМ = ЕС: Г/М =Са:ЮМ = С: ВМ. 


Итак, поскольку эти прямые параллельны друг другу, точки А, О и ЕЁ, равно 

каки А, Ги Е, или А, КиС, или А, Ви О, будут лежать каждые на 

одной и ТОЙ же прямой и, таким образом, прямые линии АЕ, АЕ, АС и АО СЛЕДУЮЩЕЙ 
окажутся проходящими: первая через О, вторая через 1, третья через К, ЗАСТОЙ, 
четвертая через В. Таким же образом можно вести доказательство и для ЛЕММЕ 
прочих линий, если провести плоскость через две какие угодно сходственные 

прямые фигур УВО и ТОЕ; одним словом, если на обводе фигуры ТОЕ взять 

какие угодно’ точки и соединить их с точкой А, то эти соединительные 

линии всегда пройдут через обвод фигуры УВО, а следовательно, фигуры ТОР 

и УВО будут парными основаниями усеченной коники, отсекаемой от ОПР. № 
коники АТОЕ фигурой УВО, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ | 


Е как мы доказали, что как ОС и ВЮ, так и ЕЕ и ГО отно- 

сятся, как инциденты РН и МК, то отсюда следует, что сход- 
ственные прямые подобных фигур относятся, как инциденты этих 
фигур и их парных касательных, являющихся их регулами (в опре- 
делении* это утверждалось только относительно тех отрезков, 
которые заключаются между обводом фигур и самими инцидентами) 
при условии, что эти прямые берутся в обоих случаях в одном 
&# том же порядке. 


СЛЕДСТВИЕ П 


Кроме того, из этой теоремы. и предложения ХУ `ясно, что всякие 

подобные фигуры могут быть парными основаниями некоторой 
цилиндрики илц усеченной коники; а следовательно, все, что утвер- 
ждалось относительно этих оснований в следствии П к предложг- 
нию ХПГХ этой книги, может быть распространено и вообще на 
все подобные фигуры. 


ЛЕММА К ПРЕДЫДУЩЕМУ ПРЕДЛОЖЕНИЮ * 


Ес” на прямую линию нанесем три точки — первую, среднюю и край- чи 
нюю — и если через первую и среднюю проведем в одну и ту же сторону 

две прямые, параллельные друг другу, таким образом, что прямая, прове- 

денная из первой точки, так относится к прямой, проведенной из второй, 

как прямая, лежащая между первой и крайней точками, относится к прямой, 

расположенной между второй и крайней, то те концы параллельных линий, 

которые не лежат на данной линии, лежат на одной прямой с крайней точкой. 133 
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Пусть дана прямая АС, на которую нанесены три точки: первая С, 
срелняя В и крайняя А. Из точек С и В проведем в одну и ту же сторону 
две параллельные друг другу линии СЕ и ВО таким образом, чтобы СЕ так 
относилось к ВО, как СА к АВ. Я утверждаю, что точки А, Р и Е лежат 
на одной прямой линии. Соединим Е с Р. Пусть прямая ЕО, будучи про- 
должена, не пройдет через А, а пройдет выше или ниже этой точки А 
и пересечет СА (ВО меньше СЕ, так как АВ меньше АС) *. Пусть она пройдет 
через М. Тогда, поскольку ЕОМ — прямая, МСЕ будет треуголь- 
ником, в котором проведена прямая ВО, параллельная сто- 
роне СЕ. Следовательно, треугольники ЕСМ и ОВМ будут 
равноугольными, а стороны, образующие равные углы, про- 
порциональны, т. е., регпицап@о, получим, что СЕ так отно- 
сится к ВО, как СМ к МВ; но СЕ относится к ВБ, как 
СА к АВ: следовательно, СМ так относится к МВ, как СА 
к АВ; Ч4епао *, получим: СВ относится к ВМ, как СВ к ВА; 
откуда МВ окажется равным ВА, целое — части, что нелепо: 
Следовательно, продолжение ЕР не может пройти выше 
точки А. Таким же путем покажем, что оно не может пройти 
и ниже точки А, а значит, прямая пройдет через А. Итак, три точки А, 
Р иЕ будут лежать на одной прямой, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ * 


сли даны сходственные прямые двух каких угодно подобных 

фигур, взятые по двум каким угодно регулам, то тем самым даны 
и сходственные прямые этих же фигур по каким угодно другим 
двум регулам, образующим с первыми регулами равные углы с одной 
и той же стороны. 

Это предложение очевидно, так как любые подобные фигуры, если они 
равны между собой и сходственно расположены, могут быть парными основа- 
ниями некоторой цилиндрики, а если они не равны между собой, то парными 
основаниями усеченной коники. Поэтому, если даны схолственные прямые по 
двум некоторым регулам, мы будем иметь и сходственные прямые, взятые по 
любым другим, образующим с первыми равные углы с равной стороны. Итак, 
это окажется верным для любых подобных фигур; что и предлагалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


К роме того, так как инциденты образуют с регулами подобных 

фигур равные углы с одной и той же стороны, то и эти инциденты 
будут служить регулами сходственных прямых тех же подобных 
фигур; и наоборот, какие угодно регулы. сходственных прямых могут 
рассматриваться, как инциденты этих фигур. 


ТЕОРЕМА ХХ!. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ * 


сли парные касательные двух подобных фигур, являющиеся регу- 
лами их сходственных линий, пересечь двумя прямыми, образую- 
щими с ними с одной и той же стороны один и тот же угол, и если 


провести в этих фигурах две какие угодно прямые, параллельные ука- 
занным касательным, так, что они при пересечении с указанными 
прямыми разделили их сходственным образом с ‘одной и той же 
стороны, или если взять самые эти парные касательные; если затем 
окажется, что части этих прямых, заключенные между пересекаю- 
щими их линиями и обводом фигур, будучи взяты в том же порядке, 
относятся, как те линии, которые пересекают эти касательные, то эти 
пересекающие их линии и будут инцидентами как заданных подобных 
фигур, так и проведенных касательных. 

Пусть даны две какие угодно фигуры АСЕГ и МТУЗ, подобные 
друг другу, и пусть проведены парные касательные, являющиеся регулами 
указанных сходственных прямых. Пусть это будут АВ и ЕЕ для фи- 
гуры АЕ и ММ и УВ для фигуры МУ. Пусть их 
пересекут под одним и тем же углом с одной 
и той же стороны две прямые ВЕ и М№В* и пусть 
будут проведены две прямые СО и ТО, парал- 
лельные касательным, пересекающие ВЕ и МК (а сле- 
довательно, и инциденты, что сразу же очевидно) 
сходственным образом с одной и той же стороны. 
Пусть окажется, что 


Ср: ТО = Ш: 50 = ВЕ: МЮ. 


В таком случае я утверждаю, что ВЕ и № явля- 
ются инцидентами подобных фигур АЕ и МУ и проведенных к ним 
парных касательных УК и ММ, ЕЁ и АВ. В самом деле, согласно сказан- 
ному СГи Т5 будут сходственными прямыми тех же подобных фигур АЕ 
и МУ; так как 


Ср: ГО = ВЕ: МЮ, 


ВЕ: МЮ = 0:50, 
ТО 
Ср: ТО = Ш: 50, 


а следовательно, точки Р и О окажутся находящимися на двух инцидентах 
указанных подобных фигур и их парных касательных. Пусть этими инци- 
дентами будут НО и РГ, образующие с ТО и СО с одной и той же сто- 
роны равные углы. Я утверждаю, что в таком случае и № и ВЕ будут 
инцидентами тех же фигур и касательных. Пусть ближайшими к № и ВЕ 
точками касания касательных РЕ и КУ будут У и Е. Я утверждаю, что 


Е ЕР: УЮ = ЕВ: ЮМ. 
В самом деле, 
ЕЁ: УЦ =Ё[Р: СН; 


но так как (СОР! равен „СТОН, а ССОВ равен „СТОК, то и разность, РОВ, 


1 Знак / не применялся Кавальери; он пишет: „угол“ (апри!и5); знак равенства 
также выражается словом „равен“ (аечиа#чг). С. Л. 
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будет равна разности, „НОМ, равно как и ХЕПТ, равен /КОС. Но и /РЕЕ 
равен /СНСУ, а следовательно, и третий угол треугольника ОЕГ, „СОЕГ, будет 
равен „СОКО. Итак, треугольники ЕОГ, и ОВС равноугольны; таким же 
образом мы докажем, что и треугольники ОРВ и ОНМ равноугольны; но, 
с другой стороны, треугольник ЕОГ. равноуголен с РОВ, а ВОС равноуголен 
с НОМ. Следовательно, 
ГО:ОЕ= РО:РВ 
или, регтщапдо, 


Г2:ОР=ЕО: ОВ. 
Сотропепдо, получим 

ГР: Рр = В: ВО. 
Реппшап4о, получим 


[Р:ЕВ =Рр: БВ, 
или, что то же, 
[Р: ЕВ = НО: ОМ. 


Таким же образом, как выше, докажем, что 


НО: ОМ= НОС : МЮ, 
а следовательно, 
РЕ: ВЕ = На: МК; 
но мы имели, что 
ЕЁ: УС =РЁ: НОС, 
откуда 
ЕЁ: УС = ВЕ: МЮ. 


Так как, далее, ВЕ относится к МК, как РЕ к ОР (ибо ВЕ и МЮ в точках О 
и О разделены сходственным образом), или, что то же, как Е! к ВО, то 


ЕЁ: ИЦ = ЕЁ: ЮСЩ, 


а следовательно, и разность ЕЕ относится к разности УК, как вся Е[, ко 
всей УС, или, что то же, как ВЕ к МЮ. То же мы докажем и относительно 
любых прямых, параллельных ЕЕ и УС и делящих сходственным образом 
с одной и той же стороны ВЕ и МК, — именно, что отрезки, находящиеся 


между прямыми ВЕ и МК, с одной стороны, и обводами фигур АЕ и МУ— `` 


с другой, будучи взяты в том же порядке, относятся друг к другу, как ВЕ 
к МК. Итак, ВЕ и МВ есть инциденты подобных фигур МУ и АЕ и прове- 
денных к ним касательных, что и требовалось ‘доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


оо очевидно следует, что не только инциденты двух подобных 

фигур и их парных касательных, являющихся регулами сходствен- 
ных прямых, делятся сходственным образом. прямыми тех же фигур 
(или их продолжениями, если это понадобится), но и любые другие 


прямые, образующие бо сходственными прямыми равные углы, как» 
например, № и ВЕ. И далее, сходственные части относятся не 


только как любые инциденты, но и как прямые, параллельные им». 


так, например, СГ относится к Т5 не только как РЁ к На или 
как ВЕ к МЮ, но и как ВЕ к любой другой прямой, параллельной М№К’ 
и проведенной между параллельными ММ и УК, так как эта прямая 
будет равна МЮ. Итак, очевидно, что сходственные прямые двух 
подобных фигур относятся друг к другу не только как инциденты 
фигур и их парных касательных, являющихся регулами сходственных 
прямых, нои как любые другие прямые, проведенные между теми же 
касательными параллельно инцидентам или под одним и тем же 
углом к сходственным прямым тех же фигур. 


ь а 


ТЕОРЕМА ХХП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУ * 


Ееии какие угодно подобные друг другу фигуры построены нг 
прямых линиях, равных друг другу и являющихся их сходствен- 
ными прямыми, и если эти фигуры будут наложены друг на друга 
таким образом, что указанные прямые линии при наложении совпадут, 
а фигуры будут сходственно расположены, то и фигуры при нало- 
жении совпадут. 

Пусть даны две произвольные подобные плоские фигуры АВХС и ЕЕРС,. 
построенные на сходственных и равных друг другу прямых, — одна на ВС, 
другая на ЕС. Пусть эти фигуры наложены друг на 
друга таким образом, что прямая ВС. совпадает с пря- А й 
мой ЕС, причем обе фигуры расположены сходствен- 
ным образом. Я утверждаю, что и самые фигуры при В "ик 0. 
наложении совпадут. Пусть парными касательными 
будут для фигуры АВХС прямые АО и ХО по регуле 
ВС, для фигуры ЕЕРС — прямые ЕМ и РМ по регуле ЕС. 
Пусть инцидентами этих фигур и парных касательных 
будут РО и ММ; пусть ВС и ЕС, продолженные в сто- 
рону инцидент РО и М№, пересекутся с ними в точ- 
ках О и В. Теперь пусть фигура АВХС будет нало- 
жена на фигуру ЕЕРС так, чтобы ВС совпала с ЕС и чтобы фигуры были 
сходственно расположены. Тогда инциденты ОО и ММ, будучи расположены 
сходственным образом и с одной и той же стороны относительно нало- 
женных друг на друга фигур, должны либо быть параллельны друг другу, 


либо совпасть при наложении. В нашем случае они совпадут друг с другом, 
так как 


м 


ВС:ЕС = РО : ММ, 
но ВС =ЕС, откуда ОО = ММ. Тогда и СО = СВ, так как 
СО: а = о: ММ. 


Следовательно, поскольку при наложении точка В совпадает с Еи О 
совпадает с К, и РО наложится на ММ. Но так как ОО = МБ, то. точка В 
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совпадет с М. Таким же образом докажем, что и © совпадет с М, а сле- 
довательно, ХО пойдет по РМ, а АР по ЕМ. Допустим теперь, что 
фигура АВХС при наложении не совпадет с ЕРРО. Если бы это было 
возможно, то она при наложемии легла бы, скажем, по линии Е\УП, так 
что ее обвод расположился бы вне обвода фигуры ЕЕРО. Возьмем теперь 
любую точку |, находящуюся на обводе фигуры УЕРСОТ, но не находящуюся 
на обводе фигуры ЕЕРО. Проведем через эту точку прямую ТА, параллель- 
ную ЕМ, пересекающую ММ в точке Д, обвод фигуры УРГ в точках Уи | 
и обвод фигуры ЕРРО в точках Т и $. УГи Т$ будут сходственными прямыми 
и будут равны между собой, так как они относятся друг к другу, как инци- 
денты ОО и МКМ, которые тоже равны между собой; но и остальные части 
прямых, прилегающие к инцидентам, а именно $7 и 1, должны быть равны 
между собой. Однако это — нелепость, поскольку точка [ не совпала с 5. 
Значит, обвод фигуры АВХС при наложении на фигуру ЕЕР@ не может 
оказаться вне обвода этой фигуры ЕЕРО, а следовательно, он должен совпасть 
с обводом этой фигуры. Итак, обе фигуры при наложении совпадают, что 
и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


бк следует еще и то, что любые подобные фигуры, постро- 
енные на равных прямых, как на сходственных прямых, равны 
между собой, так как они могут быть наложены друг на друга 
таким образом, что совпадут между собой, как это доказано в на- 
стоящей теореме. И наоборот, если фигуры подобны и равны, то 
и их сходетвенные прямые равны. В самом деле, если бы они 
не были равны, то и самые фигуры не были бы равны друг другу, 
а это нелепо. Далее ясно, что если подобные фигуры наложены 
друг на друга так, что они расположены сходственным образом, 
ц если две какие-нибудь сходственные прямые при этом совпадут 
между собой, то совпадут и самые фигуры; в противном случае, 
как показано выше, мы пришли бы к нелепости, так как любые другие 
сходственные прямые неизбежно должны быть равны друг другу. 
В самом деле, те сходственные прямые, которые совпали, равны 
друг другу, следовательно, равны друг другу и инциденты, а значит, 
и любые другие сходственные прямые. 


ТЕОРЕМА ХХШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ\У!1 


[сть какие угодно параллельные друг другу плоскости пересе- 

чены двумя другими плоскостями, пересекающимися также и друг 
с другом, из которых одну мы будем называть „первой“, а другую 
„второй“; пусть, кроме того, даны две другие какие угодно парал- 
лельные друг другу плоскости, также пересеченные двумя другими 
плоскостями, пересекающимися и в этом случае друг с другом, из 
которых и в этом случае одну мы будем называть „первой“, а другую 
„второй“; пусть линии пересечения первых и вторых плоскостей 


с параллельными плоскостями образуют между собои равные углы, 
а также пусть будут равны друг другу углы между линиями пере- 
сечения первых плоскостей со вторыми, с одной стороны, и линиями 
пересечения первых плоскостей с параллельными плоскостями — 
с другой; пусть, наконец, эти первые плоскости образуют с одной 
и той же стороны равные углы с параллельными плоскостями; при 
этих условиях углы между этими линиями пересечения и линиями 
пересечения вторых плоскостей с параллельными плоскостями также 
будут равны между собой; углы между вторыми плоскостями и теми же 
параллельными плоскостями будут также равны между собой и распо- 
ложены с одной и той же стороны. 

Пусть даны две какие угодно параллельные плоскости ВО и НУ; 
пусть их пересекают две плоскости — первая НА, вторая АУ, пересекающиеся 
по прямой АС. Пусть даны еще 
две какие угодно параллельные В А 
друг другу плоскости ГО, &А, 
которые также пусть пересечены 
двумя другими плоскостями — 
первой ГУ и второй КА, пересе- 
кающимися между собой по пря- 
мой КУ. Пусть линии пересече- 
ния пересекающих плоскостей 
с параллельными плоскостями ВА, 
АО, ГК, КО образуют между со- 
бой равные углы, а именно угол 
ВАО равен углу ГКО (равно как 
и угол НОУ равен углу &УА). 
Равным образом, пусть прямые АС 
и КУ с прямыми СН и У& обра- 
зуют равные углы и пусть первые 
плоскости ВС и ЁГУ образуют 
с параллельными плоскостями ВО 
и НУ, ГО и &А равные углы* 
с одной и той же стороны, 
Я утверждаю, что углы АСУ и 
КУА равны друг другу и что 
углы между вторыми плоскостями 
АУ и КА и теми же параллель- Е йе 
ными плоскостями равны и расположены ©. одной и той же стороны. 
В самом деле, если бы АС и КУ были перпендикулярны к указанным‘ парал- 
лельным плоскостям, то ясно, что углы АСУ и КУА были бы равны друг 
другу, так как они были бы прямыми, и плоскости АУ и КА были бы пер- 
пендикулярны к одним и тем же параллельным плоскостям. Но пусть они 
не перпендикулярны. Тогда из точек А и К проведем прямые АЕ и КТ, 
перпендикулярные к параллельным плоскостям. Пусть они пересекут. противо- 
положные плоскости в точках Е и Т. Затем из точки А опустим перпенди- 
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куляры на продолженные прямые НС и УС * — на продолженную НС перпен- 
дикуляр АЕ, на продолженную УС перпендикуляр АР, — они пересекут ука- 
занные прямые или их продолжения в точках ЕиР (если только АС не 
будет перпендикулярна к одной из этих прямых, что может случиться). Про- 
ведем прямые‘ ЕР, ЕС и ЕЁ. Подобным же образом и в другой фигуре из 
точки К опустим перпендикуляры на прямые &У и АДУ или, если придется, 
на их продолжения; пусть это будут КС и КХ. Таким же образом проведем 
и здесь прямые ТХ, ТУ и ТС. Так как углы АЕС и К2У прямые, то 


АС* — АРЗ-|- РО?1 

КУ? = К22-|- 71, 
но и 

АЕ? — АР? -|- ЕРЗ, 
так как угол АЕЕ прямой, и равным образом 

К2? = КТ- Т22>. 

АП? —= АЕЗ-|- ЕО? 


Но 


(так как и угол АЕС прямой); следовательно, 
АС? — АЕ? -- ЕЕЗ--ЕО* 
Отняв от обеих частей по АЕ?, получим 
СЕ? = СЕ2-- РЕ% 
точно таким же образом докажем, что и 
УГ? = У72- 1 Те. 


А отсюда следует, что углы СЕЕ и УХТ прямые; таким же образом докажем 
что и углы ЕР@.и ТХУ прямые. Отсюда следует, что углы АЕЕ и КАТ будут 
углами между первыми плоскостями ВС и ГУ, с одной стороны, и находящимися 
под ними плоскостями НУ и &А —с другой, а следовательно, эти углы будут 
равны между собой. Равным образом углы АРЁ и КХТ будут углами между 
плоскостями АУ, КА и находящимися под ними плоскостями. Но так как 
углы АРЕ и КДТ равны между собой, а АЕЕ и КТС прямые, то треуголь- 
ники АРЕ и КАТ подобны друг другу, как и треугольники АЕС и КАЛУ, 
так как угол АСЕ равен углу КУ, а АЕС и КУ прямые. Итак, получим, 
что 

ЕЁ: ЕА = ТА: 2К, 

АР:ЕРО = КЕ: 2У, 
откуда, ех аедиа!*, 

ВЕПО ЕЕ ТИ. ДУ, 
причем эти прямые — стороны прямых, а следовательно, равных между 
собой углов СЕЕ и УСТ. Значит, и треугольники СРЕ и УЙТ также подобны 


1 Здесь примемены нынешние обозначения; Кавальери пишет: „Квадрат 
равен двум квадратам АР и ЕО*..., и так же во всех остальных местах. С. Л. 


м чм м + 


к 
4 


-- 
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друг другу, откуда и угол ЕСЁ равен углу ТУ7. Но весь угол РОЕ равен 
всему углу ХУ. Значит, и остающийся угол ЕСР* будет равен остающемуся 
углу ТУХ; но угол ЕРС и угол ТХУ, как было доказано выше, прямые. 
Следовательно, треугольники СРЕ и УХТ подобны, откуда 


РС: СЕ== ХУ: УТ, 
но 
СЕ: СЕ= УТ: УР 


СЕ: СА = УХ:УК, 
откуда, ех аеаца!, 
РС: СА == ХУ: УК. - 


Итак, два треугольника АРС и КХУ будут‘ иметь по одному равному 
углу АРС и КХУ (эти углы прямые), а углы РОСА и ХУК заключены между 
пропорциональными сторонами; каждый из двух других углов меньше пря- 
мого. Поэтому треугольники будут подобны, а углы РСА и ХУК равны 
друг другу. Тогда и остаточные углы АСУ и КУА также равны, а это — 
одно из утверждений, которое надо было доказать. 

Далее, так как 


РЕТЕЕ == ХТ: ТР *, 


ЕЕ : БА == ТА: ТК, 
то, ех аедиаН, получим 
РЕ: ЕА = ХТ: ТК. 


Между этими пропорциональными сторонами заключены равные углы РЕА 
и ХТК; следовательно, треугольники АРЕ и КХТ подобны друг. другу, 
а следовательно, углы АРЕ и КХТ, углы между вторыми плоскостями АУ 
и КА и находящимися под ними плоскостями, равны и находятся с одной 
и той же стороны, что и требовалось доказать к. 


==. 


ТЕОРЕМА ХЖУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУП 


6 из определения, данного Евклидом в \У[ книге „Начал“ 
для подобных прямолинейных фигур, является и то общее опреде- 
ление, которое я дал для. всяких подобных фигур. 

Пусть даны две какие угодно прямолинейные фигуры АВОЕН и МТКРК, 
подобные в смысле определений Евклида, т. е. так, что каждый угол первой 
фигуры равен соответственному углу второй: А равен М; В равен Т; О равен К; 
Р равен Е; Н равен № и что стороны, находящиеся между равными углами, 
пропорциональны. Я утверждаю, что эти фигуры подобны и в смысле моего 
определения. Проведем в каком угодно направлении две параллельные каса- 
тельные, образующие с двумя из сходственных сторон Этих фигур равные 
углы с одной и Той же стороны. Пусть это будут, с одной стороны, каса- 
тельные АН и ММ, образующие равные углы АНС и ММО со сходственными 
сторонами НЕ и №Р, а © другой, касательные РЕ и ЮО, пересекающиеся 
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с продолжениями НЕ и М№Р в точках Е и ©; проведем затем из вершин 
В, Е, Т, Р прямые, параллельные этим касательным ВО, СЕ, ТО, $Р, и, 
кроме того, соединим прямыми В с Н, В сЕ, Тс №, ТСР. Так как угол 
ММО равен углу АНЕ, то и угол МОК равен углу НЕО; далее, так как угол 
МРЕ равен углу НЕО, то и угол КРО равен углу РЕГ. 


АМ Но в таком случае и третьи углы треугольников равны, 
В бк д следовательно, треугольники КРО и РЕЕ равноугольны, 
НАЧАЛ. Ус Е и поэтому 
р ОР: РЮ=РЕ : ЕР; 


но 
ЮР : РМ==рЕ : ЕН, 


откуда, ех аедцаи, 


ОР : РМ=РЕ : ЕН. 


Итак, прямые МО и НЕ разделены сходственным образом с одной 
и той же стороны в точках Е и Р. Но так как 


и МР$ = МОЮ = Г НЕБ= ДНЕС\ 


а 
= МРЮ = хНЕР, 
то и разность, „($РЕ, будет равна разности, 0 СЕР. Но ТКР= 2 ВЬЕ;} Л 
следовательно, треугольники РК и ЕСО равноугольны и, значит, 
СЕ ЕР —502- РЕ - 
и 3 


ЕО. ЕЕ—АЮВРчАвО, 
откуда, ех аедиай и регшицапт@о, получим 


СЕ : 5Р = ЕР : Ро* = НР : №. 


(:) 


Е 
Точно так же, так как 
хх ВОЕ = „С ТКР о 
У\1 кН. \1 и к ним примыкают пропорциональные стороны, то и треугольники ВОЕ и 

| „НАЧА ТВР будут равноугольными, а следовательно, и 
| ‚/БВЕ= ВТР в 
| > 
| ВЕБ = ТРЕ. 
| Но 


„СЕР = „(5РЮ, 


следовательно, равны между собой и их разности: с 


ВЕС = ХТЬ5, . 
а 
а значит, и треугольники ВСЕ и ТЗР будут равноугольными. Так как ре 
„СВЕЕ: ыы СВО» 
ира лу иеииые ЧНЙ-- == тЫ АЯ от 


1 Нынешние обозначения; в подлиннике „угол“ и „равен“ всюду сло- 


14 вами. С.Л. 


то и их остаточные углы равны между собой: 
‚ХВЕН-= /ТРМ. 
Но 
ово: 


значит, треугольники ВСЕ и ТОР будут равноугольными, откуда 
ВС : ТО = ВЕ : ТР = СЕ : $Р =НЕ : №. 
Регии{ап4о и сопуе{Цеп4о *, получим 


_ НЕ: СВ =М№ЮО : ОТ. 
Далее, 
‚х НАВ = // ММТ, 


и к ним примыкают пропорциональные стороны, следовательно, треугольники 


НАВ и ММТ равноугольны, откуда АК ЛЫ 


АВН == МТМ; 
но так как 
/ АНА = ХХ ММО, 


то и разности равны между собой: 


> / ВНО == / ТМО; 
но и 
хх НаВ = и МОТ. 


Значит, треугольники НВС и МТО равноугольны, откуда 
ВЦ : СН =ТО : ОМ. 


Но, как мы видели выше, 
ЕН : СВ = ОМ: ОГ. 


Ех аедцаЙ, получим 
ЕН : НС = М : №О- 


Итак, прямые НЕ и №0 разделены сходственным образом в точках С, О, 
и делящие их прямые 


Ва : ТО==НЕ : №. 


Теперь пусть будут проведены между указанными парными касатель- 
ными две какие угодно параллельные им прямые УК и ХУ, ограниченные 
с одной стороны обводом данных фигур, с другой — прямыми НЕ и №. 
Густь они делят прямые НЕ и МО сходственным образом в точках К и \, 
а прямые ВЕ и ТР пусть пересекаются с ними в точках 3 и 4. Тогда, 
регпи{апо, получим | 


РК =-9У=ЕН?@М= РЕ ФР; 
откуда 


ЕК: ОУ= ЕЕ: ЧР. 7 а 


ОПР. Х ЭТОЙ 
книги 


"Тогда разность ЕК так относится к разности РУ*, как ЕК к ОУ, т. е. как ЕН 
к ОМ. Подобным же ‘образом докажем, что 


ЕН : ОМ== (К : ОУ; 
откуда 

СК: ОУ= КЕ : УР, 
или, регтшап4о, 

ААВ = 07": ТР 
или, сотропеп9о, 

ОО ТЕР%. 


Но 

СЕ : ЕК==ВС : КЗ 
И 
ОР: РУ=ТО : 4, 
откуда 


ВС : КЗ =ТО : 14, 
или, регищапдо, | 

ВС: ТО=КЗ : 74. 
Но в то же время 
ВС : ТО =НЕ : №, 


а следовательно, 
КЗ: УЧ = НЕ: №. 


<. 
Равным образом, так как прямые УК и ХУ делят сходственным образом 
прямые ВС и Т$ в точках У и Х, так же как ойи делят СЕ и ОР в точках 
К и у, то мы таким же образом покажем, что 


УЗ : Х4 = СЕ : $Р = НЕ : №. 


Но и 
КЗ: У = НЕ : №, 


а следовательно, и целые прямые будут относиться так же: 
УК : ХУ== НЕ : №. 


Итак, мы имеем фигуры АРЕ и МКР, вкоторых проведены парные ка- 
сательные АН и ОЕ; ММ и ВО; эти касательные образуют одни и те же 
углы с одной и той же стороны с прямыми НЕ и МО. Далее, мы нашли, что 
какие угодно прямые, проведенные между указанными пересекающимися 
линиями НЕ и № и обводом фигур параллельно этим же касательным так, 
что они пересекают НЕ и МО сходственным образом с одной и той же 
стороны, будучи взяты в том же порядке, относятся, как НЕ к №. Итак, 
фигуры АГБЕ, МЕР, которые по заданию подобны в смысле определения 
Евклида, окажутся подобными также и в смысле моего определения; ука- 
занные касательные будут регулами сходственных частей этих тел, а инци- 
дентами этих сходственных частей и самих подобных фигур будут прямые 


144 НЕ и №0, что и требовалось доказать. 
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СЛЕДСТВИЕ 


т. как парные касательные АН'и РЕ, ММ п ЮО были проведены 

в произвольном направлении, образуя, однако, с одной и той же 
стороны равные углы со сходственными сторонами, то мы всегда 
сможем доказать, что какие бы мы ни провели парные касательные 
к фигурам, подобным в евклидовом смысле, они будут регулами 
сходственных частей подобных фигур, лишь бы только они образо- 
вывали со сходственными сторонами равные углы с одной и той же 
стороны. 


ТЕОРЕМА ХХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУШ 


ели принять даваемое ниже определение для сходственных сег- 

ментов конических сечений и добавить к нему то, что будет сказано 
ниже, то и для этого случая останется в силе мое общее определе- 
ние для подобных фигур. Под словом „сегменты“ я понимаю пло- 
щади, ограниченные самими сечениями и прямыми линиями, а 
не эти линии, хотя бы и следовало полагать, что сам Аполлоний 
имел в виду подобие самих подобных сечений, т. е. линий, а не 
фигур, образуемых этими линиями. Я принимаю это определение, как 
если бы оно относилось только к подобию самих фигур при усло- 
вии, что к этому определению будет добавлено то, что излагается 
ниже в этом предложении. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


Г]едобные сегменты конических сечений — это такие, в которых при прове- 

дении линий, параллельных основанию, одинаковых по числу в обоих сег- 
ментах, отношение оснований и параллельных им прямых к соответствующим 
отрезкам (абсциссам) диаметров от вершины до этих прямых одно и то же, 
а равным образом и отношение этих отрезков (абсцисс) в одной и другой 
фигуре друг к другу одно и то же. Аполлоний, кн. УТ „Конических сечений г. 
цитируемая Евтокием *. 

Пусть РАЕ и ОВК — сегменты конических сечений, имеющие основани- 
ями РЕ и ©К; пусть их диаметрами служат прямые АЕ и КО. Пусть эти 
диаметры разделены сходственным образом в точках Ми О, У их. Пусть, 
далее; 

ОР : БА =ОК: ЦБ; 

СН: ОА = ТЕ : ХВ; 

ВМ : МА =5Р : УР. 
Такие сегменты Аполлоний в приведенном выше определении называет 
подобными, но я считаю необходимым добавить сюда еще условие, чтобы 
Углы между основаниями и диаметрами, образованные с одной и той же 


стороны, были равны друг другу, т. е. чтобы угол АЕШ равнялся углу 
КОСО. Если мы не сделаем такого добавления, то может случиться, что 


10 Кавальери. 
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основания РЕ и ОК равны между собой; тогда равны межлу собой также 
АЕ и ГС. В этом случае мы можем получить столько фигур, подобных 
и равных, скажем, АШЕ, сколько существует различных вариаций наклона 
диаметра по отношению к основанию. Я и считал, что данное выше определе 
ние должно быть сформулировано так, чтобы исключить возможность таких 
варнаций. Если же принять это дополнение к определению, то я утверждаю, 
что оно совпадает с моим определением, если только под коническими 
сечениями понимать не линни, а фигуры. В самом деле, если провести через 
вершины А и В прямые, параллельные основаниям РЕ и ОК, то эти прямые 
будут касательными к указанным сегментам, а прямые 
АЕ и КС окажутся проведенными между этими каса- 
тельными и основаниями и образующими с ними рав- 
ные углы с одной и той же стороны. К тому же они 
окажутся и разделенными сходственным образом с одной 
и той же стороны, например, в точках Ми О, Уи Х. 
Далее, проведя через эти точки прямые, параллельные 
касательным, ВМ и СН, $Р и ТЕ, мы найдем, что 
прямые, находящиеся по одну и ту же сторону между 
АЕ и ВС и обводом фигур АРЕ и КОК и делящие сходственным образом 
с одной и той же стороны указанные прямые, будучи взяты в одном и 
том же порядке, относятся, как АЕ к КС. В самом деле, 


или, регпи{ап@о, 
РЕ : ОК=ЕА: О0Ю;. 


с другой стороны, АЕ и КС суть диаметры, причем сопряженными с ними 
хордами (ординатами) являются указанные параллельные прямые, так что 
эти прямые делятся этими диаметрами пополам. Поэтому и 


ТРЕ: 906 = ЕР: ОК. 
Таким же образом мы докажем, что 
СОЯ М. ОА: ЛА—БА ГОК, 
ВМ :$5У— ММ :. УР= МА.-.МВ.— БА цбК. 


Итак, фигуры АОЕ и КОК подобны в смысле моего определения, а инпи- 
дентами парных касательных (двумя из которых, находящимися с одной 
и той же стороны, являются прямые ОЕ и ОК) являются прямые АЕ и КС. 


СХОЛИЯ * 


оммандино дает другое определение подобных гипербол; именно 
К подобными гиперболами он называет такие, у которых отношения 
сопряженных диаметров или параметров равны между собой. Дасид 
Ривальт в своем комментарии к книге Архимеда „О коноидах и сфе- 
роидах“ в примечании к определению ХУШ показывает, что это 
определение совпадает с цитированным выше определением Аполло- 


ния, в чем желающие могут убедиться. Точно так же, как это 
определение совпадает с определением Аполлония, оно совпадает 
и с моим (при условии, что под гчперболой подразумевается фигура“); 
поэтому такой формой определения мы также будем пользо- 
ваться по мере надобности для доказательства вытекающих отсю3а 


процедур. 
ЛЕММА 1|* 


сли даны два подобных тела в смысле определения [Х книги ХГ „Начал“ 

Евклида и если на поверхности одного из них взяты две произвольные 
фигуры, плоскости которых пересекаются друг с другом, а на поверхности 
второго тела взяты фигуры, которые, согласно определению, подобны ука- 
занным фигурам на поверхности первого тела, то эти плоскости первого 
тела образуют друг с другом углы, равные углам между соответственными 
плоскостями второго тела и обращенные в ту же сторону, что и углы между 
подобными фигурами второго тела. 

Пусть АМ и КВ — подобные тела; пусть на одном из них, например, 
на АМ, взяты две какие угодно фигуры, пересекающиеся друг с другом, 
АУ и УН; пусть этим фигурам на втором теле подобны КА (подобна АУ) 
и А& (подобна НУ). Я утверждаю, что угол межлу фигурами АУ и УН 
равен и обращен в ту же сторону, что и угол между КА и 4&. 

Либо прямые АС и КУ будут перпендикулярны к лежащим под ними 
плоскостям; в этом случае плоскости АУ и КА будут перпендикулярны 
к плоскостям НУ и &А. Либо они не будуг перпендикулярны между собой; 
в таком случае опустим из точек А иК перпендикуляры АЕ и КТ на про- 
хивоположные плоскости, равно как и на продолжения прямых Н@ и УС 
(если это понадобится; в этом не будет надобности, если АС и КУ перпен- 
дикулярны к НС и &У или, соответственно, СУ и У4); опустим также пер- 
пендикуляры АР и КХ на прямые \/С и А\, а также АЕ и КА на прямые 
НС и &У, и соединим помо с Вх ОР Рос: Е, Хе 2-Е с Ро ОВ 
Так как АРС прямой угол, то 

АС? = СР? РА*; 
но 
РА? = РЕ? -- ЕАЗ, 


так как РЕ с ЕА образует прямой угол АЕР; следовательно, 
АД? == СЕ*-ЁР ЕД? = @Р®-- РЕ?-- ЕА*. 
Отгяв от обеих частей одинаковое ЕА?, получим 
СЕ? == СР? -Г РЕ?, 


а следовательно, ЕР булет перпендикулярно к Р\; но РУ перпендикулярно 
также ик АР; следовательно, АРЕ будет углом межлу плоскостями АУ и УН. 
Таким же способом докажем, что КХТ есть угол между плоскостями КА и 
А& и что углы ЕЕС и ТДУ прямые. Но 


АСУ == КУА 


10% 


СМ. ЧЕРТЕЖ 
КПРЕД. ХХУ! 
НА СТР. 139] 


ХУПЕ КН. ЖЖ 
„НАЧАЛ“ 


ХЬУИ КН. 1 
„НАЧАЛ“ 


ОПР. Ш КН. 
ХГ „НАЧАЛ“ 


ХУ КН. 1 
„НАЧАЛ“ 


ОПР. УГКН. ХЕ 
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УГ КН. М 
"НАЧАЛ“ 


ГУ КН. \ 
„НАЧАЛ“ 


УП КН. \1 
“НАЧАЛ“ 


В СМЫСЛЕ 
ОПР. Г КН. 1 
„НАЧАЛ“ 


(так как фигуры подобны по условию), следовательно, и 
/ АСР = 2 КУА, 


а углы АРб и КХУ прямые; значит, треугольники АРС и КХУ подобны. 
Таким же способом докажем, что и треугольники АСЕ и КУЛ подобны друг 


другу; следовательно, 
РС: ВА = ХТ: УК 


дс век 37: 
Ех аедиай, 

рб. 8-Е 
Но это — пропорциональные стороны, примыкающие К равным углам РОЕ 
и ХУЙ (эти углы равны своим вертикальным *,_ именно углам НОСУ и &\А, 
а последние равны, как углы подобных фигур НСУ и &У^)}; итак, треуголь- 
ники РСЕ и ХУЙ, подобны друг другу и, следовательно, 


их СРЕ= ДУХЕ 


И 


иво С УЙЛ, 
а следовательно, и 


РРЕ- СИТ РЕ СЕТ, 


так как это — остаточные углы прямых *. Значит, и треугольники РЕЕ и ХТИА.. 
также подобны между собой. Но 


АР: Ра =КХ : ХУ; 
в то же время 

РС : РЕ = ХУ: ХЕ; 

РЕ : РЕ = АЙ : АТ, 
ех аеаиа!, 

АР: РЕ—=КХ ГАР. 


Но углы АЕР иКТХ прямые; следовательно, треугольники АРЕ и КХТ 
окажутся подобными, а следовательно, 


С АРЕ=—„ОКАТ. 


Но эти углы суть углы между плоскостями АУ и УН, КА и А& и они обра- 
щены в одну и ту же сторону, что и требовалось доказать. 


ЛЕММА ИП 


Допустим, что (см. чертеж предложения ХХУ\!) даны две какие угод- 
но пары подобных друг другу Фигур А\М и КА; НУ и &А, причем АУ 
с НУ и КА с &А пересекаются по сходственным сторонам С\У и УА. Кроме 
того, сходственными друг с другом прямыми являются АС и КУ; НОС и &У. 


148 Наконец, дано, что углы между фигурами АУ и НУ; КА и &А равны между 


= > АОИ 
ИР... . 


собой и обращены в одну и ту же сторону. Я утверждаю, что 
АСН= 2 КУ& 


и что примыкающие к ним стороны пропорциональны. То же мы докажем 


и для углов РУМ и ОАВ. 

В этом мы без труда убедимся на основании предложения ХХУ! этой 
книги. ВР и НУ — две (парные) касательные плоскости к фигуре А\, а ГО 
и &А к фигуре КА; они параллельны друг дрУГУ И пересекают плоскости 
подобных фигур АУ и КА, образуя сними равные углы, обращенные в одну 
и ту же сторону; эти плоскости будем считать „первыми“, а плоскости, 
пересекающие эти „первые“ плоскости, именно плоскости АСН и КУ&, 


будем считать „вторыми.“ 


хНауУ= и &У5; 


но это суть углы между линиями пересечения первых плоскостей, с одной 
стороны, и вторых плоскостей, с другой —с плоскостями НУ и &А, а эти 
последние суть две из параллельных плоскостей. Точно так же и 


ХАЧУ= С КУА. 


(это — углы между линиями пересечения первых плоскостей со вторыми, 
с одной стороны, и линиями пересечения первых плоскостей с плоскостями 
НУ и &А — с другой), так как это углы В подобных фигурах. Тогла, 
согласно предложению ХХУЬ и 


< АСН==С АТ. 


Но так как фигуры АУ и` КА подобны межлу собой, а АС и КУ 
сходственные стороны, то 


Аб : СУ=КУ: А. 
Таким же образом докажем, что 
ИС: СЕЕ-ЕАТ Т&. 
Ех аедца!, получаем 
ДО вЕ-ЕКИ У: 
Точно таким же образом мы докажем, что и 
хРруУМ= (АВ 


(безразлично, будут ли при этом плоскости АН и ОМ; К& и ОВ параллельны 
друг другу или нет) и что прилегающие к ним стороны пропорциональны. 
А это и требовалось доказать. 


ЛЕММА Ш 


[о в прямолинейных фигурах, подобных в евклидовом смысле, провести 
какие угодно прямые, делящие их сходственные стороны сходственным 
образом, то эти ирямые разделят данные фигуры на две пары подобных 
фигур, причем подобными будут фигуры, расположенные по одну и ту же 
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сторону от делящих заданные фигуры прямых, а эти последние будут сход- 
ственными сторонами образовавшихся фигур- 

Пусть АСЕО и СММН прямолинейные фигуры, подобные в евклидо- 
вом смысле, и пусть их пересекают прямые ВЕ и ТО, делящие сходственные 
стороны АС и СМ; ОЕ и НМ сходственным образом с одной и той же 
стороны, причем стороны АС и СМ они делят в точках В и Ба стороны 
РЕ н НМ в точках Е и О. Я утверждаю, что фигуры, расположенные по 
олну иту же сторону от них, а именно ВАШЕ и ЮНО или ВСЕЕ и ММО, 
подобны друг другу. Пусть из точек В и 1 проведены прямые линии 
в противолежащие углы, именно ВО и ВЕ; 1Н и ПМ№М так, что если фигуры 
имеют вид четырехугольников или многоугольников, то они распадутся на 

треугольники. Так как АС и СМ сходственным образом 


А р делятся в точках В иТ то получим, что 
В Е `’ ВА: 6=АС: @М=АБ: СН, 
С Е откуда, рептшапдо, 
с 
Н ВА : Ар=16: бН 
1 о 
М 


М 


следовательно, треугольники ВАО и 1СН будут подобны друг другу, вслед- 
ствне чего 


| Г АРВ = СХ АШ. 
Но и 
"ЗАТЕ“ = СЕРА 
следовательно, и разности этих углов равны между собой: 


ХВБЕ= НО. 
Но 
ВБ. РА —"ТЕЗЕВ, 
ДР" СПО 
Ех аедиай, 
В = 18 НО; 
я следовательно, треугольники ВОЕ и 1НО также подобны, и 


зо —ои ИЕ 
Но тогда и 


АВЕ == (010, но ХАБВЕ= ОНО, 


а следовательно, фигуры АВЕО и СОН равноугольны. Так как, сверх того, 
ВА, АО, ОЕ, ЕВ, взятые попарно, относятся друг к другу, как взятые по- 
пгрно 15, СН, НО, О|*, то ясно, что к равным углам здесь примыкают про- 
порциональные стороны, а следовательно, фигуры ВАШЕ и 1@НО подобны 
друг другу. Таким же образом докажем, что ВСЕЕ и 1ММО подобны между 
собой. Вдобавок очевидно, что ВЕ и 'Ю — их сходственные стороны. Это 
и требовалось доказать. 


1 7} 


тр 
тр 
НН 


ЛЕММА 1\ = 


сли на телах, подобных в смысле определения [Х книги ХГ „Начал“, будет 
Е взято по четыре какие угодно точки на каждом (причем эти точки не лежат 
на одной и той же плоскости) и если эти точки лежат в вершинах равных 
друг другу многогранных углов, то при соединении этих точек прямыми 
получатся подобные треугольные пирамиды, ограниченные треугольниками, 
образованными этими прямыми. 
Пусть АНСО и РОСТ, — тела, подобные в смысле определения [Х книги 
Хх! „Начал“, и пусть на этих телах взято по четыре произвольные точки, 
а именно А, Н, С, О на одном и Е, О, @, Ы на другом теле, причем эти 
точки не находятся на одной и той же плоско- 
сти, но лежат в вершинах равных углов. Про- 
ведем прямые АН, АС, СО, СН, "АБ, НБ; РО, 
ва, РЁ, ОС, СЕ, [0; эти соединительные пря- 
мые могут быть ребрами подобных тел. Я утверж- 
даю, что пирамиды АНСО и ВОС, подобны друг 
другу. Одно из двух: или плоскости, ограничи- 
вающие эти пирамиды, находятся на поверхно- 
сти тел, как, например СНО и СОТ, тогда 
ови подобны по самому определению *, или они не 
лежат на поверхности, тогда надо доказать, что 
они тем не менее подобны. Так, треугольники 
АСН, ЕСО не лежат на поверхности, а треугольники АВС, ЕО, АВН, ЕЮ, 
НВС, О!С лежат на поверхности. Эти три пары ‘треугольников попарно 
подобны; значит, и основания АСН и ЕСО должны быть подобны. В самом 
деле, 


АС: СВ=ЕС : СР 


ВС: СН =1С : С0; 
»х аеадцай, 
АС 6Н=РС : @0: 


Таким же образом мы докажем, что 


СН : НА = (О : ОР. 
Ех аедиаН, о 
СА: АН = СР:РО. „НАЧАЛ“ 


Итак, треугольники АСН и ЕОО окажутся подобными друг другу 
Таким же образом докажем, что треугольники АНО и ЕГО; АСР и ЕСГ. 
подобны между собой, откуда мы должны будем заключить, что и сами 
пирамиды подобны друг другу. Если же все три треугольника, имеющие 
вершину в В и, соответственно, в [, не находятся на поверхности тела, то 
можно доказать, что они все же подобны. В самом деле, каждый из этих 
треугольников либо будет служить основанием пирамиды, три боковые 
треугольные грани которой лежат на поверхности тела; либо эти треуголь- 
ники будут служить основанием других таких пирамид, относительно боко- 15] 
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вых треугольных граней которых можно доказать, что они подобны, так 
как они служат в свою очередь основаниями пирамид, три боковые тре- 
угольные грани которых лежат на поверхности тела. Во всяком случае мы 
должны в конце концов притти к таким пирамидам. Итак, доказано, что 
требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


ие как в треугольных пирамидах БАНС и ГРОСС при наличии по- 
добных боковых граней основания АСН и ЕСО, как было доказано, 
должны быть подобными, мы вправе сделать такой выв00: если 
в двух треугольных пирамидах три боковые грани одной соответ- 
ственно подобны трем боковым граням другой, то и основания 
их подобны. 


ЛЕММА У 


уст два подобных треугольника образуют с плоскостями, лежащими под 

ними, равные углы, обращенные в одну и ту же сторону, так что линии 
пересечения, принимаемые за основания треугольников, являются их сход- 
ственными сторонами, и пусть из их вершин провелены, вне их плоскости, * 
прямые линии, образующие равные углы со сходственными сторонами тре- 
угольника. В таком случае эти прямые будут либо образовывать равные 
углы с плоскостями, лежащими под 
ними, либо будут в обоих случаях им 
параллельны. Если они будут образо- 
вывать углы, то пусть они будут про- 
должены до плоскостей, лежащих пол 
ними, и пусть точки пересечения пря- 
мых с этими плоскостями будут соеди- 
нены с другими двумя вершинами 
указанных треугольников. Полученные 
таким образом пирамиды будут по- 
добны друг другу. 

Пусть АВО и НРО подобные 
треугольники, образующие равные углы 
с плоскостями, находящимися под нимн. Пусть их основания ВР и РО 
и пусть из их вершин А и Н выходят прямые АС и НМ№, образующие со 
сходственными сторонами треугольников равные углы, именно Угол САВ, 
равный МНР, и угол САО, равный МНО. Я утверждаю, что прямые АС 
и НМ либо образуют равные углы с находящимися под ними плоскостями, 
либо в обоих случаях параллельны им (если они образуют углы, то пусть 
они пересекутся с плоскостями в точках С и № соединим прямыми С с В, 
Сосо, МеРи МСО) и что пирамиды АСОВ и НМОР подобны между собой 

Пусть на линии АР, продолженной! на какое угодно расстояние, 
будет взята точка Е, а на НО (продолженной, если понадобится) пусть. 


с 


1 Подразумевается: „если потребуется“. С. Л. 


будет отложен отрезок” НТ, равный АЕ; пусть прямые АС, АВ, НМ и НР 
булут неограниченно продолжены, и на образовавшихся плоскостях ЕАС, 
РАВ, ГНХ, [НР пусть будут проведены из точек Е и Е прямые ЕВ, ЕО; 
ТТ и ГМ, перпендикулярные к АЕ и НГ. Пусть они пересекут прямые АЕ, 
АС, НГ и НМ в точках Е, @, Ъ М; пусть будут проведены прямые ЕС 
и М. Так как углы АЕС и НЬЫМ прямые, а 


` 


Д ВАВ = С ЕНМ, 


сторона же АЕ равна НГ, то и Е@ равна ГМ, СА равна МН; таким же 
способом мы покажем, что ЕЁ равна Ш, ЕА равна 1, а следовательно, 
так как ЕА равна 1Н, АС равна НМ, и 


Д ЕАВ = Д.1НМ, 


го основания ЕС и 1М равны между собой, а пирамиды АЕЕР@а и НЕМ 
подобны и равны друг другу. Теперь снимем с места пирамиду АЕРС, 
совместим точку Е с Г и направим Е@б по ГМ так, чтобы ЕС совпала 
с ГМ. Треугольник ЕЕС совпадет с П.М, и точка Е совпадет с 1. АЕ должно 
совпасть с НГ, ибо в противном случае к одной и той же плоскости ПМ 
из олной и той же точки [. можно было бы восставить два перпендикуляра, 
что нелепо (АЕ и Н. перпендикулярны к плоскостям ЕЕС и ПМ, т. е. к 
одной и той же плоскости П.М, так как эти плоскости совпадают; это сле- 
дует из того, что эти прямые перпендикулярны к двум прямым ПП, и ГМ 
в точке Г). Следовательно, РА пойдет по [Н, и точка А совпадет с Н, 
а значит, и ЕА совпадет с Ш, равно как и АС с НМ. Пусть точка В попа- 
дет в точку Т; О в точку $; С в точку У; тогда РВ совпадет с эт, СО 
с \$, СВ с УТ, и так как 


Д АВЬ = / НРО, з 
и в то же время 
Д АВЬ = /. НТ5, 
тои 
Д НТ$ == Д НРО, 


з следовательно, $Т параллельна ОР. Я утверждаю, что треугольник УЗТ 
лежит в плоскости, параллельной плоскости треугольника МОР. Допустим, 
что это неверно. Тогда, так как ЗТ параллельна ОР, через ЗТ можно будет 
провести плоскость, параллельную МОР. Пусть эта плоскость проведена 
и пусть она образует в пирамиде треугольник КТ. Из точки Н проведем 
перпендикуляр НО к прямой ОР, и пусть он пересечет ЗТ в точке Х. Пусть 
в плоскости МОР проведена из точки © прямая ОК, перпендикулярная к ОР- 
Соединим Н с В. Плоскость треугольника НКО пересечет плоскости тре- 
угольников УЗТ и К$ЗТ по прямым УХ и 7Х. Так как плоскости треуголь- 
ников КЗТ и МОР параллельны, то и прямые 7Х и КО параллельны между 
собой. Но и $Т и ОР параллельны между собой; следовательно, углы 0Х5$ 
и ВОО будут равны между собой, откуда и угол 2Х$ прямой. Но и угол 
ЗХН прямой; значит, ЗХ перпендикулярна к двум прямым 7Х и ХН, а следо- 
вательно, и к ллоскости, проходящей через эти прямые. Итак, угол сХУ 
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прямой, а следовательно, угол НХЁ есть угол между плоскостями Н$Т и К$Т, 
а угол НХУ — между плоскостями НТ и $УТ. Но по условию угол НХУ 
равен углу НОК, т. е. углу между плоскостями НОР и МОР, или, что то же, 
углу НХА. Получается, что угол НХУ, т. е. целое, равен углу НХЯ, т. е. 
своей же части, что нелепо. Следовательно, и утверждение, что плоскости 
треугольников УЗТ и МОР не параллельны между собой, нелепо. Итак, эти 
плоскости параллельны, а в таком случае и прямые \У5 и УТ параллельны 
прямым МО и МР, а следовательно, треугольник УН$ подобен треуголь- 
нику МНО; треугольник УНТ подобен треугольнику МНР; равным образом 
и треугольник УЗТ подобен треугольнику МОР, а значит, и пирамиды НУЗТ 
и НМОР подобны между собой. Но пирамида НУЗТ не только подобна, но 
ни равна пирамиде АСОВ. Итак, пирамиды АСОВ и НМОР будут подобны 
друг другу, а также : 


Д АСВ = Д НУТ, / АСБ= Д НУ$. 


Отсюда следует что АС и НУ — прямые линии, проведенные вне плоскости 
треугольников и образующие равные углы с прямыми СО и СВ; \$ и УТ 
(причем и углы, заключенные между этими прямыми, ОСВ и $УТ, равны 
между собой), — окажутся образующими равные углы с плоскостями треуголь- 
инков СОВ н МОР; кроме того, и пирамиды АСОВ и НМОР подобны между 
собой, что и требовалось доказать. 

Если же прямыми, образующими равные углы с прямыми РА и ОН, 
АВ и НР будут АГ и НА, из коих АН параллельна плоскости УЗТ, то мы 
и в этом случае докажем, что и ГА параллельна плоскости СОВ. В самом 
деле, в противном случае, если бы при продолжении прямая ГА пересекла 
нлоскссть СОВ и АН, согласно доказанному выше, при продолжении пере- 
секла бы плоскость треугольника УЗТ. Или же, начав рассуждение с двух 
данных прямых АС и”НМ и проделав то же построение, что и в предыдущем 
случае, докажем, так же как и выше, что три ребра ГА и АН, АГ и НО, 
АВ и НР совпадут друг с другом, а следовательно, если АН параллельна 
плоскости МОР, то неизбежным выводом из этого будет, что АН, или, что 
то же, совпадающая с ней ГА, параллельна плоскости МОР или плоскости 
У$Т, а значит, ГА параллельна СРВ, что и требовалось доказать *. 


СЛЕДСТВИЕ 


з этой леммы следует, что какие угодно сходственные ребра тел, 

подобных в евклидовом смысле, либо (если взять на поверхности 
две какие угодно подобные друг другу фигуры) лежат на плоскости 
этих подобных друг другу фигур, либо параллельны им, либо обра- 
зуют с ними равные углы; как, например, СО и СЕ на чертеже, при- 
ложенном к лемме 1\У (если взяты подобные фигуры НСО и ОС1.), 
лежат на их плоскости. Что же касается прямих ВА и ГЕ, то 
они либо обе параллельны этим плоскостям, либо образуют с ними 
равные углы; в самом деле, при проведении прямых АС, АН, 


154 ЕС и РО, если только эти прямые ве суть ребра указанчых тел, 


получаются равные между собой углы ВАН, ГРО, ВАС, [ЕС. Треуголь- 
ники АСН и ЕСО подобны друг другу, так как пирамиды АВСН 
и ЕСО подобны между. собой. Но треугольники АСН и ЕСО обра- 
зуют равные углы с треугольниками НСО и ОСЕ, так как и пира- 
миды АСНО и ЕСЕО подобны друг другу в силу той же леммы 1У. 
Следовательно, либо АВ и Е! параллельны основаниям СНЬО и СОЕ, 
либо они образуют с этими основаниями равные углы. То же отно- 
сится п к любим другим сходственным ребрам, если сравнивать их 
с любыми подобными фигурами, взятыми на поверхности. 


ЛЕММА У! * 


усть в телах, подобных друг другу в евклидовом смысле, проведены пло- 

скости, параллельные двум каким угодно подобным фигурам на их поверх- 
ности. Примем эти фигуры за основания. Пусть эти плоскости разделят 
высоты тел, взятые по отношению к указанным основаниям, на сходственные 
части. Тогда все ребра, которые будут пересечены этими плоскостями, 
разделятся на сходственные части. 

Пусть на поверхности двух тел, подобных в смысле евклидова опреде- 
ления [Х книги Х[ „Начал“*, взяты две подобные друг другу фигуры 
и приняты за основания; например, подобные треугольники АБВ и МКМ. 
Нанесем еще на чертеж находя- 
щиеся на поверхности этих тел по- 
добные треугольники АНГ и МО; 
АНО и МФК; НО и ©$К; кроме 
того, начертим еще сходственные 
ребра Пи ФОР, исходящие из вер- 
шин Ри Р, взятых по отношению 
к указанным основаниям, а все про- 
чие фигуры, находящиеся на поверх- 
ности тел, опустим на чертеже, 
чтобы он не вышел слишком сложным. Пусть ЕС и РО будут высотами, 
опущенными из вершин Е и Р, взятых по отношению к основаниям АРВ 
и МКМ, на плоскости этих оснований, и пусть они пересекают эти осно- 
вания в точках Си О. Проведем две какие угодно плоскости, параллель- 
ные основаниям и делящие высоты ЕС и РО сходственным образом 
с одной и той же стороны в точках А и Г. Пусть они пересекут сход- 
стенные ребра, например, 1Н и 05 в точках П' и 0. Я утверждаю, 
что они в этих точках рассекут эти ребра сходственным образом с одной 
и той же стороны. Пусть ребра НГи 5© будут продолжены (если нужный 
результат не может быть достигнут без продолжения) в обе стороны так, 
чтобы они упирались с одной стороны в плоскости оснований РАВ и КМК, 
и с другой — в плоскости, параллельные этим основаниям и проходящие 
через вершины Е и Р. Обозначим концы этих продолженных ребер 1, Т, 
С и В. Из точек @ и В пусть будут опущены перпендикуляры СЕ и КХ 


1 На чертеже вместо буквы П стоит буква т. С. Л. 
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на плоскости указанных оснований, пересекающие эти основания в точках 
Е и Х. Соединим Г, СЕ, Тс Х. Точно так же из вершин Е иР в точки 
оснований Ви М пусть будут проведены прямые ЕВ и РМ. Соединим еще 
ВсСи Мс О. Сходственные ребра НШ и $0 образуют равные углы со 
сходственными сторонами подобных треугольников АФ и МОК, образующих 
с основаниями РАВ и КММ равные углы *, обращенные в одну и ту же сторону 
(так как ТАОВ и ОММК подобные пирамиды); при продолжении же эти 
ребра пересекают плоскости указанных оснований в точках Г и Т; они 
образуют равные углы и с этими плоскостями оснований, т. е. 


Д @ЕЕ = Д ВТХ, 


а углы СЕГ и ВХТ прямые. Следовательно, треугольники СЁЕ и КТХ будут 
подобны друг другу, откуда 


ОЮТ=—= ОЕ: ЮХ—Ве:80 


Далее, если мы проведем прямые РА, РО, РМ и РК, то получатся 
подобные пирамиды ЕРАВ и РКММ, откуда очевидно, что ЕВ и РМ обра- 
зуют равные углы с основаниями РАВ и КММ№, а значит, углы ЕВС и РМО 
равны между собой, а так как углы ЕСВ и РОМ прямые, то треугольники 
ЕВС и РМО равноугольны. В таком случае очевидно, что 


ЕС: РО = ЕВ: РМ, 
НО 
ЕС: РО == (1: ВТ, 


и отношение ЕВ к РМ равно отношению ВБ к МК, а также н отношению 
любого другого ребра тела ЕНВ к сходственному ребру тела РЗМ, напри- 


мер, 1 к ©5; итак, 
@.:ЮТ=Е1 50 


н равно отношению суммы остатков ЕН и {С ксумме остатков ТЗ и ОВ*. 
Но Г.Н и Т$ — сходственные ребра подобных пирамид НСАО и ТМК; следо- 
вательно, 

ЕЕ = НГ." ОТ, 
откуда разность 1@ так относится к разности ОФК*, как НГ] к $0 или как 
высота ЕС к высоте РО; но 


ЕС.РО—= СЕ: РТ=сЬВА 


так как ОГ, и ВКТ разделены сходственным образом с одной и той же 
стороны в точках Пи 1 (эти прямые делятся в этих точках в том же отно- 
шении, в каком ЕС и РО в точках А и Г). Следовательно, и разность Ш 
будет так относиться к разности 07”, как вся СП ко всей КД, т. е. как 
ЕС к РО. Таким же способом докажем, что и 


ПН. 25 =Е26:В0: 
следовательно, 

ТП: ОЙ =: 
или, репищапдо, 

ЕЕ 2: 


Итак, сходственные ребра Ни 0$ рассекаются сходственным образом 
указанными плоскостями. Таким же образом покажем, что это утверждение 
герно и для каких угодно других сходственных ребер, рассекаемых этими 
плоскостями, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


МЕ этой леммы следует еще, что не только сходственные ребра 

подобных тел, но, если продолжить эти ребра до парных каса- 
тельных плоскостей, то и остатки от концов этих ребер до этих 
плоскостей, равно как и целые прямые от одной из парных плоско- 
стей до другой, относятся как высоты. 


ТЕОРЕМА ХХУ!. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИХ * 


сли в двух телах, подобных в смысле определения |Х книги Х] 
„Начал“*, будут взяты на их поверхности две какие угодно подобные 
друг другу фигуры, причем эти фигуры будут приняты за основания, 
и если параллельно этим основаниям будут проведены какие угодно 
плоскости, рассекающие эти тела и делящие сходственным образом 
с одной и той же стороны высоты их, взятые по отношению к ука- 
занным основаниям, то фигуры, образуе- 
мые внутри тел этими плоскостями, будут 
подобными в смысле определения Х этой 
книги, и сходственные прямые всех этих 
фигур будут параллельны некоторым двум 
регулам. 
Пусть тела АЕЕЗОСо и Т!&рЁ з подобны 
в смысле определения [Х книги ХГ „Начал“ и 
пусть на их поверхности будут взяты любые 
подобные фигуры ОСЕЗ и 18&р; пусть парал- 
лельно плоскостям этих фигур будут проведены 
две какие угодно рассекающие эти тела плос- 
кости, делящие сходственным образом высоты их, 
взятые по отношению к указанным основаниям и 
образующие внутри тел фигуры [ГНМР и УУ7а. 
Я утверждаю, что эти фигуры подобны в смысле 
определения Х этой книги и что сходственные 
прямые всех фигур, образуемых таким путем внутри 
‘указанных тел, параллельны некоторым двум регу- 
‘лам, например, ОЗ и р. Пусть из числа фигур, со- 
ставляющих поверхность указанных тел, будут взяты 
еще какие угодно две подобные друг другу и пере- 
секающиеся с основаниями, как, например, подобные треугольники оО$ и $Ёр. 
Пусть будут проведены касательные плоскости АС и ТК, парные с указанными 
основаниями и пересекающие продолженные плоскости фигур оО$ и $р по 157 
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прямым ВС и ОВ. Пусть продолжения прямых Оо и 15 пересекутся с пря- 
мыми ВС и ОК, скажем, в точках В и ©. Соединим $ с ВирсО. Пусть пло- 
скости фигур .НМР и УУ7а пересекут продолженные плоскости фигур ©0$ 
и $р по прямым КМ и ие, причем последние прямые пересекутся с прямыми ВЗ, 
Ор, ВО и ОЁв точках 1, Х, К иц. Соединим Г. с К, Ре У си ас %Х. 
Так как плоскости фигур НМРЕ и У7АУ, рассекающие указанные выше высоты 
сходственным образом с одной и той же стороны, рассекают сходственным 
образом с одной и той же стороны и сходственные ребра Ао, Т$ в точках 
Г. и У, равно как и ребра АС и Т8 в точках Н и У, то фигуры АЁИ и 
ТУ\У, находящиеся по одну и ту же сторону от секущих НЬ и \УУ, будут 
подобны между собой, а прямые НС и УУ будут их сходственными сторо- 
нами. Таким же путем докажем, что фигуры ЕАЁР и УЧ подобны и чго 
их сходственными сторонами являются ГР и У4. Но фигуры АЕРЬ и АБН 
образуют между собой угол, равный углу между фигурами ТУ и ТУУ, так 
как`они лежат на плоскостях подобных фигур АЕЗо, Т!рз, АСОо и Т8{5, 
которые образуют равные углы, обращенные в одну и ту же сторочу. 
Итак, 
и НЫР = УТ, 

так как эти углы образуются сходственными сторонами; стороны же, обра- 


зующие эти углы, будут пропорциональны. Таким же путем мы покажем, 
что и остальные углы равны между собой: 


ЕРМ => Таг, „РМТ "о МНЕ ГУТ, 


и что к равным углам примыкают пропорциональные стороны. Значит, 
фигуры ГНМР? и УУ7аА будут подобными в евклидовом смысле, а следова- 
тельно, будут также подобными в смысле определения Х этой книги. 

Остается доказать, что все сходственные прямые этих фигур будут 
параллельны прямым ОЗ и ЮФ, принятым за регулы. В самом деле, если этими 
плоскостями рассекутся сами фигуры оО$ и $, то это, очевидно *, поскольку 
проведенные прямые будут параллельны основаниям ОЗ и 1, и будут 
сходственными сторонами подобных фигур, образованных внутри тел пе- 
ресекающими их плоскостями. Если же параллельные плоскости пересекут 
продолжения фигур 00$ и $, как это имеет место для плоскостей фигур 
НМРГ, и \У7АУ, которые пересекают продолженные плоскости фигур 00$ и 
$р по прямым КМ и ие, то мы докажем, что прямые КМ и ис являются 
регулами сходственных частей подобных фигур ЕНМР и \У294У, соединив 
точкн Ре Кидсц. В самом деле, так как Оо и 15 являются ходствэн- 
ными ребрами подобных тел, то при продолжении их до пересечения с пло- 
скостями оснований и парных © ними касательных плоскостей в точках О, 
В, Ь О прямые ВО и СЕ окажутся рассеченными сходственным образом 
с одной и той же стороны в точках о и $, и не только Оси, но и ов и 
$0 окажутся относящимися друг к другу, как их высоты, взятые по отно- 
шению к указанным основаниям; но так же относятся друг к другу и прямые 
о$ и зр, сходственные ребра. Следовательно, 


Во: 0$ = 05: 51, 


и, значит, равные углы Во и О5зр заключены между пропорцион: альным 
сторонами; следовательно, треугольники Во5 и Озр подобны друг другу и, ке 
так как они находятся на плоскостях треугольников оО$ и $Ёр, то они об- 
разуют © подобными фигурами ТР5$о м У@рз равные углы, обращенные м 
в одну и ту же сторону, и имеют с ними общие схолственные ребра 0$ и | 
5р. Значит, 

2 КоЕ = биз и 5 РЁ == „Орд; 


= м ВЕН . . 2. паи ФЕД: 

но В$ и Ор относятся друг к другу, как указанные выше высоты”; и так уз а м 
же относятся 13 к Хри Р5З к @4р (так как В$ и Ор в точках Ги Х, а Е5 

и ШГ в точках Ри 4 рассекаются сходственным образом с Одной и ТОЙ 

же стороны *); следовательно, 


о: -ыреро; 

Ра ГКН. У 
: НАЧАЛ“ 

эти прямые образуют, кроме того, равные углы 1$Р и ХрЧ. Следовательно, 

треугольники 13Р и Хра подобны друг другу. Таким же путем мы докажет, 


что и треугольники №оК и Узи подобны друг лруту. Далее, так как 


Ко: 05.— (3:5, 
о$:51=5р:рХх, а ДКо$ == Др, 


ОЗ == < $ а 


то трапеции Ко51 и изрХ будут подобны лруг другу, а также и фигуры 
ГР$о и У4рз булут друг другу подобны. Но 


А ТР НЫ 


ОГ: ГР=<$У: Та, 
откула 
КГ ТР = ИР РА: 


Таким же путем`мы докажем, что 
ГР: Уа=—РГ: АХ =: Хи= КЕ : ИУ. 


Но очевидно также, что если мы соединим А с О, ТсЬАс и 
| с и Т5 „_ СОГЛАСНО 
Тср, то получатся подобные треугольные пирамиды АОо$ и ТЁ5р, ограни- Чеммеу 
ченные подобными треугольниками, что понятно, если вникнуть в этот 
вопрос. Поэтому плоскости АоО и Т$, т. е. подобные треугольники [Ко и 
№ д СОГЛАСНО 
Уз, образуют с подобными фигурами [.Р5о и У4р$ равные углы, обращен- лЕеммЕ п 
ные в одну и ту же сторону, и пересекаются с этими фигурами по сход- 
слвенным ребрам Го и Уз. Значит, 


= СОГЛАСНО 
= КЕР = / иТЧ. ЛЕММЕ п 


Эти углы образованы сходственными ребрами, как доказано выше; 
слеловательно, треугольники КР и иУ@4 будут подобны друг другу, и, сле- 
довательно, 


КР-: РЕ делах. 159 


Но 
РЁ: РУ = а7У : 4Х 
или, ех аеацай, 
КР: ВЕЕТ КАХ. 
Нс 
РГ: 1К =аХ : Хи. 
Итак, и треугольники РК и 4иХ также подобны, откуда 


р ОЕ [2 
ДЫК = и 9Хи 
КЕ ХИХ. 


Теперь проведем в плоскостях фигур ЧНМР и УУ2Я из точек К и\У 
прямые 1,3 и У4, параллельные прямым КМ и и8. Так как 


ерКЕ=и 2 М 
тои : 
К ==„бит 

Но н 
КЕР== Хи7Я; 


значит, и разности, „СЗГРи „/4У4, равны между собой *; но поскольку прямые 
роза 1,3 и У4 образуют со сходственными ребрами СР, УЧ равные углы, обра- 
УИ па щенные в одну и ту же сторону, они будут регулами сходственных прямых 
подобных фигур Т.НМР и УУРА, а следовательно, и прямые КМ и цэ, или же 
Оби Гр, будут регулами тех же сходственных прямых. ОЗ и КМ параллельны 
друг другу, равно как и ие и Ёр; значит, все сходственные прямые подоб- 
ных фигур @НМР и УУГа будут параллельны регулам ОЗ и №. То же 
можно тем же способом доказать и для остальных параллельных сечений, 
если они рассекают те же тела АЕбёо и Прз. В том же случае, когда 
к телам АЕбо и Трз в промежутке между основаниями и точками ка- 
сания парных с ними плоскостей будут присоединены еще фигуры *, 
примыкающие к ним по сходственным ребрам АЕ и Т1*, доказательство 
будет вестись весьма сходным образом. Продолжим ОВ и 1Ю до пересе- 
чения с касательными плоскостями и соединим точки пересечения их с этими 
плоскостями с точками $ и р, а концы сходственных ребер, каковыми 
в предыдущем случае были Ер и У@, с концами прямых в образовавшихся 
треугольниках (каковыми были ВОЗ и ©), — так, в предыдущем случае мы 
их соединили с концами прямых КГ и иХ. Мы докажем, что фигуры, огра- 
ниченные этими прямыми, каковыми были ЕРи УЧХи, подобны друг другу, 
на основании чего докажем и то, что требовалось в условии. Точно так же, 
если пространственные углы О и { образованы более чем тремя плоскими 
углами, остается в силе то же доказательство, так как в этом случае тре- 
угольники СОо и 8, хотя и не находятся на поверхности тел, но тем не 
прич менее подобны и образуют с фигурами, с которыни пересекаются, равные 
о углы, обращенные в одну и ту же сторону, а следовательно, пирамиды, на- 
пример, пирамиды, образованные соединением между собой точек $, С, ©, 


РР 
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о или, соответственно, р, 8, №,$, будут подобны между собой и, таким образом, 
доказательство не теряет своей силы. Точно так же, если о0$ и $р ока- 
жутся не треугольниками, но какими-либо другими подобными фигурами, то 
возьмем вместо 05 и $р те ребра, которые сходятся с Оо и 5 в вершинах 
О и $, и, соотвэтственно, плоскости, ограниченные этими ребрами; доказа- 
тельство будет вестись тем же путем и приведет к тому же результату. Однако 
такое доказательство в полном виде со всеми подробностями заняло бы 
слишком много времени, а иллюстрация его чертежом потребовала бы чрез- 
вычайно кропотливой работы. Поэтому я предоставляю это сделать трудо- 
любивому читателю. Во всяком случае, если он надлежащим образом понял 
т0, что изъяснено выше, то у него не останется ни малейшего сомнения 
в правильности этого утверждения; различных же видов подобных тел, огра- 
ниченных плоскостями, существует бесконечное множество; так что трудно 
было бы наглядно представить все разнообразие возможных случаев. Чита- 
тель, надеюсь, не цосетует на меня за то, что я перейду к доказательству 
следующего положения. 


ТЕОРЕМА ХХУП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ 


ледствием из определения подобных тел, содержащимся в книге 
ХГ „Начал“, определение [Х*, является мое общее определение 
подобных тел. 
Воспользуемся чертежами, приложенными к предыдущей теореме. 
Пусть тела АСЗ и Т8р и будут подобными телами в евклидовом смысле. 
Я утверждаю, что эти тела подобны и в смысле определения Х! этой книги, 
данного в общем виде для каких угодно подобных тел. Пусть будут про- 
редены те же парные касательные плоскости, как и в предыдущем случае, 
так, чтобы с одной стороны плоскостями касания были две подобные фи- 
гуры СЕЗО и 18&р, а с другой — касательные плоскости АС и ТВ. Возьмем 
другие две подобные фигуры, пересекающиеся с основаниями, а именно Обо 
и $. Продолжим их плоскости до пересечения с противоположными каса- 
тельными плоскостями; пусть они пересекутся по прямым ВС и ОР; ОВи 
8. Продолжим плоскости СОо и 85, которые считаем находящимися на 
поверхности тел, и пусть они пересекут парные касательные плоскости по 
прямым АВ, ТО, СО, 81, а продолжения плоскостей Оо, #рз-— по прямым 
ВО и 61. Пусть эти тела будут пересечены какими-нибудь двумя плоско- 
стями, параллельными парным касательным плоскослям. Пусть это 
плоскости, образующие внутри тел фигуры ГНМР и УУ\У7а. Эти 
должны, следовательно, быть подобными; их сходственные 


будут 
Фигуры 
прямые, если 
| взять за регулы и в этом случае прямые ОЗ и 1, будут параллельны этим ххи этой 

прямым, по определению Х этой книги. Но в таком случае в этих фигурах КИГИ 

будут находиться еще и другие сходственные прямые, параллельные неко- 

торым регулам, образующим с прямыми О$ и р равные углы, обращенные 

в одну и ту же сторону. > 

Но так как прямые СО и 8{ образуют равные и обращенные в одну 
и гу же сторону углы с ОЗ и Тр, то сходственные прямые всех плоскостей 161 
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булут также параллельны, как двум новым регулам, и прямым СО и $1. 
К этим прямым, касающимся с одной и той же стороны фигур СЕЗО и 
8&рЁ, проведем с другой парные касательные ЕР и &В так, что прямые СО 
и ЕЮ пересекут плоскость ВР в точках О и, а прямые 8 и &В 
пересекут плоскость ОВ в точках Е и В. Соединим точки О с 
© и тс В прямыми. Подобным же образом пусть будут проведены 
ик фигурам НМРЬ и УРауУ парные касательные, параллельные тем же 
регулам СО и 81 и пересекающие плоскости ВО и ОВ в точках Ки №, и 
и 2. Соединим точки К с Мицс & прямыми. Представим себе, что таким 
же образом и во всех прочих фигурах, которые можно образовать таким 
же путем, как НМРЕ и У24У\, проведены парные касательные, параллельные 
прямым СО и 8Ё и продолженные до пересечения с плоскостями ВО и ОВ, 
и пусть точки пересечения будут соединены прямыми, концы которых будут 
лежать на прямых ВО, СО, Ги КВ; СО и 8 регулы сходственных линий 
и в т0 же время парные касательные подобных фигур ОСЕ$ и 18&8р, а пря- 
мые ОР и образуют с ними равные и обращенные в одну и ту же сто” 
рону углы; кроме того, 


СО : 18 = ОР :/Кх. 


Отсюда следует, что ОО и 18 — инциденты подобных фигур ОСЕЗ$ и 18&р 
и их парных касательных СО, ЕР, 8% &В. Таким же образом соединив М 
сКиЙси прямыми и доказав, что МН: НК==7.У : Уи, мы убедимся, 
что и в фигурах НМРЕ и У7АУ инцидентами их и парных касательных НК, 
ММ, Уи и 7 являются прямые КМ и 15. 

В самом деле фигуры НМРЬ и \29У подобны друг другу, равно 
как и фигуры ГРК и У@и. Но к равным углам МНК и И\и примыкают 
про-орциональные стороны. Это показывает, что треугольники МНК и 7Уц 
подобны, откуда очевидно, что 


НКМ = Уи. 


Ной 
НКМ = „(Уиь, 


откуда очевидно, что и 
МКМ = 2ив. 


С другой стороны, и 
ММК == 7 8и. 
Следовательно, треугольники МКМ и ИУие подобны друг другу, откуда 
ММ : 2 = КМ : ив. 


Но КМ и ие образуют с парными касательными НК, ММ, Уи и 25 
равные углы, обращенные в одну и ту же сторону, следовательно, инциден- 
тами самих касательных и фигур служат КМ и и®. Но 


КМ : ис = МК: 2и = МН : РУ 


р 


\, 


и вообще отношение КМ к ис равно отношению любых сходственных ребер 
тела, т. е. 


КМ : ис = ЦО : 8#= ОБ : В, 
ОР :/В = ВО: < 


а следовательно, и 
КМ : ие = ВО : 0}. 


Прямые, образующие с ВСи ОБ, ОК и {В равные углы, обращенные 
в одну и ту же сторону, разделят прямые ВО и ОЕ сходственным образом 
в точках К и ц, ибо углы ВОР и О равны друг другу. То же можно доказать 
и для прочих инцидент. Итак, фигуры ВООС и ОР, содержащие все эти 
инциденты, подобны друг другу, а эти инциденты являются их сходствен- 
ными прямыми, причем регулами для всех их являются ОР и В; самые же 
фигуры ВО и ОВ. образуют с основаниями равные углы, обращенные в одну 
н ту же сторону, так как они лежат на плоскостях фигур оО$ и $р. Сле- 
довательно, указанные тела подобны в смысле определения Х! этой книги. 
Если же плоскости Оо и 815 не лежат на поверхности указанных подоб- 
ных тел, то и в таком случае нетрудно доказать, что части тел, находя- 
щиеся за этими плоскостями, подобны друг другу и что инциденты этих 
частей и указанных парных касательных плоскостей находятся на плоскостях 


фигур ВО и ОВ. Этими инцидентами мы дополним фигуры-инциденты целых‘ 


сходственных тел и упомянутых выше противоположных касательных, что 


нетрудно понять, если вникнуть в вопрос. Итак, доказано то, что и требо- 
валось доказать. 


ЛЕММА* 


Ве круги и полукруги подобны в смысле моего определения для полоб- 

ных плоских фигур. Инцидентами же этих фигур и их парных касательных, 
проведенных через концы диаметров, являются сами 
эти диаметры. Е д 

Пусть даны круги АВСР и ОМО7; пусть их диа- ^ В 

метры АС и ОО; пусть через концы их проведены каса- 0 
тельные РГА, СС, НО и ГО. Я утверждаю, что эти круги 
подобны в смысле моего определения для подобных 
фигур и что инцидентами этих фигур и проведенных 
к ним парных касательных будут сами диаметры АС 
и ОО. То же верно и для полукругог. Пусть диа- 
метры АС и ОО будут разделены сходственным обра- 
зом с одной и той же стороны в точках Е и М; пусть 
из этих точек булут проведены прямые ЕВ и ММ, 
параллельные указанным касательным, до пересечения 
с окружностыо. Так как эти касательные образуют 
с диаметрами прямые углы, то и ВЕ и №М будут перпендикулярны к этим 
диаметрам, откуда 


ВЕ? = АЕХ ЕС\, 


1 Здесь и в следующих строках наши обозначения. Кавальери пишет: „чва- 
драт ВЕ“ вместо ВЕ? „прямоугольник ОМО“ вместо ОМ х МО ит. д. С.Л. 
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равно как и 
ММ? = ОМХ МО. 
Но 


(АВХ ЕС): ЕС? = АЕ; ЕС= ОМ: МО=(ОМХ МО) : МО? = ММ? : МО. 


Итак, 
_ ВЕ? : ЕС? — ММ: МО? 


(доказательство принимаемых здесь предпосылок можно найти либо в „Нача- 
лах“ Евклида, либо в следующей книге этого сочинения, где то, что, здесь 
принято как предпосылка, доказывается независимо’ от этой леммы). Следо- 


вательно, 
ВЕ : ЕС = ММ: МО*. 


Регищап4о: 
: ВЕ - ММ==ЕС : М. 

Итак, прямые, параллельные касательным ЕА и НО, делящие прямые 
АС и ОО сходственным образом с одной и той же стороны и лежащие 
между этими прямыми и полуокружностями АВС и ОМО по одну и ту же 
сторону от них, будучи взяты в том же порядке, относятся, как эти прямые 
АС и ОО. Но эти последние образуют с указанными касательными равные 
углы, обращенные в ту же сторону, и поэтому являются их инцидентами. 
Итак, полукруги АВС и ОМ — фигуры, подобныедруг другу в смысле моего 
определения, причем инцидентами их и парных касательных, проведенных 
через концы диаметров, являются сами эти диаметры. Таким же путем дока- 
жем, что и полукруги АРС и О7О, а следовательно, и целые круги АС. и 
ОО, подобны друг другу в смысле данного выше определения, что и требо- 
валось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХУШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ. ХХХ! * 


Если принять даваемые вслед за этим определения для подобных 
цилиндров и конусов, то тем самым будет выполнено то общее опре- 


деление, которое я дал для подобных тел. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


одобными называются такие конусы и цилиидры, оси которых относятся, 
П как диаметры оснований. Евклид, „Начала“, книга ХЬ опреде- 
ление ХХ. 

Так как это определение имеет в виду только прямые цилиндры и конусы, 
то я присоединяю сюда еще определение, данное Коммандино для всех цилин- 
дров и конусов как прямых, так и наклонных. Достаточно доказать, что 
определение Коммандино согласуется с моим, данным выше, так как это 
определение включает в себя, как частный случай, определение, данное 
Евклидом. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ 


евобными называются конусы и цилиндры как прямые, так и наклонные 
в том случае, когда при проведении через их ось плоскостей, перпендику- 
164 лярных к основаниям, линии пересечения этих плоскостей с оснозаниями 


= 


образуют с осями равные углы и относятся друг к другу как оси. Комман- 
дино, взамен определения, цитированного выше. 

Пусть даны конусы ВЕС и СММ и цилиндры АС и ЕМ, подобные в 
смысле только Что данного определения. Я утверждаю, что они подобны и в 
смысле моего определения, данного выше. Чтобы доказательство было верно 
в одно ито же время и для конусов и для цилиндров, предположим, что конусы 
и цилиндры имеют одни и те же основания и одни и те же оси ЕО и МК. 
Проведем в них плоскости через эти оси. Так как стороны цилиндров парал- 
лельны их осям, то эти плоскости пройдут через стороны цилиндров, или 
цилиндрик, АС и ЕМ, а также и через стороны ‘конусов, или коник, ЕВС и 
МОМ, так как эти плоскости проведены внутри их и проходят через их вер- 
шины. Пусть это будут плоскости, проведенные под прямыми углами к осно- 
ваниям, и пусть линии пересечения ВС и СМ этих плоскостей с основа- 
ниями относятся друг к другу как оси, согласно 
определению. Тогда в цилиндриках образуются 


параллелограмы, каковы АС и ЕМ, а в кониках А р 
треугольники, каковы ВЕС и СММ. Так как Е М 
ДЗВОЕ —= лаз М, 
тои 
КОРНИ — ОМ, В С 
а также б УЮ М 


ВС: СО = ОМ: МН. 


Следовательно, параллелограмы АС и ЕМ и треугольники ВЕС и СММ будут 
подобны друг другу в смысле определения Евклида, а следовательно, и 
в смысле моего определения. Далее, прямые АБ, ВС, ЕН и @М касаются 
фигур АС, ЕМ, а с прямыми ЕО и МК образуют равные углы, обращенные 
в одни и те же стороны. Поэтому прямые, делящие сходственным образом 
с одной и той же стороны оси ЕО и МК и параллельные прямым ВС и ОМ, 
будут относиться, как ЕО к МК, так как если взять в одном и том же 
порядке отрезки их, находящиеся по одну и ту же сторону от осей и заклю- 
ченные между этими осями и поверхностью фигур, то отрезки, находящиеся 
по одну сторону от оси, будут равны прямым ВО и СК, а по другую — 
прямым ОС и КМ№. В треугольниках же будет существовать отношение 


ВО : ОК-=ОС АЛЕ ОР КЕ 


Поэтому инцидентами этих фигур и указанных парных касательных будут 
прямые ЕО и МБ, а эти касательные будут регулами сходственных прямых подоб- 
ных фигур АС и ЕМ или, соответственно, ЕВС и МОМ. Далее, так как ВХС и 
СУМ полукруги, то они будут фигурами, подобными в смысле моего опреде- 
ления, и инцидентами этих фигур и их касательных, проведенных через концы 
диаметров ВС и СМ, будут сами эти диаметры ВС и СМ, как было доказано 
выше. То же будет верно и для полукругов ВВС, САМ и для любых других, 
лелящих оси ЕО и МК сходственным образом с одной и той же стороны, 
а следовательно, делящих и высоты, взятые по отношению к основаниям, 
сходственным образом с одной и той же стороны, а также и для полукру- 
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гов, проведенных через конечные точки Е и М. Итак, мы имеем цилиндры 
АС и ЕМ или конусы ВЕС и СММ, к которым проведены парные касателр- 
ные плоскости, параллельные сходственным фигурам этих тел (такими пло- 
скостями служат. ВВСХ и АО; СУМ и ЕН); эти касательные плоскости пере- 
секаются двумя другими плоскостями, образующими с ними равные Углы, 
обращенные в одну и ту же сторону, именно теми, на которых лежат парал- 
лелограмы АС и ЕМ или, соответственно, треугольники ВЕС и СММ, так как 
эти плоскости перпендикулярны к основаниям, т. е. к касательным плоско- 
стям. Но выше было доказано, что эти фигуры — параллелограмы или тре- 
угольники — подобны друг другу; регулами их сходственных частей являются 
противоположные касательные ДБ и ВС; ЕН и СМ; инцидентами их служат 
прямые ЕО и МЬ, а их сходственные линии, взятые по отношению к ука- 
занным касательным, как к регулам, как доказано, являются инцидентами 
подобных фигур (разделяющих сходственным образом указанные уже высоты 
названных выше фигур) и их парных касательных; все такие парные Каса- 
тельные параллельны тем касательным, которые проведены через концы диа- 
метров ВС и СМ и касаются окружностей ВВСХ и СУМЕ, в чем нетрудно 
убедиться. Итак, цилиндры АС и ЕМ или, соответственно, конусы ВЕС и СММ 
подобны в смысле моего общего определения для подобных тел, что и тре- 
бовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХЯ 


м определение для подобных коник и цилиндрик согласуется 
с общим определением для подобных тел. 

Пусть любые цилиндрики АН и КУ или, соответственно, коники МЕН 
или УХУ, имеющие те же основания и высоты (что необходимо для того, 
чтобы можно было вести доказательство одновременно для тех и других тел), 
подобны в смысле определения УП этой книги. Я утверждаю, что эти тела 
подобны и в смысле определения Х1. В самом деле, так как оба указанные 
тела подобны друг другу, то подобны и их основания [.Н и ХУ. Проведем 


‚ парные касательные этих оснований Г.Р и НО; ХЕ и У1, являющиеся регулами 


сходственных прямых; инцидентами этих касательных и указанных подобных 
фигур пусть служат прямые ОО и 1, которые можно принять также и за 
регулы других сходственных прямых; пусть будут взяты две любые прямые СН 
и ХУ из числа таких прямых, параллельных инцидентам ОС иН. Если прове- 
сти плоскости через эти сходственные прямые и стороны указанных здесь цилин- 


дрик или, соответственно, коник, то эти плоскости образуют в цилиндриках: 


подобные параллелограмы, а в кониках подобные треугольники, причем эти 
параллелограмы и треугольники образуют с основаниями равные углы, обра- 


` щенные в одну и ту же сторону. Пусть, далее, через парные касательные ГР 


и На, ХЕ и У! будут проведены плоскости, касающиеся указанных злесь 
цилиндрик и коник, и пусть они вместе с плоскостями оснований будут 
неограниченно продолжены в сторону инцидент ОС и Й. Наконец, пусть 


через параллельные прямые ОС и Я будут проведены плоскости, параллель- 


ные АН и КУ и пересекающие проведенные ранее плоскости по прямым Ос, 


СЕ, ЕВ, ВО и ПЕ; Н, 1&, &70, А и {&. Получатся параллелепипеды АС и К! АА 
и призмы ГМО и ХУН*. Параллелограм ВС будет подобен параллелограму АН, и ки; 
а параллелограм 71 подобен КУ. Так как параллелограмы АН и КУ подобны 

друг другу, то и ВС будет подобен 71. Точно так 7. В 

же мы докажем, что и треугольники ЕОС@ и &/ но- 
добны друг другу, имея в виду подобие в смысле 
определения Евклида; но в таком случае они' будут 
подобными и в смысле определения Х. Проведем 
две плоскости так, чтобы они находились между 
парными касательными плоскостями и были бы им 
параллельны и чтобы они делили сходственным 
образом высоты указанных тел, взятые по о©тно- 
шению к основаниям ЕН и ХУ. Пусть эти плоско- 
сти образуют внутри цилиндрик фигуры 1М и КТ, | 
а внутри коник ОМ и $Т. Пусть они пересекут же. „НАЧАЛА 
касательные плоскости по прямым [С, МЕ, Од и ВВ, че -. Е 
Тр, $0. Эти последние прямые будут соответственно те 
параллельны и будут касательными к фигурам М, 

ЮТ, ОМ и $Т, вышеназванные же плоскости пере- 
секут плоскости В@ и 71 по прямым СЁ и Вр. Но 
уже выше было доказано, что фигуры М и ЕТ или 
ОМ и9Т нодлобны основаниям и сходственно располо- 
жены с ними, откуда следует, что сходственные пря- 
мые этих фигур и любых могущих быть таким же об- 
разом проведенными в указанных телах подобных фи- 
гур будут ‘всегда параллельны некоторым двум регу- 
лам, как, например, прямым НС и У1. Остается только 
доказать, что СЕ и Вр или @Е иор являются инцидентами указанных фигур. Так 
как две прямые С и СЕ соответственно параллельны двум прямым ЕР и ОС, то 


Д.1СЕ = Д.16. 


хХУП ЭТОЙ 
КНИГИ 


ХУТ КН. Х1 


хи и хх 
ЭТОЙ КНИГИ 


Х КН. Х! 
„НАЧАЛ“ 


Таким же образом мы докажем, что 
Д ЮВр= ДАЛ. 
Так как, сверх того, 


фе, 


ЮВ = Х}, 
а также 
СБ: Вр-ЕЯВ 
то 


оз СЁ: Ар, 
и эти последние образуют с прямыми 1С, МЕ, ВВ, Тр равные углы, ‘обра- ххт ЭТОЙ 
щенные в одну и ту же сторону. (Следовательно, СЕ и Вр булут инциден- 
тами подобных фигур М и ВТ и парных касательных ©, МЕ и КВ, Тр. 167 


ХУП КН. Х1 


„НАЧАЛ“ 
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Таким же путем докажем, что 4Е и ор— инциленты подобных фигур ОМ 
и ЭГ и парных касательных Ода, МЕ, $0, Тр. Но 


аб + ор 9 Е 1.08% 


или, что, очевидно, одно и то же 
у ИР орз Ак 

так как ОЕ и 1& разделены сходственным образом с одной и 
той же стороны в точках 4 и о (в самом деле, высоты указанных 
тел делятся плоскостями Ш и Кр сходственным образом). Итак, прямые аЕ и ор 
являются сходственными прямыми подобных фигур ЕОС и &1, будучи парал- 
лельны их парным касательным ВЕ, ОС, 71& и В, а инцидентами этих фигур и их 
парных касательных булут прямые ЕР и &. Таким же образом докажем, что 
СЕ и Вр — сходственные прямые подобных фигур ВЯ и 71, а инцидентами 
этих фигур и их парных касательных ВЕ, ОО, 7& и И являются прямые ВБ 
и 11. Как указано выше, нетрудно доказать, что это будет верно и для 
остальных рассекающих тело плоскостей. Итак, ВС, 71, ЕШБС, &Й будут 
фигурами-инцидентами разбираемых нами подобных цилиндрик или коник 
и их парных касательных плоскостей АЕ, 1С, К& и ХГ,. Следовательно, 
в этих телах выполнены все условия определения Х], в чем можно убедиться, 
просмотрев их; следовательно, тела будут подобными и в смысле этого опре- 
деления. Теперь обратим еще внимание на то, что согласно исходному пред- 
положению, сделанному для упрощения чертежа, плоскость М№С касается и 
цилиндрики и коники, равно как и плоскость \1, так что стороны ЕС и & 


являются общими сторонами и параллелограмов ВО и 7/1 и треугольников РЕС 


и 1&1. Но данное нами доказательство будет верно и для того случая, когда 
плоскости, проведенные через прямые Н@ и УТ, касающиеся цилиндрик, не 
тождественны с плоскостями, проходящими через те же прямые НОС и У! 
и касающимися коник. В самом деле, ЕОС и &Й будут всегда подобными 
треугольниками, даже если ЕС и &1! не их стороны, в чем нетрудно убе- 
диться при исследовании. А это и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХШ 


сли тело вращения рассечь плоскостью, проходящей через ось, то 
Е получающаяся в сечении фигура тождественна с той, от вращения* 
которой получилось это тело. 
Пусть дано тело вращения, ось которого АМ, а основание круг НПЕР. 
Пусть это тело будет рассечено плоскостью, проходящей через ось АМ, и 
пусть в сечении тела этой плоскостью получится фигура АСО. Я утверждаю, 
что эта фигура тождественна с той, от вращения которой получилось это 
тело. Пусть фигура, от вращения которой получилось данное тело, вращается 
вокруг оси АМ, пока ее плоскость не совпадет с плоскостью фигуры АСОЕО. 
Очевидно, обводы этих фигур либо совпадут, либо не совпадут. Если они 
совпадут, то образуется одна и та же фигура, т. е. та же фигура, от 
вращения которой получилось данное тело. Если же они не совпадут, то 


1 То-есть стороны цилинлрик АН и КУ. С. Л. 


существует точка на одном из обводов указанных фигур, которая не нахо- 
дится на обводе другой фигуры. Пусть точка В есть точка, находящаяся на 
обводе фигуры, образовавшей при своем вращении данное тело, т. е. на линии 
АВБЕС, и не лежащая на обводе фигуры АСРЕС@, являющемся линией пере- 
сечения плоскости, проходящей через ось, с поверхностью данного тела. Так 
как В не лежит на указанной линии пересечения, но лежит на плоскости 
фигуры АСОЕС, то она лежит либо внутри, либо 
вне поверхности данного тела. Но в то же время 
она лежит на обводе фигуры АСПОЕС, а этот обвод 
при вращении как раз образует поверхность данного 
тела. Значит, эта точка в одно и то же время и 
будет и не будег лежать на поверхности тела, что 
является нелепостью. Итак, нет такой точки на 
обводе фигуры, чтобы от вращения ее получилось 
данное тело и чтобы она лежала в то же время вне 
обвода фигуры АСОЕС. Итак, оба эти обвода, а сле- 
довательно, и самые фигуры, совпадают друг с дру- 
гом и являются одной и той же фигурой, именно той, от вращения которой 
получается указанное тело вращения, что и требовалось доказать 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХМУ 


сли тело вращения рассечь плоскостью, перпендикулярной к оси, 
то получающаяся в сечении фигура будет кругом, центр которого 
лежит на оси. 

Пусть дано тело вращения, ось которого АС, а фигура, от вращения 
которой это тело получилось, АВСО. Пусть оно будет пересечено плос- 
костью, перпендикулярной к оси, причем в сечении получается фигура МВМО. 

Я утверждаю, что это — круг, центр которого Е 
А лежит на оси. Пусть линия пересечения плоскости, 
| перпендикулярной к оси, и фигуры АВСО есть пря- 
мая ВО. Так как фигура АВСО имеет ось, причем 
прямая ВО, пересекающая ось под прямым углом, 
является одной из сопряженных с осью хорд \, то ВО опр \л 
разделится осью пополам в точке Е. Проведем 
теперь другую плоскость через ось; пусть линией 
пересечения ее с данным телом будет фигура АМСК; 2 
пусть фигура АМСМ пересечется с фигурой МВКО 
но прямой ММ. Фигура АМСМ будет, очевидно, 
тождественна с той, от вращения которой обра- 
зовалось указанное тело. Поэтому это будет фигура, имеющая осью 
ту прямую, для которой сопряженной хордой (орлинатой) будет ММ. 
Так как прямая ММ пересекает ось АС под прямым углом, то ММ 
делится в точке Е пополам. Таким же образом мы докажем, что и любые 


1 В подлиннике: гпз ех огатат аррИса#$ а@ ахип, „одна из «ординат»“. С. Л. 160 
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пругие линии пересечения фигур, проходящих через ось АС, с фигурой ВМОМ, 
делятся пополам в точке Е. Далее, фигуры АВСО, АМСМ тождественны 
с той, от вращения которой получается тело АВСО, а прямые ВО и ММ 
проходят через одну и ту же точку оси АС и обе перпендикулярны к ней; 
поэтому если мы будем вращать фигуру АМСМ до тех пор, пока ее плос- 
кость не совпадет с плоскостью фигуры АВСО, то эти фигуры совпадут, 
причем прямая ММ совпадет с ВО. Итак, прямые ММ и ВШ равны между 
собой, а следовательно, иих половины МЕ, ЕВ, МЕ и ЕО равны между собой. 
Таким же путем докажем, что любые прямые, проведенные из точки Е 
к обводу фигуры МВМО, равны любой из прямых ВЕ, ЕМ, ЕБ, ЕМ, а следо- 
вательно, фигура МВМО будет кругом, центр которого находится на оси, 
что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


р" мы делаем вывод, что прямые ВО и ММ№— линии пересече- 
ния фигур, проведенных через ось, с кругами, образованными сече- 
нием данного тела плоскостями, перпендикулярными оси — суть дид- 
метры этих кругов, так как они проходят через центры этих кругов. 


ТЕОРЕМА ХХХИ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ 


сли пересечь какой угодно конус плоскостью, параллельной 

Е. основанию, то фигура, образующаяся в конусе, будет кругом, 
имеющим центр на оси. 

Если конус прямой, то это очевидно из предыдущего предложения. 

Пусть этот конус наклонный, каков, например, конус АСЕО, пересеченный 

плоскостью, параллельной основанию СЕО, причем эта 

А плоскость образует в конусе фигуру ВКЕ. Я утверждаю, 


Й что эта фигура — круг, центр которого лежит на оси. 
ав 


Пусть конус будет рассечен плоскостью, проходящей 
через ось и образующей в нем треугольник АСО; пусть 
АИТ В в 
м. 
Е 


линией пересечения этого треугольника с кругом СЕР 
Е будет прямая СО, которая будет диаметром этого круга; 
Таким же путем докажем, что 
АМ: МР = АГ: 1Е; 


пусть далее линией пересечения этого треугольника 
с фигурой ВВЕ будет прямая ВЕ. Треугольники АВ! 
р», "АСМ подобны, так как В! параллельна СМ. Откуда 


СМ: МА = ВГ: ГА. 


откула, ех аеацай, 
СМ: МР = ВГ:1Е. 
Но . 
СМ = №, 


следовательно, 


Теперь проведем другую плоскость через ось, которая образует тре- 
угольник АМЕ; этот треугольник пересечет фигуру ВКЕ по прямой Ю. 
Греугольники АЖ и АМЕ подобны между собой; откуда отношения прямых 
ЕМ, МА и МС соответственно равны отношению прямых Е, ТА и 1В. Следо- 
вательно, ех аеацани, 


ЕМ : МС = ЮГ: 1В. 
Но 
РА АД, 
а следовательно, 
Ю1] = В. 


Таким же образом мы покажем, что любые прямые, проведенные из 
точки [ до пересечения с обводом ВКЕ, равны прямой В1. Итак, фигура ВКЕ 
будет кругом с центром в точке |, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


@ ясно, что прямая ВЕ— линия пересечения треуголь- 
ника, проведенного через ось, с кругом ВЮЕ, — есть диаметр 
этого круга, так как она проходит через центр этого круга. 


ТЕОРЕМА ХХХШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ! 


ПЕ тело вращения и наклонный конус будут рассечены 
плоскостью, проходящей через ось. Сверх того, пусть тело враще- 
ния (если только оно не имеет основания, каковым должен быть круг) 
будет рассечено плоскостью, перпендикулярной к оси и образующей 
в сечении круг. Пусть на плоскости этого круга и того круга, который 
служит основанием конуса, будет проведен перпендикуляр к основанию 
фигуры *, проведенной через ось. Затем пусть на обводе фигуры, 
проведенной через ось, будет взята точка и пусть через эту точку 
будет проведена прямая, параллельная указанному перпендикуляру. 
Эта прямая будет касательной к данному телу. Если взятая точка 
будет лежать вне обвода этой фигуры, но на поверхности указанного 
тела, то прямая, проведенная через эту точку параллельно указан- 
ному перпендикуляру, пройдет внутри данного тела; если же ее 
продолжить до (второго) пересечения с поверхностью тела, то она 
рассечется фигурой, проведенной через ось, пополам. 

Пусть дано тело вращения АВТЕ или наклонный конус АРК, имеющий 
основанием круг РХВЙ, а осью прямую АТ. Пусть тело вращения, если оно 
не имеет основания, будет рассечено плоскостью, перпендикулярной к оси; 


пусть эта плоскость образует внутри тела круг РХКА. Пусть оба тела будут. 


рассечены плоскостями, проходящими через ось, и пусть эти плоскости 
образуют в теле вращения фигуру АРТЕ, а в конусе треугольник АРК. 
Пусть в плоскости круга РКХ будег проведен перпендикуляр 1Х к линии 
пересечения указанного круга с проходящей через ось фигурой. Взяв точку 
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на обводе проходяцей через ось фигуры, как, например, точку ©, проведем 
через нее прямую, параллельную ДХ. Я утверждаю, что эта прямая касается 
ланных тел. Пусть она не касается этих тел; в таком случае она пересечет их, 
как, например, прямая РОМ пересечет тело в точке №. В таком случае 
точка М будет вне плоскости фигуры, проходящей через ось, так как прямая 
РОМ параллельна прямой 7Х, перпендикулярной к фигуре, проходящей через ось. 
Поэтому и прямая ООМ перпендикулярна к этой фигуре, и, поскольку она 
пересекается с этой фигурой в точке ©, она не может пересечься с ней 
в другой точке. Следовательно, № лежит вне плоскости, проходящей через 
ось фигуры. Пусть через точку М 
будет проведена плоскость, парал- 
лельная плоскости круга РХВИ; 
эта плоскость образует круг ВМЕС. 
Пусть ВЕ-— линия пересечения 
этого круга с фигурой, проходя- 
щей через ось; эта прямая будет 
диаметром круга, а точка М не 
будет лежать на прямой ВР. По- 
этому, если мы из точки М про- 
ведем прямую, параллельную 7Х, 
скажем, МС, то ввиду того, что 
ВЕ также параллельна РК, углы 
между той и другой парой прямых будут равны между собой. Но 7Х пер- 
пендикулярна к РК; следовательно, МС перпендикулярна к ВЕ*. Поскольку 
она проведена не через конец диаметра, она окажется проходящей внутри 
круга ВСЕМ и потому разделится пополам прямой ВЕ. Итак, эта прямая 
пересечет фигуру, проведенную через ось, не на ее обволе. Значит, МС и 
МОР — две прямые, параллельные одной и той же прямой ГХ!, а следова- 
тельно, они параллельны и между собой, что нелепо, так как обе эти пря- 
мые проходят через одну и ту же точку М. Итак, прямая, проходящая через 
точку на обводе проведенной через ось фигуры, параллельная ГХ, будет 
касательной к данному телу. 

Теперь возьмем точку М, которая будет для нас представлять собой 
любую точку, взятую на поверхности тела, но не на обводе фигуры, прове- 
денной через ось. Проведем из этой точки прямую, параллельную (Х, и пусть 
она, будучи продолжена, пересечет поверхность тела в точке С. Тем же 
способом, который был нами только что применен (т. е. проведя через 
точку М плоскость, параллельную плоскости круга РХКА, которая образует 
внутри тела круг ВМРС), мы докажем, что прямая МС пройдет внутри круга 
ВМЕС и разделится пополам прямой ВЕ, или, что то же, фигурой, проведенной 
через ось (так как МС перпендикулярна к ВЕ). 

Это и требовалось доказать. 


ох ВНЕ 
РОМ и МС не могут быть и продолжением друг друга, ибо тогда прямая 


РОМС пересекала бы плоскость осевого сечения РВАЕЮ в двух точках: би О, 
а это нелепо. С. Л. 


ТЕОРЕМА ХХЖУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУП 


МЕ тело вращения или наклонный конус будут рассечены 
плоскостью, проходящей через ось. Пусть затем эти тела будут рас- 
сечены другой плоскостью так, что линия пересечения этой плоскости 
с одной из плоскостей, перпендикулярных к оси, перпендикулярна 
к линии пересечения этой последней плоскости с плоскостью, прохо- 
дящей через ось. Тогда фигура, образованная в теле второй из секущих 
плоскостей, будет иметь ось, а в наклонном конусе будет иметь 
дибо ось, либо диаметр; причем этой осью или этим диаметром будет 
линия пересечения фигур, образованных в теле, с этими секущими 
плоскостями. . 

Пусть дано тело вращения АРСО и наклонный конус АРЕОМ. Пусть 
оба эти тела будут рассечены плоскостью, проходящей через ось. Пусть эта 
плоскость образует в теле фигуру АРСО, а в конусе треугольник АРО. Пусль, 
далее, оба тела будут рассечены другой плоскостью, причем линией пересече- 
ния этой плоскости с плоскостью, перпендикулярной к оси (она образует 
внутри конуса круг РМОЕ), пусть будет прямая ЕМ, перпендикулярная к пря- 
мой РО, служащей линией пересечения этой прямой с плоскостью, проведен- 
ной через ось. Я утверждаю, что фигура ВЕРМ в теле вращения имеет ось, 
а в конусе либо ось, либо диаметр, и что этой осью или диаметром служит 
ВО, линия пересечения образованных в теле фигур. 

Если вторая из образованных в теле фигур будет также проведена 
через ось тела, то очевидно, что в теле вращения эта фигура будет иметь 
ось;3 в конусе же образуется 
треугольник, причем ось тела 
АС рассечет пополам прямые, 
параллельные основанию этого 
треугольника. Если она пере- 
сечет эти прямые под прямыми 
углами, то этот треугольник 
будет иметь ось, если же не 
под прямыми углами, то он 
будет иметь днаметр, причем 
диаметром будет та же пря- 
мая АС. 

Но допустим, что эта вторая фигура не пройдет через ось, Пусть 
точки В и О — концы линии пересечения плоскостей первой и второй фигуры, 
т. е. прямой ВШО. Тогда в теле вращения (а в конусе в том случае, когда 
треугольник АРО, проведенный через ось, пройдет также через перпенди- 
куляр к основанию РЕОМ, проведенный из вершины А, т. е. в том случае, 
когда треугольник АРО перпендикулярен к основанию“ РЕОМ) прямая ЕМ, 
линия пересечения второй секущей плоскости с плоскостью РО, перпенди- 
кулярной к оси, будет перпендикулярна к плоскости, проведенной через ось, 
так как она перпендикулярна к РО — линии пересечения плоскостей РЕОМ 
ин АРО, перпендикулярных друг другу. Поэтому она будет перпендикулярна 
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ко всем прямым, проходящим через нее в плоскости АРСО, а следовательно, 
прямая ВО пересечет прямую ЕМ под прямым углом. Прямые же, проведен- 
ные через концы В и О прямой ВО, параллельно прямой ЕМ, будут каса- 
тельными к телам, а следовательно, В и Р будут парными вершинами фигур 
ВЕШМ, взятыми по отношению к прямой ЕМ. Поэтому прямая ВО пересечет 
все прямые, проведенные в фигуре ВЕРМ параллельно ЕМ. Далее, если взять 
на обводе фигуры ВЕШМ точку, не являющуюся вершиной, взятой по отно- 
шению к ЕМ, и провести из нее параллельную к этой же прямой ЕМ, то 
эта параллельная прямая пройдет внутри фигуры. Так, если взята точка О 
и из нее проведена прямая ОК, параллельная прямой ЕМ, то ОК, кончаю- 
щаяся на поверхности тела, разделится прямой ВР пополам, скажем, 
в точке М. Таким же путем покажем, что прямая ВР разделит и все прочие 
прямые, параллельные ЕМ и кончающиеся с обеих сторон на поверхности 
тела, пополам. Далее, так как ВШ пересекает ЕМ под прямым углом, то 
она пересечет и все прочие указанные прямые под прямым углом, Итак, 
фигура ВЕОМ будет иметь ось ВО как в теле вращения, так и в конусе. 
Если же треугольник АРО не пройдет через перпендикуляр, проведенный к ука- 
занной выше плоскости, то мы докажем тем же способом, что и выше, что 
ВО пересечет все прямые, параллельные ЕМ, пополам; но так как тре- 
угольник АРО не проходит через перпендикуляр к основанию и не перпен- 
дикулярен к основанию РЕОМ, то угол ЕШВ не будет прямым, ибо, если 
бы он был прямым, то, поскольку и угол ЕШР прямой, плоскость круга 
РЕОМ была бы перпендикулярна к плоскости треугольника АРО, и наоборот, 
что противоречит условию. Итак, ВО пересечет ЕМ, а следовательно, и прочие 
указанные выше параллельные ей прямые пополам, но не под прямыми 
углами; поэтому фигура ЕВМ будет в этом случае иметь диаметр, и диа- 
метром будет прямая ВР. В случае же, указанном выше, фигура и в теле 
вращения и в конусе будет иметь ось, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


тсюда следует, что если в конусе треугольник, проведен- 
ный через ось, перпендикулярен к основанию, то указанная фигура 
имеет, ось, если же он направлен не перпендикулярно, но наклонно 
к диаметру, то фигура имеет диаметр; в теле же вращения полу- 
чается всегда фигура, имеющая ось. 


ТЕОРЕМА ХХХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУШ * 


Густь конус рассечен плоскостью, проходящей через ось, а за- 

тем другой плоскостью, пересекающейся с основанием конуса по 
прямой, перпендикулярной к основанию треугольника, проходящего 
через ось, причем линия пересечения этой плоскости с плоскостью 
треугольника, проходящего через ось, параллельна одной из сторон 
треугольника, проходящего через ось. Тогда квадраты ординат к оси 


или к диаметру '! фигуры, образованной в конусе второй плос- 
костью, и параллельных линии пересечения этой фигуры с основа- 
нием, относятся между собой, как отсеченные этими ординатами 
абсциссы 2 на осях или диаметрах, отсчитываемые от вершины 
фигуры. | 

Пусть вершина конуса А, а основание его круг СЕЕО; пусть он рас- 
сечен сперва плоскостью, проходящей через ось, которая образует в нем 
треугольник АСР, а затем другой плоскостью, пересекающей основание по 
прямой ЕО, перпендикулярной к СЕ; пусть эта плоскость образует в конусе 
фигуру ВЕО. Эта фигура будет иметь ось или диаметр, именно прямую ВУ, 
параллельную АЕ. Вершиной этой фигуры по отношению к основанию ЕО 
будет В. Пусть из точки М, являющейся произвольной 
точкой на линии ЕВРО, но не тождественной с В и не 7 
лежащей на основании ЕО, будет проведена прямая 
МО, параллельная ЕО, до пересечения с поверхностью 
конуса в точке О. МО есть одна из ординат к оси или В 
к диаметру ВУ, параллельных ЕС; она рассекается на | 
две равные части прямой ВУ в точке М. Проведем р Ю 
через № прямую НК, параллельную СЕ. МО также па- В 
раллельна ЕГФ; следовательно, плоскость, прохолящая 
через МО и НК, окажется параллельной основанию СЕЁРО, Ё 
и четыре точки Н, М, К и О будут лежать на окружно- 
сти с диаметром НЮ. Но МО перпендикулярна к НК, так как угол НММ равен 
углу СУЕ, а этот угол прямой, следовательно, квадрат ММ равен прямоуголь- 
нику, построенному на НМ и МК, а квадрат Е\ — прямоугольнику, построен- 
ному на СУ и УЕ. Но прямоугольник, построенный на СУ и УЕ, так относится 
к прямоугольнику, построенному на НМ и МК (ибо высоты УЕ и МК равны 
между собой, как противоположные стороны параллелограма), как СУ к НМ, 
на основании предложения [ книги УТ „Начал“ или предложения \ книги УП, 
доказанных независимо от данного положения. Так как НМ параллельна СУ, то 
треугольники ВНМ№ и ВСУ подобны друг другу, откуда СУ так относится 
к НМ, как УВ к ВМ, или как прямоугольник, построенный на СУ и УЕ, 
к прямоугольнику, построенному на НМ и №К; иными словами, квадрат ЕУ\У 
так относится к квадрату ММ, как УВ к ВМ. Но квадрат ЕР равен учетве- 
ренному квадрату Е\, так как площадь квадрата ЕГФ равновелика площади 
двух квадратов со сторонами: первый ЕУ\У и второй Ур, и двух прямоуголь- 
ников со сторонами ЕУ и У, т. е. опять же двух квадратов со стороной 
ЕУ\, а всего, вместе с предыдущими, четырех квадратов ЕУ. На таком же 
основании и квадрат МО равен учетверенному квадрату ММ. Итак, квадрат 
ЕР так относится к квадрату МО, как УВ к ВМ, где УВ и ВМ — абсциссы, 


1 Дословно: „|[прямых|, примыкающих по порядку коси (ог@таНт аррИсайае)“, 
см. стр. 76. С. Л. 

” Дословно: „[ирямые], отсеченные (а55с15зае) этими ординатами“, см. 
ср. 16. (2-й 

3 Кавальери (как и Евклид) выражается сокращенно: „прямоугольнику НМВ“; 
так же и в дальнейшем. С. Л. 
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отсеченные на оси или диаметре ВУ и отсчитываемые от вершины В; а ЕО 
и МО ординаты к ВУ, что и требовалось доказать. 
Эту кривую Аполлоний* назвал параболой. 


ТЕОРЕМА ХХХУ! 1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХИХ * 


ри тех же предпосылках, с тем лишь изменением, что ВУ не 

параллельна АР, но пересекается с продолжением РА в сторону 
вершины, например, в точке 2, я утверждаю, что квадрат ЕЛ так 
относится к квадрату МО, как прямоугольник 7УВ к прямоуголь- 
нику МВ. | 


Так как 
И Г а 
и 
М№? = НМ МЮ, 
то 
ЕУ* : М№ —{СИХ УЕ ЗН Ю №5), 


но отношение (СУЖ УР) : (НМ Ж М№Ю)} есть сложное отношение, составлен- 
ное из отношений СУ: ЯМ и УР: МЮ, что будет 


7 доказано ниже независимо от этого предложения. 
\ 

А Но 

1) Се: НМ=: МВ: ВМ 

1 и 

' \А так как треугольники СУВ и НМВ подобны; с дру- 
О 


гой стороны, 
ИР М ИИ, 


так как треугольники УЕХ и №57 подобны. Слож- 
р ное отношение, составленное из отношений УВ : ВМ 
и У: (№, есть отношение площадей прямоуголь- 
ников Д\УВ и МВ, а следовательно, 


(СУХ УР) : (НМ Ж МЮ) = БУ: М№ == ЕД; МО? = (РУХ УВ): (7МЖ МВ), 
что и требовалось доказать. 
Эту кривую Аполлоний* назвал гиперболой, 
ТЕОРЕМА ХХХУП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х|.= 


Наконец, при наличии тех же предпосылок и того же допущения 
о пересечении, но полагая, что ВУ пересечется с обеими боковыми 
сторонами треугольника, в плоскости которого находится ось, а при 


а 


+ Предложение ХХХУП] и условие настоящего предложения даны с сохране- 
нием всей символики Кавальери. Точно такая же символика и в предложениях 
ХХХИХ и ХЕ, но, для упрощения, при нереводе их я ввел нынешние обозначения; прошу 
помнить, что Кавальери 
вместо знака = пишет „равно“; 
вместо знака * пишет „квадрат“; 
вместо пропорции АВ: Ср = ЕЕ: СН пишет: 
‚как АВ к СО, так ЕЁ к СН и. т. нп. <; 
вместо АВ Хх ВС пишет: „поямоугольник АВС“. 

<. = й: 


продолжении и с основанием того же треугольника, например, в точке 
3, я утверждаю, что 


РВ: МОз= (И$ Ж 5 В): (ИМЖ МВ). 


Пусть расположение частей чертежа будет таково, что плоскость 
фигуры ВВУР (ось или диаметр которой пересечет обе боковые стороны 
АС и АБ, а при продолжении и основание СЁ в точке 9) при продолжении на 
неопределенное расстояние пересечет про- 
долженную плоскость основания по пря- 
мой ©7, перпендикулярной к плоскости 
треугольника АСЕ, проходящей через ось. 
Пусть, далее, через точки М и 5 будут 
проведены две прямые ТГ и НК, парал- 
лельные СР. Тогда 


ХГУ КН. П 
853 — 7$ Х 5Е и М\№—НМХ МЮ и 
2% ао СОГЛАСНО 
Отношение хх кН, ие 
(7$ Ж $2) : (НМХ МЮ) „НАЧАЛ“ 
есть сложное отношение, составленное из. отношений 
Т$: НМ и &Ё : №. 
Но 
То: ИМ 58, ВА, 
так как треугольники ВТЗ и ВНМ подобны; 
$: МЮ =5И : ИМ, 
так как и в этом случае треугольники УЕ и МУВ подобны. Но два 
отношения 
5В : ВМ ии $И: ИМ 
СОГЛАСНО 
т р УТ КН. П ИЛИ 
составляют отношение прямоугольников ВУ и ВМУ. Следовательно, ХХхШ КН. 1 
„НАЧАЛ“ 


(75 Ж $52) : (НМЖ №) = В5* :; ММ№ = В0?: МО? — 


—(И$5Ж 5$В) : (УМХ МВ), 
что и требовалось доказать. 
Эту кривую Аполлоний* назвал эллипсом. 


СХОЛИЯ 


Я присоединил эти теоремы относительно конических сечений не 
только для того, чтобы опубликовать выводы, которые я нащел, 

но и для того, чтобы стало очевидно, кав легко все то, что Апол- 

лоний в „Началах конических сечений“ доказал для каких угодно 

диаметров, в том числе и для осей, доказать указанным здесь спо- 

собом для тех прямых, которые называются осями, иначе, главными 

днаметрами или диаметрами по происхождению. Ограничившись 117 


12  КБавальери. 
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этим, мы приведем заключение Аполлония относительно каких 
угодно осей или диаметров указанных сечений (это заключение содер- 
жится, как известно, в конце. предложения Ш книги [ „Конических 
сечений.“ ). 

В параболе каждая из прямых линий, проведенных параллельно 
диаметру по происхождению, есть диаметр, в гиперболе, эллипсе и 
парных сечениях — всякая линия, проходящая через центр. В пара- 
боле квадраты ординат к любому диаметру, параллельных каса- 
тельной, равны прилежащим прямоугольникам; в гиперболе и пар- 
ных сечениях они равны прилежащим прямоугольникам, имеющим 
избытком такую же фигуру; в эллипсе же — имеющим недостатком 
такую же фигуру. Наконец, все доказанное относительно кониче- 
ских сечений для главных диаметров будет верно и в том случае, 
если мы возьмем какие угодно другие диаметры. 

Три последних предложения были даны уже в моем „Фокусе 
лучей“, так как они были мне там необходимы по ходу рассужде- 
ния. Я позволил себе повторить их здесь для того, чтобы те, кото- 
рые незнакомы с моим „Фокусом“, могли ознакомиться с этими 
предложениями. Кое-что из того, что будет дано ниже, мы будем 
брать из Архимеда и его комментаторов, считая эти положения до- 
казанными, дабы не повторять бесполезно те доказательства, кото- 
рые можно найти у этих авторов. 


ТЕОРЕМА ХХХУШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИ 


Ес“ шар или сфероид, или коноид параболический или гипербо- 
— лический будут рассечены плоскостями, перпендикулярными к оси, 
то линии пересечения будут кругами, диаметры которых лежат в той 
же проведенной через ось фигуре, от вращения которой получилось 
указанное тело. 

Это предложение непосредственно очевидно, ибо указанные выше тела 
суть тела вращения, т. е. тела, образовавшиеся от вращения фигур вокруг оси. 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИ 


| параболический коноид будет рассечен плоскостью, не прохо- 
дящей. через ось, не параллельной осии не перпендикулярной к ней, 
то линия пересечения будет эллипсом; большим диаметром этого 
эллипса будет прямая, упирающаяся в обвод коноида и образовав- 
шаяся от пересечения двух плоскостей, одной из которых будет та, 
которая пересекает тело, а другой — та, которая проведена через ось 
перпендикулярно к секущей плоскости; меньший диаметр будет равен 
по длине расстоянию между прямыми, проведенными параллельно 
оси через концы большего диаметра. 
Это доказано у Архимеда в книге о коноилах и сфероидах, стр. 18*. 


ТЕОРЕМА ХГ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИП 


Е гиперболический коноид будет рассечен плоскостью, пересе- 

кающей все стороны его (употребляем это выражение в том же 
смысле, как мы употребляли выражение „стороны конуса“) и не 
перпендикулярной к оси, то в сечении получится эллипс; большим 
диаметром этого эллипса будет прямая, упирающаяся концами в 0б- 
вод коноида и образовавшаяся от пересечения двух плоскостей — 
одной, рассекающей тело, и другой, проведенной через ось перпен- 
дикулярно к секущей плоскости. Архимед, там же, предло- 
жение Х[ГУ*. 


ТЕОРЕМА Х!. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХМУ* 


Ро сфероид будет рассечен плоскостью, не перпендикулярной 

к оси, то в сечении получится эллипс; его диаметром будет нахо- 
дящаяся внутри эллипсоида часть прямой, образовавшаяся от пере- 
сечения двух плоскостей — одной, рассекающей тело, и другой, про- 
веденной через ось перпендикулярно к первой. Архимед, там же, 
предложение Х\*. 

Величину же меньшего диаметра можно получить так. Пусть в сфе- 
роиде или гиперболическом коноиде ВОМЕ — ось ВМ, центр А, эллипс 
нлоскость которого про- 
ходит через ось (в сфе- 
роиде) ВШМ; гипербола, 
плоскость которой прохо- 
дит через ось (в коноиде} 
МСО. Пусть сфероид или ко- 
ноид рассечены плоскостью, 
не перпендикулярной к оси, 
но перпендикулярной к плос- 
кости фигуры ВОМЬ, с ко- 
торой она пересекается по 
прямой ОЕ. Получится эл- 
липс, больший диаметр ко- | 
торого РЕ. Найдем вершину эллипса или гиперболы ВОМЕ, взятую по отно. 
шению к ОЕ; пусть это будет С. Соединим точки С и В и через В проведем 
прямую В@, касающуюся эллипса или гиперболы в точке В. Из точки В 
проведем прямую, параллельную ВС, а из точки Е прямую, параллельную СВ. 
Продолжим эти две прямые до пересечения в точке Е. Я утверждаю, что ЕР 
и будет менышим диаметром эллипса ОЕ. Это доказано в том же месте 
Давидом Ривальтом в комментарии к предложениям ХПУ и ХУ Архимеда. 


А 


ТЕОРЕМА ХЕ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХГУ 


Если сфероид или коноид, параболический или гиперболический, 
будут рассечены каким бы то ни было образом параллельными пло- 
скостями, перпендикулярными или наклонными к оси, то сечения 
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будут подобными, а их сходственные диаметры будут все нахо- 
диться на одной и той же фигуре, проходящей через ось тела 
И пересекающей указанные параллельные плоскости под прямым 
углом. 

Этот вывод сделан в следствии П из предложения ХУ книги Архимеда* 
о коноидах и сфероидах; кроме того, это доказано там же Федерико Ком- 
мандино в его комментарии к Архимеду. Ясно, что говоря: „сечения“, , 
я имею в виду образующиеся в результате пересечения фигуры. В этом. 
смысле мною употреблено это выражение; я пользуюсь термином „сечения“, 
имея в виду те фигуры, обводом которых служат эти сечения. 


ТЕОРЕМА Х[Ш. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХМ 


усть в указанных выше конических сечениях, именно в круге, 
эллипсе, параболе и гиперболе, проведены ординаты коси. Пред- 
ставим себе, что на этих ординатах, как на диаметрах, построены 
круги, плоскости которых перпендикулярны к плоскостям указанных 
фигур. Тогда все обводы этих кругов будут лежать: в случае круга — 
на поверхности шара, в случае эллипса — на поверхности сфероида, 
в случае параболы — на поверхности коноида параболического, в слу- 
чае гиперболы — на поверхности коноида гиперболического. 
Пусть фигуры АВСР — указанные конические сечения. Пусть АС— 
их оси; пусть ВР — одна из сопряженных с осыю хорд; пусть на ней, как 
на диаметре, описан круг ВМПЕ. Я утверж- 
д 7. даю, что окружность ВМОЕ находится на 
указанной поверхности. Представим себе, 
что указанные фигуры вращаются вокруг 
своих осей. Тогда из круга образуется шар, 
из эллипса сфероид, из параболы коноид 
параболический, из гиперболы коноид ги- 
перболический. Пусть эти тела будут рассе- 
чены плоскостью, перпендикулярной к тем 
же осям и пересекающей эти оси в той 
же точке, в которой их пересекает упомя- 
нутый выше круг, построенный на хорде, 
как на диаметре. Эта секущая плоскость 
образует в теле круг с центром на оси и 
с диаметром ВО. Итак, мы будем иметь два 
круга, находящихся в той же плоскости и имеющих тот же диаметр. Такие 
круги должны совпасть друг с другом. Но окружность круга, образованного 
в теле указанной секущей плоскостью, находится на поверхности этого тела; 
следовательно, и окружность круга ВМРЕ, построенного указанным выше 
образом, будет находиться на поверхности тела. То же можно доказать и 
для любых других кругов, построенных на хордах, сопряженных с указан- 
ными осями, как на диаметрах, так, что их плоскости перпендикулярны 
к плоскостям сечений. Итак, доказано то, что требовалось. 


ТЕОРЕМА ХИУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХГУП 


о же докажем и при иных предпосылках, изложенных ниже. 
Т Возьмем те же фигуры, кроме круга, и предположим, что прямая 
АС не ось, а диаметр, а ВО — сопряженная с ним хорда. Представим себе, 
что на ВО, как на диаметре, построен эллипс так, что плоскость его 
перпендикулярна к плоскости взятой фигуры. Пусть, сверх того, второй 
диаметр построенного эллипса перпендикулярен к ВО и равен прямой, про- 
веленной из точки В параллельно касательной к эллипсу АВСО, касающейся 
его в конце его оси (назовем эту точку 5), причем эта прямая проведена 
от прямой ВО до пересечения с другой прямой, проведенной из точки 1) 
параллельно ЗА. В случае гиперболы д 
пусть второй диаметр будет перпенди- ФА 
кулярен к ВО и равен прямой, прове- В 
денной из точки О параллельно каса- 
тельной к гиперболе, касающейся ее р 
в конце ее оси (назовем эту точку $}, А р 
причем эта прямая проведена от пря- С 
мой ВО до пересечения с другой пря- 
мой, проведенной из точки В парал- 
лельно ЗА. Наконец, в случае параболы 
пусть второй диаметр будет также пер- р 
пендикулярен ВО и равен расстоянию между прямыми, параллельными той 
же оси, проведенными из концов оси В и О. 

Представим себе, что построены коноид и сфероид и что плоскости, 
проведенные через их оси, образуют указанные выше фигуры. Пусть они 
рассечены плоскостями, наклонными к оси, но перпендикулярными к ука- 
занным фигурам. 

Пусть на этих пересекающих тела плоскостях лежат эллинсы, построен- 
ные, как указано выше. Фигуры, которые эти плоскости образуют своим пере- 
сечением в телах, будут также эллипсы, первыми диаметрами которых будут ВО, 
а вторые, в случае сфероида, будут равны прямой, проведенной из точки В 
параллельно касательной к эллипсу, касающейся его в точке 5, [при- 
чем эта прямая] заключена между прямой ВШ и другой прямой, проведенной 
из О параллельно ЗА (в случае других тел получим также соответственное 
указанным выше предпосылкам). Итак, в сфероиде ВО есть первый диаметр 
указанного эллипса, образованного в эллипсоиде пересечением указанной 
плоскости, и в то же время ВО есть первый диаметр эллипса, построенного 
указанным выше образом. Но вторые диаметры равны друг другу по вели- 
чине, а следовательно, и вторые диаметры у них общие, так как они оба 
перпендикулярны к ВО*. Итак, мы имеем два эллипса, лежащие в одной и той 
же плоскости и имеющие одни и те же диаметры. Они должны совпасть 
друг с другом. Но обвод этого эллипса, поскольку он является линией 
пересечения указанной плоскости и поверхности сфероида, находится на по- 
верхности сфероида; значит, и обвод эллипса, построенного указанным выше 
способом, находится на поверхности указанного сфероида. Таким же обра- 
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зом мы то же докажем и для прочих эллипсов, построенных таким же спо- 
собом как в сфероиде, так и в коноиде, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


е ясно, что если взять какое-либо из указанных выше тел 
п пересечь его рядом любых параллельных плоскостей, перпендику- 
лярных или наклонных к оси, то фигуры, образующиеся от пересе- 
чения с плоскостями в этих телах, будут тождественны с теми, 
которые будут построены на двух прямых, как на сходственных 
днаметрах, причем первыми диаметрами “будут служить линии 
пересечения указанных‘ параллельных друг другу фигур с фигурой, 
образуемой плоскостью, проходящей через ось и пересекающей ука- 
занные выше фигуры под прямым углом. Эти линии пересечения, 
на которых строились фигуры, есть ординаты к осям или диамет- 
рам указанных фигур. Вторыми же диаметрами построенных фигур 
будут те, о которых мы говорили выше, причем они, согласно пред- 
ложениям ХШ, ХИП и ХЫХ этой книги, будут различными для 
различных тел. 


СХОЛИЯ * 


бе - внимание еще на следующее: хотя прямые, на которых 
построены указанные выше фигуры, называются диаметрами, но 
необходимо при этом всегда подразумевать и оси конструпруемых 
фигур; так как термин „диаметр“ употребляется и для диаметра 
и для оси, то иногда вместо термина „ось“ мы употребляем тер- 
мин „днаметр“, как это очевидно на примере круга, все диаметры 
которого в действительности являются его осями. Далее, необхо- 
димо иметь в виду, что все, что здесь говорится о гиперболе, верно 
и для парных сечений, к которым применимы все изложенные здесь 
доказательства. Равным образом очевидно, что сказанное выше 
можно доказать не только для целых тел, но и для их частей, 
а равно и для частей конических сечений, ограниченных хордами, 
сопряженными с их осью или диаметром. 


ЛЕММА * 


| даны две любые подобные фигуры, то две любые прямые, являющиеся 
сходственными прямыми этих фигур, могут служить инцидентами этих фигур 
и их парных касательных, либо на их продолжениях можно найти инциденты 
этих фигур и их парных касательных, с которыми эти сходственные прямые 
образуют равные углы, обращенные в одну и ту же сторону. Указанные же 
сходственные прямые ‘будут всегда пропорциональными частями найденных 
инцидент. | 


Пусть 10$5Р и 487В подобные фигуры, а 15 и 47 две произвольно вы- 
бранные сходственные прямые этих фигур. Я утверждаю, что либо сами эти 
прямые — инциденты, либо на их продолжении можно найти инциденты ука- 


| 
| 
| 


занных выше фигур и их парных касательных, с которыми продолжения этих 
сходственных прямых образуют равные углы, обращенные в одну и ту же 
сторону; такими касательными пусть будут ОГ. и 90, ри и 2У. Проведем, 
далее, парные касательные Аб и Со, Ех и КД, являющиеся регулами сход- 
ственных линий 1$ и 47. Инцидентами этих касательных и указанных фигур 
пусть будут АС и ЕК, параллельные прямым ОГ и ри, что возможно; 4О 
и У будут также регулами сходственных линий, так как они образуют рав- 
ные углы с регулами ЧА и $Р, согласно 

условию. Тогда можно будет найти инциденты Е Г 

этих касательных и указанных фигур, парал- 
лельные прямым АЯ и Е$; пусть такими 
инцидентами будут ГО и иУ. Данные сход- 
ственные линии 15$ и 47 либо оканчиваются 
на парных касательных ОЕ и 90, ри и 5%, 
либо не оканчиваются. В последнем случае 
продолжим их, и пусть они пересекутся 
с этими касательными в точках Е, Ъ Ви &. 
Пусть при дальнейшем продолжении они 
пересекутся с АС и ЕК в точках В и С. 
Прямые Но и ХА коснутся указанных фигур 
или на всем своем протяжении, или только 
в некоторой части, или только в одной 
точке. Допустим, что они коснутся только 
в одной точке — одна в Р, другая в К. Про- 
ведем из этих точек прямые РМ и КТ, па- 
раллельные регулам 40 и 5%, пересекающиеся 
< инцидентами ГО и ЧУ в точках МиТ. Я утверждаю, что ГО ицУ рассе- 
каются в точках Ми Т сходственным образом. В самом деле, если это неверно» 
то пусть точкой, в которой Г.О делится сходственно тому, как делится иУ 
вточке Т, будет не М, а М. Проведем через М, прямую МЬ, параллельную « [®) 
и пересекающую обвод фигуры в Ц точно так же пусть точкой, в которой 
цУ делится сходственно тому, как делится [О в точке №, будет не Т, а У. 
Так как точка.М№ расположена между точками М и О, то и У должна быть 
расположена между Т и У. Проведем прямую \5, параллельную #У\, пересе- 
кающую обвод фигуры в точке $. Так как М не проходит через точку ка- 
сания прямой Но с фигурой, то МГ должна быть больше, чем МР. Таким же 
путем докажем, что $\У должна быть больше, чем КТ; следовательно, 
ЮТ— наименыцая из всех прямых, проведенных от инциденты цу до обвода 
фигуры параллельно У. Так как ИМ и КТ делят инциденты ГО н цу сход- 
ственным образом с одной и той же стороны, то 


[М : ВТ={0 : ицУ= РМ ; $5" 


или, ренищапао, 
[М : РМ=АТ: 51. 


Но 1М больше РМ, откуда и КТ больше $\. Однако это нелепость,. 
так как ВТ меньше $У; значит, и самая предпосылка, что прямые РМ и КТ 
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не делят сходственным образом прямые Г.О и ЦУ, неверна. Итак, они делят 
их сходственным образом, т. е. | 


РМ : РТ—=[0О:цУ, 
или, что то же, 
НТ. : Хи ={0О : цу. 


То же можно доказать и для того случая, когда касание происходит 
по части длины прямых Но и ХС или по всей длине этих прямых, что оче- 
видно при ближайшем рассмотрении. Таким же способом мы докажем 


также, что 
ВЕ стОит, 


® 
а следовательно, таково же отношение и разностей ОН и рх, или, что 
то же, АС и ЕК. Итак, 


АС: РКО зи ВОВА 


Но прямые АС и ЕК делятся сходственным образом продолжениями сход- 
ственных линий $[ и 74 в точках Ви 0; следовательно, 


АВ: РО = АС: РЕК, 

или, что то же, ` 
Вира АС- ЕК. 

или, что то же, * | 
РЕ: рВ = ЕЁ: В&. 


Теперь продолжим прямые МР и ТВ, делящие Г.О и ‘иУ сходственным 
образом, и пусть они разделят прямые ЕЁ и В& в точках 2 и 3. Пусть пря- 
мая №0 пересечется с фигурой в точке О*, т, е. в точке касания прямой Аа 
с фигурой. Так же, как мы доказали для прямых МР и ТК, мы докажем, что 
и прямая Т8 пройдет через точку касания прямой ре с фигурой, т.е. через 
точку 8. Но так как нами доказано, что 


ОЕ: рВ= ЕР: В&, 


` 


ТО И р 
02 : 83 == Еф: В&. 


Таким же образом мы докажем, что и 
РАТЬ 


и рассекают ЕР и В& сходственным образом, образуя с ними в то же время 
равные углы, обращенные в те же стороны, так как ЕЁ и В& параллельны 
прямым ГО и ЦУ. Итак, ЕЁ и В& будут инцидентами подобных фигур Р1®$ 
и №487 и их парных касательных ОН, 40, рх и 27. Это было бы верно и 
для самих сходственных прямых 1$ и 47, если бы точки Е, 6 Ви & в кото- 
рых они кончаются, были бы как раз точками касания парных касательных. 
Но и в том случае, когда они не кончаются в этих точках, я утверждаю, что 


ДБ: Е/ = 47: В8. 
В самом деле, 


8:47 = АС: ЕК=[0 : «вУ= ЕЁ: В&, 


как доказано выше. Регпи{ап4до 
д: Е 47: В&, 


что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 
пе доказано, что 


15 :47= Е}: ВиО иг. 


а [О относится к иУ, как сходственные прямые ОР п: 8Ю, то сход- 
ственные прямые [5 и 47 относятся друг к другу, как сходственные же: 


прямые ОР и 8Ю. Но так как парные касательные ОГ. и 4О, ри и У’ 


проведены в произвольном направлении, лишь бы только они образо- 
вывали с прямыми ЕУ и В& равные углы, обращенные в одну 
‹ ту же сторону, то две сходственные прямые [5 и. 47 относятся 
оруг к другу, как две любые другие сходственные прямые, взятые 
о любым регулам, или как их инциденты. Более: того, и сами их. 


инциденты будут относиться друг к другу, как любые другие две 
инциденты, т. е. в данном случае 


АС: РАКеЕРО у. 


ТЕОРЕМА ХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ {ЛШ* 


усть даны две подобные друг другу фигуры? и к ним про- 
ведены парные касательные, являющиеся регулами их сходственных. 


прямых. Пусть через эти касательные будут проведены в любом на-. 


правлении две плоскости, параллельные друг другу и образующие 
с плоскостями [данных] фигур равные углы, обращенные в одну 
и ту же сторону. Пусть [в этих данных фигурах] взяты какие-либо 
две сходственные прямые? и на них3 построены сходственным обра- 
зом две подобные друг другу фигуры!, плоскости которых 
параллельны указанным выше плоскостям, причем прямые, на которых 
они построены, есть их* сходственные линии или стороны; пусть, 
далее, такие же фигуры будут построены и на всех прочих сходствен- 
ных прямых, причем не является обязательным, чтобы все фигуры, 
построенные на одной из двух данных фигур, были подобны и между 
собой. Тогда те тела, для которых указанные выше плоскости являются. 
парными касательными плоскостями, а эти фигуры — фигурами, обра- 
Са УЗ с: рано о 2 поме 

1 Во избежание путаницы мы в дальнейшем будем называть первые фигуры 
данными, а построенные на их сходственных линиях — построенными. С. Л. 

2 Сходственные прямые (Бото]орае), т.е. как сходственные линии (Бото]ораз 


Ппеае), так и сходственные стороны (Пото1озае 1а{ега). См. выше, опр. Х. С. Л. 
3 Как на основаниях. С. (Л. 


* Построенных фигур. С. Л. 
° Построенные на сходственных прямых С. 7. 
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зуемыми при пересечении их! плоскостями, параллельными указанным 
парным касательным плоскостям, будут подобны между собой, а фи- 
гуры, построенные указанным выше образом, будут их сходственными 
фигурами: их регулами будут те же парные касательные плоскости, 
а фигурами-инцидентами этих тел и парных касательных будут перво- 
начально заданные фигуры *. 

Это предложение очевидно, гак как в него включены все условия, по- 
ставленные в данном выше определении подобных тел. В самом деле, здесь 
мы имеем два тела, —-те два тела, которые рассечены плоскостями указан- 
ных выше построенных фигур; из этих плоскостей две крайние, т. е. перво- 
начально проведенные параллельные плоскости, образуют равные и обра- 
щенные в одну и ту же сторону углы с теми двумя плоскостями, на кото- 
рых находятся данные подобные фигуры, причем регулами сходственных 
линий этих фигур являются линии пересечения плоскостей этих фигур 
с парными касательными плоскостями. Далее, фигуры, построенные на 
сходственных линиях или сходственных сторонах данных фигур, подобны 
между собой, причем они вто же время рассекают инциденты данных фигур, 
равно как и высоты указанных тел, сходственным образом; плоскости 
их параллельны указанным касательным плоскостям (говоря 0 высотах, 
я имею в виду высоты, взятые по отношению именно к этим плоскостям}; 
затем, поскольку, согласно условию, сходственные стороны? построенных 
подобных фигур, на которых эти фигуры построены, являются сходствен- 
ными линиями (или сторонами) данных подобных фигур, а все эти линии 
параллельны друг другу, — и все сходственные линии этих построенных 
фигур будут параллельны некоторым двум регулам, а стороны, на. которых 
они построены, будут либо сами инцидентами, либо на их продолжении 
можно найти инциденты построенных подобных Фигур и их парных каса- 
тельных, которые все время. остаются параллельными некоторым двум 
прямым, именно прямым, образующим с этими инцидентами равные углы 
(указанные сходственные стороны будут инцидентами в том случае, если 
указанные касательные пройдут через концы сторон, на которых построены 
фигуры; если же не пройдут, то на продолжении этих сторон можно найти 
инциденты этих фигур, которые будут относиться друг к другу, как сами 
сходственные стороны). Далее, так как сами заданчые фигуры подобны 
между собой, то подобными будут и те фигуры, которые будут вмещать 
в себе все эти инциденты, если, как это было указано выше, инцидентами 
оказались бы не сами стороны, на которых построены фигуры 3. Итак, 
налицо все условия, содержащиеся в моем определении подобных тел; 
следовательно, тела, для которых построенные указанным образом подобные 
фигуры есть фигуры, образуемые пересечением их указанными члоскостями, 
булут подобны друг другу; регулами сходственных фигур будуз указанные 
касательные плоскости, а фигурами-инцидентами указанных тел будут фигуры, 


жа =. 


1 Этих тел. С. /Л. 
2 Надо было бы: ‚линии или стороны“. С. „7. 
`3 А их продолжения. С. /Г 


заданные первоначально, или другие фигуры, находящиеся в тех же плос- 
костях, а именно те, которые вмещают линейные инциденты построенных 
подобных фигур, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


‚„х мсюда ясно, что если все построенные фигуры соответственно 
О подобны друг другу, то и указанные тела тоже подобны между 
собой. Поэтому представим себе, что даны подобные сегменты кони- 
ческих сечений или эти сечения целиком с (соответственными) осями 
или динаметрами\ что на ординатах к оси или диаметрах этих 
фигур построены подобные фигуры, плоскости которых перпен- 
дикулярны к плоскостям указанных сегментов конических сечений, 
причем эти хорды являются сходственными линиями (пли сторонами) 
описанных фигур. Тогда тела, для которых построенные фигуры суть 
фигуры, образуемые при пересечении их поверхностей параллельными 
плоскостями (во второй книге мы будем их называть телами оди- 


накового строения друг с другом, произведенными из указанных ча-. 


стей сечений), будут подобными телами, а регулами этих сход- 
ственных фигур будут парные касательные плоскости, параллельные 
указанным построенным фигурам, причем фигурами-инцидентами 
этих касательных плоскостей и указанных тел будут либо сами 
указанные сегменты сечений, либо фигуры, лежащие в их плоскостях. 
Отсюда заключаем, что все шары подобны друг другу, ибо если рас- 
сечь их плоскостями, проходящими через ось, то образованные фигуры 
будут подобны друг другу, т. е. круги; если они, далее, будут пере- 
сенены плоскостями, перпендикулярными к плоскостям этих кругов, 
то образующиеся при пересечении с поверхностью шара фигуры 
также будут кругами, описанными, как на диаметрах, на тех пря- 
ных линиях, по которым они пересекаются с плоскостями кругов, 
проееденных через ось. ‚ Эти диаметры являются, сверх того, инци- 
дентами тех же построенных кругов п парных касательных, прове- 
денных через их крайние точки; все эти касательные будут парал- 
лельны друг другу, что вполне очевидно. Далее, эти инциденты, 
они же диаметры построенных кругов, делящие ось сходственным 
образом, относятся как сами оси, следовательно, все шары. подобны 
друг другу. Если, далее, провести любые две парные касательные 
плоскости и через ось, соединяющую точки касания, провести пло- 
скости, то образуемые ими в шаре круги будут фигурами-инциден- 
тами указанных касательных плоскостей и шаров, а указанные 
касательные плоскости будут регулами сходственных частей тех же 
фигур. Отсюда, наконец, ясно, что любые круги, образованные в шарах 


\ Очевидно, с подобными днаметрами. С. /Л. 
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плоскостями, проходящими через их центр, могут быть фигурами- 
инцидентами этих шаров и парных плоскостей, касающихся шаров 
в‘концах любых диаметров этих кругов, проходящих через центр. 


ТЕОРЕМА ХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИХ 


И определения, данного для подобных сфероидов, следует [что 
для них верно] общее определение для подобных тел. 

Пусть даны сфероиды, подобные в смысле частного определения для 
подобных сфероидов АВСО и РЕЕНО. Я утверждаю, что они подобны 
и в смысле общего определения для подобных тел. Через оси АС и ЕН про- 
ведем плоскости, образующие в этих телах эллипсы АВСО и ЕЕНОС; эти 

эллипсы будут тождественны с теми, от вра- 

д щения которых вокруг осей АС и ЕН обра- 
зуются указанные сфероиды; поэтому они 
будут подобны и в смысле определения Апол- 
лония и в смысле определения ХГ этой 
книги. Если они будут пересечены плоско- 
стями, перпендикулярными к оси, то эти 
плоскости образуют в сфероидах круги, как, 

С например, ВМОО и ЕХОСУ (пусть эти круги 
рассекут оси АС и ЕН сходственным обра- 
зом в точках М и Г). Диаметры этих кругов будут линиями пересечения 
с фигурами, проходящими через ось, каковы ВР и ЕС; поэтому они будут 
инцидентами кругов ВМОО и ЕХОСУ и их парных касательных, проведенных 
в точках В и О; Е и С; это будет верно и для всех прочих кругов. Итак, если 
через концы осей АС и ЕН проведены две парные касательные плоскости, 
которые будут параллельны плоскостям кругов ВМОО и ЕХСУ, то окажется, 
что плоскости эллипсов АВСО и ЕЕНС образуют с ними равные углы, обра- 
щенные в одну и ту же сторону. В самом деле, плоскости, на которых окажутся 
подобные фигуры, именно уже упомянутые эллипсы, перпендикулярны к этим 
касательным плоскостям. Регулами сходственных прямых этих эллипсов будут 
линии пересечения продолженных плоскостей этих эллинсов с парными каса- 
тельными плоскостями, а сами эти сходственные прямые будут инцидентами 
сходственных фигур (регулами которых являются указанные касательные 
плоскости) и их парных касательных, проведенных через концы этих 
сходственных прямых, причем эти касательные будут всегда парал- 
лельны некоторым двум регулам. Итак, указанные сфероиды будут 
подобны в смысле определения ХГ этой книги, а фигурами-инцидентами 
этих тел и указанных парных касательных плоскостей будут те же 
эллипсы АВСО и ЕЕНО, плоскости которых проходят через оси, что и 
требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА Х!УП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ (Г. 


И: определения, данного для подобных сегментов шаров или сфе- 
роидов, или для коноидов, или для их сегментов, следует [что 
верно] общее определение для подобных тел. 


| Пусть даны тела ЕМН и ВАС, являющиеся подобными сегментами 

’ шаров или сфероидов, или подобными коноидами, или сегментами коноидов ОПР. 1Х 

| в смысле частного определения для подобия этих тел. Я утверждаю, что эти 

’ тела будут подобными и в смысле общего определения для подобных тел. 

Их основаниями, очевидно, будут либо круги, либо подобные эллипсы *, 

‚ именно ЕСНМ и ВОСЕ. Если теперь провести через оси плоскости, перпен- 

’  дикулярные к основаниям, то они образуют внутри тел фигуры ЕМН и ВАС, 

’ которые будут подобными сегментами конических сечений, < основания этих 

’ фигур ЕН и ВС будут осями оснований этих тел*, т. е. фигур ЕСНМ и ВОСЕ. ЭТО СЛЕЛУЕЕ 
В самом деле, данные тела являются телами вращения и плоскости ЕМН ЭТОЙ книга 
ни ВАС, проходящие через оси, перпендикулярны 
к основаниям. Пусть осями указанных тел *, а также 
осями или диаметрами фигур ЕМН и ВАС будут пря- 
мые ОМ и ХА. Так как фигуры ЕМН и ВАС суть 
подобные сечения сегментов коноида, основаниями 
которых, или, что то же, ординатами к осям или 
к диаметрам МО и АХ, являются прямые ЕН и 
ВС, то эти прямые будут регулами сходственных 
прямых этих фигур и в то же время каждая из 
них будет одной из парных касательных, тогда 
как другой парной касательной в каждой из фи- 
гур будет прямая, проведенная через вершину параллельно ЕН или ВС; МО 
и АХ будут инцидентами этих парных касательных и самих фигур. Далее, 


ЕН Вемоах. 


Итак, если основания ЕСНМ и ВОСЕ — круги, то фигуры будут подоб- 
ными, причем инцидентами их и их парных касательных, проведенных через ХХ, этой 
концы Е и Н, будут диаметры ЕН и ВС. Если же основания подобные 
эллипсы, то ввиду того, что ЕН и ВС являются осями, мы без труда дока- А 
жем (тем же способом, как мы это доказали для круга* в лемме к предло- КНИГИ 
жению ХХХТ этой книги) при помощи предложения ХГ, этой книги, что ЕН 
и ВС суть инциденты подобных фигур ЕОНМ и ВОСЕ и их парных касатель- 
ных, проведенных через точки Е, Н, ВиС (перпендикулярных к прямым ЕН 
и ВС, так как они являются осями этих фигур). Таким же образом, если 
указанные тела будут рассечены другими плоскостями, параллельными выше- 
указанным основаниям (но непременно таким образом, чтобы они делили сход- 
ственным образом прямые МО и АХ, а значит, и высоты этих тел, взятые по я НАНАЛЬ 4 
отношению к указанным основаниям), мы докажем, что и фигуры, образо- 
ванные пересечением этих плоскостей с поверхностью тел, подобны друг 
другу и что инцидентами этих фигур и их парных касательных (параллельных, 
как своим регулам, двум парным касательным оснований ЕН и ВС, которые 
были нами проведены через концы их Р, Н, В и С) будут линии пересечения 
этих плоскостей с плоскостями фигур ЕМН и ВАС, регулами которых 
являются ЕН и ВС. Итак, если провести через точки М и А две параллель- 
ные основаниям плсскости, касающиеся тел, то плоскости фигур ЕМН и ВАС 


образуют с этими парными касательными плоскостями равчые углы, обра- 159 


| м. щенные в одну и ту же сторону; если же рассечь тела параллельными пло- 
скостями указанным выше способом, то они образуют внутри тела подобные 
фигуры, причем все их инциденты заполнят подобные фигуры ЕМН 
и ВАС, в которых сходственными линиями и в то же время регулами 
являются ЕН и ВС; все сходственные линии сходственных фигур будут па- 
раллельны некоторым двум регулам, за которые можно принять уже ука- 
занные парные касательные оснований ЕОНМ и ВОСЕ. Следовательно, тела 
ЕМН и ВАС подобны в смысле определения ХГ этой книги, а фигурами- 
инцидентами этих тел и указанных выше парных касательных плоскостей 
являются ЕМН и ВАС, что и требовалось доказать. 


зи них. д 


СЛЕДСТВИЕ [| 


| оба без труда можно понять, что если даны два подобных 
| конических сечения ЕМН и ВАС, осями или диаметрами которых 
являются МО и АХ, и если дано, что на прямых ЕН и ВС, как 
на осях, описаны круги или подобные эллипсы, плоскости которых 
р перпендикулярны плоскостям фигур ЕМП и ВАС, а также и на 
всех прочих ординатах к диаметрами МО и АХ описаны либо круги, 
либо эллипсы, остающиеся все время подобными друг другу, как 
| это было указано выше, то тела, поверхности которых предста- 
вляют собой совокупность окружностей всех кругов или подобных 
эллипсов, являются либо подобными шаровыми сегментами, либо 
подобными сфероидами, или коноидами, или их сегментами, и при- 
| том подобными не только в смысле определения Х! этой книги (ито 
ясно из ХГУШ предложения этой книги), но и в смысле опреде- 
ления ПХ. В самом деле, здесь налицо все условия, содержащиаеся 
в этом определении, как это очевидно при ближайшем рассмотре- 
нии. Это предложение является обратной теоремой к только что 
‚ доказанной. Можно было бы доказать такие же обратные теоремы 
пи для остальных теорем, в которых мы доказывали, что частные 
определения для подобных фигур или тел совпадают с о06- 
шими определениями, но так как в следующих книгах мне этими 
теоремами либо вовсе не придется пользоваться, либо без этого 
можно будет обойтись и так как трудолюбивый читатель, если 
| он понял как следует предыдущие предложения, без труда может 
их вывести сам, я умышленно опустил эти доказательства, чтобы 

не растягивать излишне моего труда. 


СЛЕДСТВИЕ П 


М* с достаточной убедительностью показали, что частные опре- 
деления для подобных фигур или тел не противоречат 
общим определениям (именно Х и Х), что и позволяет нам в дал 
нейшем пользоваться по произволу то тем, то другим определением, 

190 т. е. то частным, то общим. 


СХОЛИЯ 


Це не должно смущать, что я в этой книге пользовался, как 

уже доказанными, некоторыми предложениями, которые будут 
доказаны только в следующей книге; таковыми могли быть прежде 
всего предложения У, УТ, УП в УШ следующей книги. Я ссылался 
на них потому, что они уже доказаны в „Началах“ (хотя ишта- 
тель мог бы найти доказательства этих теорем также и в сле- 
дующей книге П) и потому, что доказательства этих теорем не 
зависят от теорем, доказанных здесь, так что не получается 
рено рипсри. Но, с другой стороны, я счел полезным дать дока- 
зательства этих же предложений и моим новым способом недели- 
мых, чтобы при всяком удобном случае подчеркнуть, что этот 
способ является как бы рогом изобилия, изливающим на читателя 
чрезвычайное богатство и разнообразие выводов. 


КОНЕЦ ПЕРВОЙ КНИГИ 


ГРОМЕТРИИ 
КАВАЛЬЕРИ 


КНИГА ВТОРАЯ 


И 
и, 
КЕРУГА: РНЕ А $ 


в которой даются многочисленные доказательства, касающиеся 

прежде всего треугольника и параллелограма и тел, ими 

образуемых, а также и некоторые другие предложения, 
играющие роль лемм к следующим книгам. 


ОПРЕДЕЛЕНИЯ 
| 


усть через парные касательные какой угодно данной 
фигуры проведены две плоскости, параллельные 
друг другу, перпендикулярные или наклонные к пло- 
скости данной фигуры и продолженные во все сто- 
роны на неограниченное расстояние *; пусть одна из 
этих плоскостей движется по направлению к другой, 


оставаясь все время параллельной ей, пока не сов- КВУТАТИ 
падет с ней. Тогда все отдельные прямые линии, являющиеся во все 
время этого перемещения линиями пересечения движущейся плоскости 
с данной фигурой, взятые во всей их совокупности, мы будем называть: 
в том случае, когда эти плоскости перпендикулярны к пло- ке 


скости данной фигуры, — всеми линиями * этой фигуры, взя- 
тыми, как по регуле, по одной из них!; 

в том случае, когда эти плоскости наклонены к плоскости 
данной фигуры, — всеми линиями одного и того же наклон- 
ного прохождения данной фигуры, также взятыми, 
как по регуле, по одной из них; 

впрочем, когда это будет уместно, мы будем применять и в пер- 
вом случае также выражение линии перпендикул ярного 


Е 


1 В дальнейшем тексте в том случае, когда выражение „все линии“ может 
породить двусмысленность, мы будем употреблять термин „все [вместе] линии“. С.Л. 195 


13% 


СЛЕД. ИЗТ 
КН. 1 


СЛЕД. ИЗ 1 
КН. [ 


ПОСТУЛАТ П 
КН. [1 


ОПР. п, Е 
КН. 1 


СЛЕД. ИЗ 1 
КН. 1 


196 


прохождения, а во втором —линии наклонного прохож- 
дения, именно такого, которое имеет место при данном наклоне 
параллельных плоскостей по отношению к данной фигуре. 


СЛЕДСТВИЕ 


тсюда ясно, что, поскольку парные касательные могут быть для 

данной фигуры проведены по любой регуле, и все линии данной 
фигуры можно провести по любой данной прямой, как по регуле; 
при этом эти все линии могут быть как перпендикулярного, так 
ц наклонного прохождения. 


Ц 


ть дано какое угодно тело и к нему проведены парные касатель- 
ные плоскости, взятые по какой угодно регуле; пусть, далее, эти 
плоскости продолжены во все стороны на неограниченное расстояние; 
пусть одна из них движется по направлению к другой, оставаясь 
все время параллельной ей, пока не совпадет с ней. Тогда все 
отдельные плоскости *, образующиеся во все время этого прохождения 
внутри тела, взятые во всей их совокупности, мы будем называть: 

всеми плоскостями данного тела, взятыми, как по 
регуле, по одной из них. 


СЛЕДСТВИЕ 


тсюда можно убедиться в том, что, поскольку парные каса- 
тельные плоскости, данного тела могут быть проведены по любой 
регуле, постольку и все его плоскости могут быть проведены по 


любой регуле. 


Ш 


 усть парные касательные плоскости пересечены изнутри * ! двумя 
прямыми, причем одна из них перпендикулярна к этим плоскостям, 
а другая наклонна. Тогда точки пересечения данной прямой с отдель- 
ными плоскостями, совокупность которых названа нами „всеми плоско- 
стями“ (продолженными до пересечения с этой прямой), или, иными 
словами, точки пересечения этой прямой с перемещающейся пло- 
скостью в продолжение всего ее перемещения, взятые во всей их сово- 
купности, мы будем называть: 

в случае пересечения данной линии с касательными плоскостями 
под прямым углом: всеми точками пер пендикулярного 
прохождения данной прямой; 

в случае пересечения ее под косым углом: всеми то чками 
наклонного прохождения той же прям ОЙ. 

к Ва 

1 То-есть в промежутке между ними. С. /. 


СЛЕДСТВИЕ * 


тсюда следует еще, что каждая точка перпендикулярного или 

наклонного прохождения пересекающей прямой не только является 
точкой пересечения этой прямой с каждой из плоскостей, сово- 
купность которых называется „всеми плоскостями данного тела“, 
но, сверх того, если через эту пересекающую прямую мы проведем 
плоскость, то каждая из этих точек будет и точкой пересечения 
этой плоскости с каждой из прямых, совокупность которых назы- 
вается „всеми линиями“ плоской фигуры, парные касательные кото- 
рой суть линии пересечения ее плоскости с парными касательными 
плоскостями этого тела. В самом деле, движсущаяся плоскость 
начертит на пересекающей плоскости прямую и в то же время 
точку на пересекающей прямой, причем эта точка будет нахо- 
диться на указанной одной из „всех линий“ плоскости; поэтому 
эта тоика будет не только точкой пересечения перемещающейся 
плоскости с пересекающей прямой, но и одной из прямых, назы- 
ваемых „всеми линиями“ данной плоской фигуры (продолженной д0 
пересечения с пересекающей плоскость прямой), с этой пересекаю- 
щей прямой. 


[У 


сли взят ряд последовательных отрезков между одним из концов 
данной прямой и каждой точкой, совокупность которых называется 
всеми точками перпендикулярного или наклонного прохождения этой 
прямой, то совокупность этих отрезков мы будем называть: 
всеми абсциссами* данной прямой; 
причем, если это даже не оговорено, мы будем считать 
в случае точек перпендикулярного прохождения, что подразумеваются 
[соответственные] абсциссы [которые мы назовем абсциссами] перпен- 
дикулярного прохождения, а в случае точек наклонного прохождения — 
абсциссы наклонного прохождения. 


У 


ряд последовательных отрезков данной в предыдущем определении 
прямой, лежащих между каждой из тех же точек и другим концом 
данной прямой, называется: 
остатками всех абсцисс * перпендикулярного прохождения 
данной прямой, если взяты точки перпендикулярного прохождения, 
или наклонного прохождения данной прямой, если взяты точки на- 
клонного прохождения. 


СЛЕДСТВИЕ * 


тсюда ясно, что каждой абсциссе прямой, заданной в предыду: 
щих определениях, соответствует один из остатков; так что тех 
прямых, которые называются остатками всех абсцисс данной пря- 
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мой, столько же, сколько и тех, которые называются всеми абецис- 
сами той же прямой как перпендикулярного, так и наклонного 
прохождения ее, так как остатки всех абсцисс данной линии лежат 
между вторым концом прямой и теми же точками, между кото- 
рыми и первым концом прямой лежат все абсциссы. 


У 


Е каждуто из тех прямых, которые называются всеми абсциссами 
данной прямой, представить себе замененной всею данной прямой 
или другой прямой, равной ей по длине, то совокупность этих пря- 
мых будем называть: 
максимами всех абсцисс* данной прямой, причем слово 
„всех“ будет подразумеваться и во всех тех случаях, когда сказано 
только „максимы абсцисс“. 


СЛЕДСТВИЕ * 


8 как число абсцисс равно числу остатков, а максим всех аб- 

сцисс столько, сколько всех абсцисс, так как каждой абсциссе 
соответствует одна из максим, то число максим всех абсцисс 
данной прямой равно и числу остатков абсцисс, сколько бы ни. было 
всех абсцисс или остатков. Следовательно, каждому остатку также 
соответствует одна максима как в случае ариеноннуманного, так 
в наклонного прохождения. 


УП 


м представить себе, что к каждой из всех абсцисс данной пря- 
мой присоединена другая прямая *, равная по величине некоторой 

прямой, то совокупность всех составных линий, образованных каждой 
из „всех абсцисс“ и присоединенной прямой, будет называться: 

всеми абсциссами данной прямой с присоедине- 
нием этой прямой или же такой прямой, которой все 
эти присоединенные прямые равны. 

Если же эти прямые будут присоединены к остаткам или 
к максимам всех абсцисс, то они точно так же будут называться: 

остатками или максимами всех абсцисс с присоедине- 
нием этих прямых как в случае перпендикулярного, так и в случае 
наклонного прохождения. 


= 


УШ 
дз 


усть дана какая угодно фигура и в ней проведена какая угод- 
но прямая линия до пересечения в обоих концах с обводом 
фигуры. Представим себе, что на этой прямой построена некоторая 
198 фигура, не лежащая в плоскости данной фигуры; пусть про- 


ведены и остальные из тех прямых, которые мы назвали всеми ли- 
ниями данной фигуры, взятыми, как по регуле, по первоначально 
проведенной прямой (причем это будут все прямые перпендику- 
лярного прохождения, если построенная фигура перпендикулярна 
к данной плоскости, или — все прямые наклонного прохождения, если 
она наклонна, одним словом, такого прохождения, которое соответ- 
ствует наклону); представим себе, что на этих прямых построены 
фигуры, подобные и подобно расположенные первоначально постро- 
енной, причем плоскости их параллельны плоскости первоначальной 
фигуры, а прямые, на которых они строятся, являются схолственными 
линиями или сторонами этих построенных фигур. Тогда совокупность 
всех построенных фигур мы будем называть: 

всеми подобными фигурами такой данной фигуры, 
взятыми по одной и той же регуле или — взятыми, как по регуле, 
по той линии или по стороне, на которой одна из них построена. 

Так, если построенные фигуры будут квадратами, то мы их 
будем называть: 

всеми квадратами такой данной фигуры; 

если же это будут равносторонние треугольники, то мы их 
будем называть: 

всеми равносторонними треугольниками той же 


фигуры. 


В= 
"Тело, для которого все построенные подобные фигуры являются 
всеми плоскостями его, мы будем называть: 

телом одинакового строения, произведенным 
[лословно: порожденным. С. Л] из данной фигуры [и взятым] 
по той же регуле, по которой были взяты все указанные подобные 
фигуры. 

Если же дано несколько фигур для произведения из каждой 
таким путем тела, то эти тела будут называться: 

телами одинакового строения, произведенными 
из данных фигур [и взятыми] по тем регулам, по которым 
[были взяты] все те подобные фигуры, которые являются для них 
ВСЕМИ ПЛОСКОСТЯМИ. 

Заданные фигуры будут при этом называться: образующими 
[дословно порождающими. С. Л. фигурами этих плоских 
фигур. 

С= 
Ве: же все фигуры, построенные на двух порождающих фигу- 
рах, подобны и притом так, что не только подобны между собой 
фигуры, построенные на одной и той же порождающей фигуре, но 
для каждой из фигур, построенной на одной из порождающих 
фигур, имеется соответственная подобная среди фигур, построенных 
на другой, и если пои этом все эти фигуры образуют равные углы 
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с плоскостями образующих фигур и одинаково расположены, то 
тела, образованные из данных фигур и взятые по тем регулам, по ко- 
торым были взяты все подобные плоские фигуры тех же данных 
образующих фигур, мы либо будем называть: 

телами одинакового строения друг с другом 
или между собой и образованными из указанных фи- 
гур по указанным регулам, либо будем подразумевать, что 
они одинакового строения между собой или взаимно; это будет под- 
разумеваться во всех случаях, исключая те, когда оговорено противное. 


в е 


Г усть заданы две фигуры, лежащие на одной и той же плоскости 
и имеющие одну и ту же высоту. Построим прямоугольники так, 
чтобы сторонами каждого из них служили: одна из тех прямых, 
которых мы назвали всеми линиями одной из заданных фигур, и 
находящаяся на той же высоте соответствующая линия другой фи- 
гуры. Тогда эти прямоугольники мы будем называть: 
прямоугольниками, построенными на этих фигу- 
рах и взятыми, как по регуле, по прямой, являющейся 
регулой всех взятых линий. 


Е э. 


сии же первая из данных фигур параллелограм, а за регулу при- 
нято основание, в отношении к которому берется высота, то ука- 
занные прямоугольники мы будем также называть: 
всеми прямоугольниками второй фигуры, имею- 
щими ту же высоту, что один из них. 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


ОБЪЯСНЕНИЕ ПРЕДШЕСТВУЮЩИХ ОПРЕДЕЛЕНИЙ 


РЕ дана некоторая фигура АВС; пусть ве две парные каса- 

тельные, проведенные в любом направлении, ЕО п ВС. Предста- 
вим себе, ито через ЕО и ВС проведены две плоскости, параллель- 
ные друг другу и продолженные на неопределенное расстояние. 
Пусть одна из них, например, проходящая через ЕО, перемещается 
по направлению к плоскости, проходящей через БС, оставаясь все 
время параллельной ей, до тех пор пока не совпадет с ней. Тогда 
линий пересечения этой движущейся или плавно перемещающейся плос- 
кости с фигурой АВС, образующиеся во все время перемещения, во всей 
их совокупности, я называю всеми линиями фигуры АВС (каковыми бу- 
дут, например, [ГН, РЕ, ВС), взятыми, как по регуле, по одной из них (на- 
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параллельные плоскости пересекают фигуру АВС под прямым углом, 
нли наклонного прохождения, когда — под косым; словом, такого про- 
хождения, которое соответствует данному наклону. 

Теперь представим себе, что АВС тело, двумя парными каса- 
тельными плоскостями которого являются плоскости, проходящие 
нерез ЕО и ВС; пусть ив этом случае плоскость, проведенная 
через ЕО, перемещается по направлению к плоскости, проходящей 
через ВС, оставаясь все время параллельной ей. Фигуры, образуемые 
этой движущейся или плавно перемещающейся плоскостью внутри 
пела АВС, которые мы должны представлять себе образующимися 
в0 все время движения, я называю всеми плоскостями тела АВС, 
взятими, как по регуле, по одной из 
них. На чертеже изображены неко- 
торые из них: ЕН, РЕ, ВС. 

Далее, пусть две прямые ОМ 
и ЕМ пересекаются с уже указан- 
ными плоскостями, проведенными 
через ЕО и ВС в точках О и М Е 
и М; из этих прямых пусть ОМ 
пересекает эти плоскости под пря- 
мым, а ЕМ под косым углом. Тогда 
тсики пересечения. всех плоскостей тела АВС (или их продолжений, 
если это потребуется) с прямой называются всеми точками прямого 
прохождения этой линии; такими точками будут, например, Н, Г, №. 
Отрезки, заключенные между этими точками и конечной точкой О, 
как, например, ОН, ОГ, ОМ, называются абсциссами; отрезки, заклю- 
ченные между этими же точками и другим концом, в данном случае №, 
как, например, М, МН, №, называются остатками абсцисс; прямые, 
равные ОМ, число которых равно числу всех абсцисс или числу остат- 
ков всех абсцисс прямой ОМ, называются максимами абсцисс или макси- 
нами всех абсцисс прямой ОМ. Если к этим отрезкам присоединяются 
еще некоторые прямые, то они называются абсциссами, остатками 
или максимами с присоединением такой прямой. Ко всем этим на- 
званиям надо прибавить еще „перпендикулярного прохождения“, 
когда речь идет о прямой ОМ, или „наклонного прохождения“, 
когда речь идет о ЕМ, словом, такого прохождения, которое 
соответствует данному наклону. 

В следствии из определения Ш сказано, что одни и те же 
точки перпендикулярного или наклонного прохождения получаются 
и в результате пересечения со всеми плоскостями данного тела, 
как, например, АВС, и в результате. пересечения со всеми линиями 
плоскости, проведенной через указанные пересекающие прямые \, как, 
например, плоскости, проходящей через ЕО и ВС, которая в то 
же время пройдет и через прямые ОМ и ЕМ. В самом деле, 
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та же плоскость, которая в теле АВС образует фигуру ГН, 
в фигуре АВС образует прямую ЕН, а на прямой ОМ точку Н, ва 
прямой же ЕМ точку У (так как через эту точку пройдет про- 
должение прямой НЕ). Поэтому я и утверждаю, что про точки Н 
и Т можно также сказать, что они образованы пересечением пря- 
мой ТН. Таким же образом и все тоики перпендикулярного про- 
хождения, находящиеся на прямой ОМ. образуются не телько 
параллельными плоскостями, но и параллельными прямыми фи- 
гуры АВС, продолженными, если это понадобится. То же приме- 
нимо и к прямой ЕМ, все точки которой называются точками ее 
наклонного прохозжсдения. 

Чтобы уяснить себе определение УШ, предположим, что 
8 данной фигуре АВС проведена произвольная прямая ВС, на кото- 
рой построена плоская фигура ВС, не лежащая в плоскости АВС, 
й что на каждой из прямых, называемых всеми линияиц фи- 
гуры АВС, взятыми, по регуле ВС— прямого прохождения, если плос- 
кость фигуры! ВС перпендикулярна к фигуре АВС, или наклонного про- 
хождения (что’ имеет место в том случае, если плоскость по- 
строенной фигуры ВС образует с плоскостью фигуры АВС косой 
угол), построены подобные и подобно расположенные плоские 
фигуры, причем плоскости их параллельны плоскости фигуры ВС, 
а прямые, на которых построены эти фигуры, являются сход- 
ственными линиями или сторонами этих фигур. Такими фигурами 
будут, например, ВС, РЕ и [Н. Эти фигуры в их совокупности. на- 
зываются всеми подобными фигурами фигуры АВС, взятыми, как 
по регуле, по фигуре ВС или по линии, или по стороне ВС. 

Гело, для которого все указанные подобные фигуры АВС 
являются всеми плоскостями, называется телом одинакового 
строения, произведенным из плоской фигуры АВС, взятым, как 
по регуле, по фигуре или по прямой ВС, а фигура АВС называется 
образующей фигурой тела, обозначенного теми же буквами АВС. 

Пусть теперь дана другая фигура, на всех линиях кото- 
рой, взятых по некоторой регуле, построены. плоские фигуры, по- 
добные друг другу и подобно расположенные; пусть, далее, плос- 
кости всех их параллельны плоскости одной из них; пусть, наконец, 
весе эти фигуры подобны фигуре ВС ш образуют с плоскостью 
своей образующей фигуры такой же угол, как и ВС со своей обра- 
зующей фигурой. Гела одинакового строения, образуемые этими 
фигурами, взятые по указанным регулам, будут в дальнейшем 
называться телами одинакового строения друг с другом или между 
собой; впрочем, если встретится выражение — тела одинакового 
строения, образованные теми или иными фигурами, — без даль- 
нейших добавлений, мы всегда будем подразумевать, что’ они одина- 
кового строения друг с другом или между собой, хотя бы этого 
а ан 

+1 В подлиннике просто „фигура“. С. Л. 


не было сказано, исключая лишь тот случай, когда оговорено 
противное. 

Для объяснения разделов О и Е определения УШ начертим две 
фигуры на одной и той же плоскости, имеющие одну и ту же высоту, 
например, ВСРА и АЛЕ; пусть высота фигуры АВСО, взятая по от- 
ношению к прямой СО, в то же время и высота фигуры АПЕ, 
взятая по отношению к прямой ОЕ, причем пусть СО и ОЕ, находясь 
на одной прямой и являясь продолжением одна другой*, отсекают 
от общей высоты с одной и той же стороны равные части *. Пусть 
обе эти прямые, взятые вместе, служат общей регулой всех ли- 
ний этих фигур; пусть проведена любая другая прямая ММ, 
параллельная той же прямой СЕ; пусть МО — часть ее, находя- 
шаяся внутри фигуры ВО, а ОМ— 
часть, находящаяся внутри фи- 
гуры АДЕ. Построим прямоуголь- 
ники на сторонах СР и ОЕ, МО 
и ОМ: ци все прочие прямоуголев- 
ники так, чтобы их сторонами 
были любая из прямых, называе- 
мых всеми линиями фигуры ВП (взятыми по регуле СЕ или СО), и 
продолжение этой прямой в фигуре АПЕ. (Заметим, что каждая из 
зпих прямых будет иметь такое продолжение, исклочая лишь в неко- 
торых случаях ту, которая касается фигуры“, как, например, ВА; 
тогда в фигуре АРЕ ей может вместо линии соответствовать только 
одна точка, как, например, А; но в этом случае получающийся 
прямоугольник вовсе не следует принимать в расчет, так как его 
площадь ничего не прибавляет к площади остальных. Повторяю, 
всем линиям, которые мы беремв фигуре ВО, будут соответство- 
зать определенные линии в фигуре 'АРЕ, так как они берутся 

`на той же высоте, что и те линии, на которых строятся прямо- 
угольники.) Эти прямоугольники во всей их совокупности мы будем 
называть прямоугольниками, образованными из фигур ВСЛА и АБЕ. 

Если же окажется, что одна из этих фигур — параллело- 
грам и что регулой всех его линий является одна из его сторон, 
как, например, СО, по которой берется высота, то, поскольку все 
прямые, проведенные в параллелограме ВО параллельно СО, равны 
СР и в то же время являются сторонами указанных прямоуголь- 
чиков, я утверждаю, что мы не только можем называть эти 
прямоугольники прямоугольниками, образованными из этих фигур, 
но еще можем назвать их так: все прямоугольники фигуры АЕ 
(которая не должна непременно быть параллелограмом), имеющие 
ту же высоту, как и один из них, например, как прямоугольник 
СРЕ, т. е. высоту, равную СР. Мы будем их называть так или иначе, 
как нам заблагорассудится [в каждом отдельном случае]. 


4. 


1 В подлиннике просто: „прямоугольники СОЕ и МОМ". С. Л. 
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а. фигуры совпадают при наложении, то и все линии, взятые 

по одной из них, как по общей регуле, совпадают при наложе- 
нии. Точно так же, если тела совпадают при наложении, то и все 
плоскости, взятые по одной из них, как по общей регуле, совпадают 
при наложении. 


| 


Все подобные фигуры некоторой фигуры являются всеми плоско- 
стями тела, ограниченного поверхностью, на которой лежат 


обводы всех этих подобных фигур. 


ТЕОРЕМА 1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1 


№ каких угодно [сравниваемых между собой] фигур все [вместе] 
линии перпендикулярного прохождения и у любых [сравниваемых 
между собой] тел все [вместе] плоскости суть величины однородные * 1. 
Пусть даны две любые фигуры ЕАС и СОФ, регулы которых — любые 
прямые ЕС и СО; пусть высотой фигуры ЕАС, взятой по отношению к ЕС, 
является прямая АВ, а высотой фи- 
гуры СО0©0, взятой по отношению 
к СО, — прямая ОР. | 
Я утверждаю, что все линии 
перпендикулярного прохождения фи- 
гуры ЕАС, взятые по регуле ЕС, одно- 
родны со всеми линиями перпендику- 
лярного прохождения фигуры СОО, 
взятой по регуле СО. Пусть регулы ЕС и СО будут расположены так, 
что они составляюз чродолжение друг друга, и пусть фигуры находятся 
в одной и той же плоскости и притом так, что они целиком лежат 
над регулами. Высоты АВ ни ОР либо равны друг другу, либо не равны. 
Допустим сперва, что они равны друг другу. На высотах АВ и ОР, 
равных, согласно сделанному нами допущению, отложим от регул ЕС 
и СО равные отрезки Ш} и КР. Если через точку [ провести прямую СМ, парал- 
лельную регуле ЕС, то она при продолжении пройдет через точку В. Следова- 
тельно, прямая (М, упирающаяся в обвод фигуры ЕАС, есть одна из тех линий, 


1 „Ицег зе таНопеш ПНафеще$“ — дословно: „имеющие отношение между 
собой.“ То-есть, если тело А сравнивается, например, с телом В, то сумма всех 
плоскостей тела А есть величина однородная с суммой всех плоскостей тела В. 
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которые называются всеми линиями фигуры ЕАС, а №, упирающаяся в обвод 
фигуры СОО, — одна из линий, называемых всеми линиями фигуры СОФ, причем 
все эти линии берутся, как по общей регуле, по прямой ЕО и суть линии пря- 
мого прохождения (это всегда подразумевается, даже если прямо не ска- 
зано, если только не оговорено обратное). Если прямая № меньше пря- 
мой ГМ, то при неограниченном продолжении она раныше или позже станет 
больше ее: это утверждение можно распространить на все прочие линии, 
отсекающие от высот равные отрезки, считая от регул ЕС и СО. Очевидно, 
что в этом случае каждая из линий в фигуре СОФО, будучи продолжена, 
станет больше одной из тех, которая находится в фигуре ЕАС. При этом 
каждую из всех линий в фигуре СОО, взятых по регуле ЕО, мы будем 
продолжать таким образом, чтобы линия, составляющая продолжение ее и 
находящаяся в фигуре ЕАС, была частью продолжения этой линии, напри- 
мер, чтобы 5М была продолжена таким образом в сторону МГ, чтобы она 
прошла мимо этой прямой, например, до точки Т, так, чтобы ЕМ была 
частью прямой Т$. В этом случае очевидно, что все линии фигуры ЕАС 
будут частью всех линий фигуры 00, продолженных указанным образом, 
а последние будут целым, так как эти линии лежат внутри тех и целиком 
на них находятся, и что некоторый излишек каждой из всех линий фигуры 
СОО, продолженных указанным образом, всегда остается вне фигуры ЕАО. 
Но целое больше своей части *, значит, все линии фигуры @ОФ оказываются 
в этом случае продолженными таким образом, что они стали болыше всех 
линий фигуры ЕАС. Таким же способом мы можем все линии фигуры ЕАС 
продолжить так, чтобы каждая из продолженных указанным выше образом 
всех линий фигуры СО® была частью каждой из этих линий, и поэтому 
эти линии будут больше тех. Но однородными называются такие величины, 
которые, будучи помножены\, могут превзойти одна другую. Отсюда оче- 
видно, что все линии фигур ВАС и СОО в случае, когда высоты этих 
фигур одинаковы, однородны между собой. 

Теперь пусть высоты не равны, но пусть высота АВ больше высоты 
ОР и пусть на прямой АВ. взят отрезок СВ, отложенный от ЕЯ и равный ОР, 
и пусть через точку С проведена прямая ВР, параллельная Е@. Представим 
себе, что прямая В.Р отсекает от фигуры ЕАС фигуру ВАР и что эту 
отсеченную фигуру мы поместим так, чтобы она находилась в положении 
НЕЕ, т. е. чтобы она лежала в той же плоскости и по ту же сторону [от НФ], 
что и фигуры ЕВОб и 609 (остающиеся на своем месте), и чтобы 
НЕ было продолжением ЕО. Если высота ЕХ все еще больше высоты ОР, 
то опять отсечем равную ей и будем продолжать эту процедуру раз за 
разом. Расположим все остаточные фигуры таким образом, чтобы их осно- 
вания служили продолжением Е©, а сами фигуры чтобы были расположены 
в той же плоскости и по ту же сторону, что и фигуры ЕАС и СОО, при- 
чем их высоты будут или равны или во всяком случае не больше высоты ОР. 
Представим себе теперь, что в фигуре СОО проведена любая прямая №, 
параллельная @©, которая будет одной из всех линий фигуры СО, взятых 


ПАУ РЕ АЕ АИ И- оч р бЫЕЕЬ 1; кс ТНУ 


1 То-есть, будучи взяты слагаемыми некоторое число раз. ий 
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по регуле СО. Пусть эта прямая будет продолжена так, что она пройдет 
через все расположенные таким образом фигуры, скажем, до точки Д, так 
что прямые Г.М и УТ будут частями прямой $0. Таким же образом каждая 
из всех линий фигуры СООО, продолженная указанным способом, будет 
иметь своими частями те линии, которые образуются ею в фигурах, распо- 
ложенных, как указано выше. Итак, все линии фигуры ВОО, продолжен- 
ные таким образом, будут иметь своими частями все линии фигур, распо- 
ложенных, как указано выше; следовательно, они будут целым, а эти линии, 
во всей их совокупности — частью, так как эти последние заключают в себе 
первые, да еще некоторый остаток. Итак, первые больше вторых; но все 
линии фигур, расположенных, как указано выше, не меньше, чем все линии 
фигуры ЕАС, из которой они взяты; следовательно, все линии фигуры 
ООО продолжены таким образом, что они стали болыше всех линий 
фигуры ЕАС; таким же путем мы покажем, что, и наоборот, можно все 
линии второй фигуры сделать большими, чем все линии первой. Итак, все 
линии фигур ЕАС и СОО, взятые по любым регулам, каковы бы ни были 
их высоты, взятые по отношению к тем же регулам, суть величины одно- 
родные. Равным образом, если части рассмотренных нами фигур ЕАС и 
ООО находятся под прямой НО, мы таким же способом докажем, что все 
их линии, взятые по тем же регулам, суть величины однородные, а следо- 
вательно, И все линии целых фигур суть величины однородные, что для 
фигур и требовалось доказать. 

Что же касается тел, то мы применим ту же процедуру. В самом 
деле, нам надо только на данном чертеже считать ВАС и СОО изобра- 
жением тел, а вместо параллельных прямых представлять себе параллельные 
плоскости, т. е. вместо прямых ЕС, СО — плоскости Е@, @®; пусть парал- 
лельно этим же плоскостям проведены плоскости ГМ и №, причем за 
регулы взяты плоскости ЕС и @О, составляющие продолжение друг друга, 
иными словами, так, что регулы лежат в одной и той же плоскости. Тогда 
мы покажем, что можно все плоскости тела @О© продолжить таким обра- 
зом, чтобы они включали в себя все плоскости тела ЕАС, остающегося 
неразделенным (если оба тела имеют равные высоты) или же (если высоты не 
равны друг другу) разделенным на несколько тел, например ЕВЬС, ВАО, рас- 
положенных так, что их основания или регулы лежат в одной и той же плоскости, 
а все их плоскости либо лежат между парными касательными фигур, либо во вся- 
ком случае никакая их часть не лежит вне их *. В таком случае все плоскости тела 
ОО, продолженные указанным образом, будут целым, а их отрезки внутри 
тела ЕАС (целого или разделенного указанным выше образом), т. е. все 
плоскости тела ЕАС, будут частью всех плоскостей фигуры @О©, продол- 
женных указанным образом, ибо вторые заключают в себе первые, да еще 
некоторый остаток. Следовательно, все плоскости тела СОФ окажутся про- 
долженными таким образом, что они станут больше всех плоскостей тела 
ЕАС; тем же путем мы покажем, что и все плоскости тела ЕАС могут быть 
продолжены таким образом, чтобы они стали больше всех плоскостей тела 
ООО, продолженных, как указано выше, и так далее; значит, все плоскости 
тел ЕАС и СОСО суть величины однородные, что и требовалось доказать. 


СХОЛИЯ * 


'-)то доказательство может вызвать у читателя недоумение, так 

как ему может остаться непонятным, каким образом не ограничен- 
ные по числу линий или плоскости, каковыми он может считать 
те, которые я называю „всеми линиями“ или „всеми плоскостями“ 
тех или иных фигур или тел, могут быть сравниваемы друг 
с бругом. Ввиду этого я считаю необходимым подчеркнуть, что, 
рассматривая все линии или все плоскости некоторой фигуры, я 
сравниваю между собой не число их в той и другой фигуре, кото- 
рого мы не знаем“, а только величину их, которая равна всему 
пространству, занимаемому этими линиями, и совпадает с ним»; 
а так как это пространство ограничено определенными пределами, 
то и величина этих „всех линий“ (вместе) ограничена теми ж? 
пределами. Поэтому к величине этих линий можно прибавлять 
и от нее отнимать, хотя числа этих линий мы и не знаем. 
Я утверждаю, что этого достаточно для того, чтобы их можно 
было сравнивать между собою, так как в противном случае и самые 
пространства, занимаемые фигурами или телами, нельзя было бы 
сравнивать друг с другом. В самом делз, непрерывное либо не что 
иное, как сами неделимые, либо что-то иное, чем неделимые. Пусть 
непрерывное тождественно с неделимыми; тогда, если совокупности 
неделимых не могут быть сравниваемы, то, разумеется, не могли бы 
быть сравниваемы и пространства или. непрерывные, поскольку 
сделано допущение, что они тождественны с самими неделимыми. 
Но если непрерывное не есть сами неделимые, а что-то пное, то 
необходимо признать, что это „что-то иное“ расположено в про- 
межутках между неделимыми. Итак, это непрерывное состоит. из 
ряда составляющих его частей, число которых не ограничено, так 
как логически необходимо, чтобы это „что-то другое“ лежало 
между каждыми двумя неделимыми. В самом деле, поскольку мы до- 
пустили, что в непрерывном это „что-то другое“ сущеспвует помимо 
неделимых, мы вынуждены с логической неизбежностью, отрицая, 
что оно существует между какими-нибудь двумя неделимыми, 
отрицать и существование его между прочими неделимыми. Если 
же это так, то окажется, что невозможно сравнивать между 
собой и самые непрерывные, или, что то же, пространства, по- 
скольку те части, из которых составлено непрерывное и совокуя- 
ности которых сравниваются между собой, не ограничены по числу. 
А утверждать, что пространства, ограниченные определенными 
пределами, не могут быть сравниваемы между собой, нелепо; сле- 
довательно, и утверждать, что совокупности всех линий или 
лоскостей каких-либо двух фигур или тел несравнимы друг 
с другом, нелено, несмотря на то, что те части, из которых 
составлена эта совокупность, не ограничены по числу, как нелепо ц 
считать непрерывные несравнимыми друг с другом, несмотря на 
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то, ито и непрерывное состоит из неограниченного числа частей. 
Итак, независимо от того, состошт ли непрерывное из неделимых 
или не состоит, совокупности неделимых сравнимы между собой, и 
величины их стоят в определенном отношении друг к другу. 

В подтверждение этих положений мне кажется весьма по- 
лезным обратить внимание на следующее. Приняв эти допущения, 
я вывел, исходя из них, очень много теорем, доказанных Евклидом, 
Архимедом и другими. При этом мой выводы точно совпали с их 
выводами, что может служить явным признаком того, что мой 
предпосылки были правильными. Правда, мне известно и то, что 
иногда, исходя из ложных предпосылок, можно путем ложных умо- 
заключений притти к правильным выводам; но я считаю нелепостью, 
чтобы такое случайное стечение обстоятельств могло иметь место 
при столь многочисленных выводах, сделанных геометрическим 
способом. Я добавляю это не в качестве правомерного доказатель- 
ства указанной выше истины, а лишь в качестве серьезного и весьма, 
существенного довода в пользу моего утверждения, в правильности 
которого читатель по мере ознакомления с моей книгой будет 
‘убеждаться все более и более. 


ТЕОРЕМА ИП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ П 


Все [вместе] линии равновеликих * 1 друг другу фигур и все [вместе] 
плоскости равновеликих друг другу тел равны между собой, по 
какой бы регуле они ни были взяты. 

Пусть даны две равновеликие друг другу плоские фигуры АШС и АЕВ; 
пусть регулой в фигуре АБС служит произвольно взятая прямая АС, 
а в фигуре АЕВ — произвольно взятая прямая АВ. Я утверждаю, что все ли- 

нии [вместе] фигуры АБС, взятые по регуле АС, равны 

Ё всем линиям [вместе] фигуры АЕВ, взятым по регуле АВ. 

Й Представим себе, что фигура АЕВ так наложена на 

фигуру АРС, чтобы регулы были либо наложены одна 

на другую, так что, например, АВ составляет часть АС, 
либо по крайней мере были бы параллельны друг 
другу. Тогда либо вся фигура АЕБ совпадет со всей 
Ё 8 ( фигурой АРС, либо часть первой —с частью второй. 
Пусть совпадет часть с частью; тогда все линии этих совпавших частей также 
совпадут друг с другом, т. е. все линии фигуры АБВ, рассматриваемой как 
часть фигуры АЕВ, совпадут со всеми линиями той же фигуры АВ, рассматри- 
ваемой как часть фигуры АДС. Теперь наложим друг на друга остаточные 
части этих фигур таким образом, чтобы все линии этих фигур, взятые по 
регулам АВ и АС или, что то же, по общей их регуле АВ или АС, оста- 
вались параллельными друг другу, и будем повторять эту процедуру снова 
и снова до тех пор, пока все остаточные части одной фигуры ‘не будут 


—_ д рки_и_иииди м ИыУр—‚}р|)|р[|[[Д1ДЩ1Щрышб 
1 Термин „равновеликие“ повсюду введен нами, см. комментарии, стр. 365. С.Л. 


наложены на остаточные части другой. Поскольку эти фигуры, пока они 
еще не были разделены, были равны, — совпадут друг с другом и ука- 
занные части, наложенные друг на друга, а значит, и все линий их 
равным образом совпадут. Но величины, совпадающие при наложении, равны 
друг другу; значит, все линии совокупности частей фигуры АЕВ, т. е. все 
линии фигуры АЕВ, взятые по регуле АВ, будут равны всем линиям сово- 
купности тех частей фигуры АБС, с которыми эти части при наложении 
совпали, т. е. всем линиям фигуры АОС, взятым по регуле АС, что и требо- 
валось доказать. 

Наложим два равных тела друг на друга таким образом, чтобы две 
произвольно взятые в них регулы совпали друг с другом или были 
друг другу параллельны, и, далее, будем накладывать снова и снова остаточ- 
ные части друг на друга таким образом, чтобы все их плоскости все время 
оставались параллельными наложенным друг на друга регулам. Тогда ука- 
занные части совпадут друг с другом, а следовательно, и целые фигуры 
совпадут. Значит, все их плоскости, взятые по указанным регулам, совпадут 
друг с другом, а следовательно, будут равны, что и требовалось доказать 
для тел. 


СЛЕДСТВИЕ* 


тсюда очевидно, что и в одной и той же плоской фигуре все 
© линии, взятые по какой-либо регуле, равны всем линиям, взятым 
по любой другой регуле; точно так же и в телах, все плоскости 
одного из них, взятые по какой-либо регуле, равны всем плоскостям 
того же тела, взятого по любой регуле. Отсюда можно сделать, 
например, следующий вывод: если рассень цилиндр плоскостями, 
параллельными оси, каковые сечения образуютв нем параллелограмы, 
азатем рассечь его плоскостями, проведенными параллельно основа- 
нию, каковые сечения образуют в нем круги, то очевидно, что все 
параллелограмы указанного цилинора, взятые, как по регуле, по 
одному из этих параллелограмов, будут равны всем кругам того 
же цилинора, взятым, как по регуле, по основанию. 


ТЕОРЕМА Ш. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш 


игуры относятся друг к другу *, как все их линии [вместе], взятые 
по любой регуле, а тела, как все их плоскости [вместе], взятые 
по любой регуле. 

Пусть даны любые две фигуры Аи ЮФ. Я утверждаю, что фи- 
гура А так относится к фигуре О, как все линии фигуры А ко всем 
линиям фигуры О, по какой бы регуле они ни были взяты. Представим 
себе проведенными все линии фигур А и О, взятые по некоторым регу- 
лам, затем возьмем произвольное число фигур В, С и так далее, равных 
каждая фигуре А, и произвольное число фигур, равных фигуре О, как, 
например, Е. Если непрерывное состоит * из неделимых, то очевидно без 
дальнейших доказательств, что фигура А относится к фигуре О, как все 
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линии фигуры А ко всем линиям фигуры О, так как в этом случае, сравни- 
вая непрерывное с непрерывным, мы сравниваем не что иное, как сами 
неделимые. Но допустим, что это неверно, или же, что, хотя это и верно, 
но мы еще не нашли правомерного пути для доказательства этого положе- 
ния. Тем не менее я и в этом случае утверждаю, что неделимые сами по 
себе, т. е. все линии фигуры А, так относятся ко всем линиям фигуры В, 
как фигура А относится к фигуре О. В самом деле, так как мы взяли фи- 
гуры В и С такими, чтобы каждая из них была равна фигуре А, а фи- 
гуру Е такою, чтобы она была равна фигуре О, то все [вместе] линии каждой 
из фигур А, Ви С будут равны всем [вместе] линиям фигуры А, взятым 
по указанной регуле (по какой бы регуле указанные все линии ни были 
взяты); поэтому во сколько раз совокупность фигур А, 

В и С больше фигуры А, во столько же раз и совокуп- 
ность всех линий фигур А, Ви С больше всех линий 
фигуры А. Итак, получаем, что одна совокупность во. 

столько же раз больше первого количества, во сколько 

раз другая совокупность болыше третьего количества. 

С Таким же образом докажем, что совокупность фигур О и 

Е во столько же раз больше фигуры 0, во сколько 


раз совокупность всех линий фигур ОР и Е больше всех линий фигуры Е, 


причем одна совокупность во столько же раз больше второго количества, 
во сколько раз другая совокупность больше четвертого количества. Значит, 
в том случае, когда величина, кратная первому количеству, т. е. совокуп- 
ность фигур А, В, С, больше величины, кратной второму количеству, т. е. 
совокупности фигур О и Е, и величина, кратная третьему количеству, т. е. 
совокупность всех линий фигур А, В, С, будет больше величины, кратной 
четвертому количеству, т. е. совокупности всех линий фигур Ри Е; в том 
случае, когда величина, кратная первому количеству, равна величине, кратной. 
второму количеству, и величина, кратная третьему количеству, будет равна 
величине, кратной четвертому количеству, т. е. если совокупность фигур А, 
В и С будет равна совокупности фигур ВиЕЁЕ, то и совокупности всех линий 
тех и других фигур будут равны между собой, а если меньше, то меньше. 
Поэтому первое количество относится ко второму, как третье к четвертому, 
а следовательно, фигура А относится к фигуре О, как все линии фигуры 
А относятся ко всем линиям фигуры ЮО, взятым по данным регулам, а зна- 
чит, и по любым регулам, что и требовалось доказать для плоских фигур. 

Теперь представим себе, что А и Ор— тела, что каждое из тел 
С и В равно А, а Е равно О. Мы докажем, что совокупность тел А, 
В и С во столько же раз больше тела А, во сколько раз совокупность 
всех плоскостей тел А, Ви С болыише всех плоскостей тела А, а сово- 
купность тел Ри Е во столько же раз больше тела РО, во сколько раз 
совокупность всех плоскостей тел Рр и Е больше всех плоскостей тела Б. 
Наконец, при помощи предшествующего предложения мы докажем, что 
в том случае, когда величина, кратная первому количеству, больше величины, 
кратной второму, величина, кратная третьему количеству, также будет больше 
величины, кратной четвертому количеству; в том случае, когда менышне, также 


будет меньше, а в том случае, когда равна, также будет равна. Следовательно, 
первая величина относится ко второй, как третья к четвертой, иными словами, 
тело А относится к телу О, как все плоскости тела А ко всем плоскостям 
тела ОР, взятым по любым регулам, что и требовалось доказать для тел. 


СЛЕДСТВИЕ 


тсюда ясно, что для нахождения отношения между двумя фи- 
гурами или телами достаточно найти отношение всех линий 
(в фигурах) или всех плоскостей (в телах), взятых по любой регуле. 
Это основное положение моей новой гвометрии, здесь излагаемой. 


ТЕОРЕМА ТУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ [= 


[Пусть две фигуры или два тела имеют одну и ту же высоту; пусть 

в фигурах проведены какие угодно прямые, а в телах какие 
угодно плоскости, параллельные друг другу, так, что указанная 
высота взята по отношению к ним; пусть оказалось, что отрезки 
проведенных линий, заключенные внутри фигур, или отрезки прове- 
денных плоскостей, заключенные внутри одного из тел, суть вели- 
чины, пропорциональные сходственным им линиям или плоскостям 
в другой фигуре или в другом теле. Тогда указанные фигуры будут 
относиться друг к другу, как каждый предыдущий член указанной 
пропорции к своему последующему, соответствующему ему в другой 
фигуре или в другом теле*. 

Пусть прежде всего САМ и СМЕ— две фигуры, имеющие ту же 
высоту. Представим себе, что в них проведены две какие угодно пря- 
мые, параллельные друг другу, АЁ и ВО, 
по отношению к которым взята общая 
высота. Пусть части прямых, заключен- 
ные внутри фигур, суть АМ и ВВ в фи- 
гуре САМ и МЕ и КО в фигуре СМЕ. 
Пусть окажется, что 


АМ: МЕ— ВР: ЮО. А М Е 


Я утверждаю, что фигура САМ так относится к фигуре СМЕ, как 
АМ к МЕ или как ВВ к ВО. Поскольку произвольным образом проведенные 
прямые ВР и АЕ параллельны друг другу, ясно, что любая из линий, на- 
зываемых „всеми линиями фигуры САМ“, взятыми, как по регуле, по одной 
из этих прямых, по АМ или по ВЮ, так относится к такой же линии, ле- 
жащей в фигуре СМЕ и составляющей ее продолжение, как ВВ к ЮО или 
как АМ к МЕ. Но АМ относится к МЕ, т. е. один из предыдущих членов 
пропорции к одному из последующих, как все [вместе] предыдущие члены 


1 То-есть, как каждая из „всех линий‘ или „всех плоскостей“ к соответствую- 
щей ей в другой фигуре или теле. С. Л. 
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пропорции, т. е. все [вместе] линии фигуры САМ, взятые, как по регуле, 
по прямой АМ, относятся ко всем [вместз] ее последующим членам, т. е. ко 
всем линиям Фигуры СМЕ, взятым по регуле МЕ. Таким образом то об- 
стоятельство, что число всех предшествующих и всех последующих членов 
пропорции неограниченно, поскольку оно здесь в обоих отношениях одно и 
то же, какими бы эти члены ни были (в самом деле, обе фигуры имеют одну и 
ту же высоту и каждому предшествующему члену, взятому из фигуры САМ, 
соответствует его последующий член, составляющий его продолжение 
в другой фигуре), нисколько не препятствует тому, что все [вместе] линии 
фигуры САМ можно сравнивать со всеми [вместе] линиями фигуры СМЕ, 
поскольку они, как доказано выше, однородны друг с другом; поэтому все 
[вместе] линии фигуры САМ по регуле АМ так относятся ко всем [вместе] 
линиям фигуры СМЕ по регуле МЕ, как АМ относится к МЕ; но все линии 
фигуры САМ так относятся ко всем линиям фигуры СМЕ, как фигура САМ 
к фигуре СМЕ; следовательно, фигура САМ относится к фигуре СМЕ, 
как ВЮ к ВО или как АМ к МЕ, что и требовалось доказать для 
фигур. 

Если же мы сделаем допущение, что САМ и СМЕ — тела, а под АМ 
ВК, МЕ и ЮО вместо прямых будем подразумевать отрезки плоскостей, 
ограниченных [поверхностями] тел! САМ и СМЕ, параллельных друг 
другу и расположенных так, что [отрезки] плоскостей * АМ и МЕ лежат 
в Одной и ТОЙ же плоскости и что таковы же и плоскости ВК и ЮО, по 
отношению к которым взята указанная высота, то, рассуждая таким же 
образом, мы докажем, что все плоскости тела САМ так относятся ко всем 
плоскостям тела СМЕ, т. е. что тело САМ так относится к телу СМЕ, как 
плоскость ВЮ относится к плоскости КО, или как плоскость АМ относится 
к плоскости МЕ, что и требовалось доказать для тел. 


СЛЕДСТВИЕ 


в следует, ито, если в фигурах или телах сравниваются 
те прямые линии или плоскости, которые называются всеми 
линиями или всеми плоскостями указанных фигур, то и в при- 
менении к ним верно положение, что каждый предшествующий 
член пропорции относится к каждому последующему, как все пре- 
дыдущие члены ко всем последующим; так и в разобранных выше 
фигурах все линии одной из них относятся ко всем линиям одру- 
гой, а в телах все плоскости одного относятся ко всем плоско- 
стям другого, как каждый предшествующий член пропорции 
к каждому последующему, т. е. как те регулы, по которым 
мы считаем взятыми все указанные линии или все указанные пло- 
скости. 


1 В подлиннике: телами. С. Л. 
3 В подлиннике: плоскости. С И 


ТЕОРЕМА У. ПРЕДЛОЖЕНИЕ У 


| имеющие одну и ту же высоту, относятся друг 
к другу, как их основания, а имеющие одинаковые высоты, как 
основания или как стороны, образующие равные углы с основа- 
НИЯМИ. 

Пусть даны какие угодно параллелограмы АМ и МС, имеющие одну 
и ту же высоту, причем эта высота взята по отношению к основаниям СМ и МН. 
Я утверждаю, что нараллелограм АМ так относится к параллелограму МС, 
как СМ к МН. Пусть внутри параллелограмов АМ и МС проведены пря- 
мые, параллельные основаниям СМ и МН, причем отрезками одной из них 
внутри параллелограмов АМ и МС являются ОЕ и Е|. Так как ОМ парал- 


лелограм, равно как и ЕН, то 0 т 
РЕ = СМ, а Е! = МН, А_В 
откуда р Е 
СМ : МН =)Е ; Ер д - 
и НМ "Ж85 


а РЕ и Е! суть произвольные прямые, 
параллельные СМ и МН; следовательно, параллелограмы АМ и МС принад- 
лежат к типу тех фигур, о которых говорилось в предшествующей тео- 


реме, откуда 
АМ : МС= ОЕ : Е=СМ : МН*, 


причем @аМ иМН — основания этих параллелограмов. Нетрудно убедиться, что 
та же теорема верна и для того случая, когда параллелограмы имеют 
равные высоты 1. 

Пусть теперь параллелограмы ОР и ТР имеют одно и то же осно- 
вание МР*. Я утверждаю, что они относятся друг к другу, как высоты, взя- 
тые по отношению к основанию МР. Опустим высоты ОК и Т$ на продолжение 
прямой МР; пусть они пересекутся с этой прямой вточках В и$ (если только сами 
линии ТР и ОР не окажутся высотами и если высоты ОКи Т5 не пересекутся 
с самим основанием МР внутри параллелограма). Из точек © и Г. проведем 
параллельные высотам прямые ©ОХ и Т\, пересекающие основание МР 
в точках У и Х. 05 и В — параллелограмы, имеющие равные высоты ОТи 
110, взятые по отношению к основаниям Т$ и ОЮ. Следовательно, парал- 
лелограмы 95 и ТВ будут относиться друг к другу, как основания Тб и 
ОК. Но параллелограм @$ равен параллелограму ОР, а параллелограм ГК 
параллелограмму ГР. Итак, параллелограмы ОР и ГР относятся друг 
к другу, как ТЗ к ОК, а эти прямые служат для них высотами, взятыми по 
отношению к основанию М№Р. В том же случае, когда сторона ОР пойдет 
по стороне РТ, т. е. стороны ОР и РТ образуют равные углы с общим 
основанием МР, возьмем за основания ТР и ОР и будем иметь параллело- 
грамы ОР и ЕР, имеющие одну и ту же высоту, взятую по отношению 
к основаниям ТР и ОР; поэтому они будут относиться друг к другу, как 


1 А не одну и ту же высоту. С. Л. 
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основания ТР и ОР, т. е. как стороны ТР и ОР, образующие равные углы 
с основанием МР. Таким же образом можно доказать это предложение и 
для того случая, когда основание МР не является общим, но оба основания 
равны друг другу. Это и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА \1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ \И* 


Я ы. параллелограмов друг к другу есть сложное отношение *, 

составленное из отношения оснований и отношения ВЫСОТ, ВЗЯТЫХ 
по отношению к этим же основаниям, или из отношения оснований 
и отношения сторон (разумеется, в том случае, если параллелограмы 
равноугольны). 

Пусть даны любые параллелограмы АО и ЕМ. Я утверждаю, что их 
отношение есть сложное отношение, составленное из отношения оснований 
СР и СМ и отношения высот ВУ и ОМ, взя- 
тых по отношению к основаниям СШ и СМ 
и пересекающихся с ними (или с их продол- 


0 жениями, если это понадобится) в точках У и 
| № или же из отношения СО и СМ и отно- 
[в . |) ИС ММ шения сторон ВБ и ОМ, если параллелограмы 


равноугольны. Отсечем от ВУ, начиная от 
точки У, отрезок ХУ, равный ОМ, и проведем через точку Х прямую ХР, 
параллельную СО и пересекающую ВО в точке К так, чтобы образовался 
параллелограм РО, имеющий ту же высоту, что и параллелограм ЕМ, и 
то же основание, что и параллелограм АО. Если ввести в качестве 
произвольного среднего члена! параллелограм РР, то получим, что отноше- 
ние параллелограма АО к параллелограму ЕМ равно сложному отношению, 
составленному из отношений параллелограма АР к параллелограму РР и па- 
раллелограма РО к параллелограму ЕМ. Но первое из этих отношений 
равно отношению ВУ к УХ или к ОМ, или ВО к ОВ, так как АБ и РО 
равноугольны, или ВО к ОМ, поскольку и параллелограмы РО и ЕМ также 
равноугольны. Отношение параллелограма РО к параллелограму ЕМ равно 
отношению СО к СМ. Итак, отношение параллелограма АР к параллело- 
граму ЕМ есть сложное отношение, составленное из отношения ВУ к ОМ, 
т. е. из отношения высот, или отношения ВО к ОМ, если параллело- 
грамы АОШО и ЕМ равноугольны, и отношения СО к СМ, что и требовалось 
доказать. 


ТЕОРЕМА УП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ УП 


араллелограмы, основания которых обратно пропорциональны * вы- 
|] сотам, или в случае, если параллелограмы равноугольны, — боко- 
вым сторонам, равновелики. И наоборот, у равновеликих параллело- 
грамов основания обратно пропорциональны высотам или, если па- 
раллелограмы равноугольны, — боковым сторонам. 


1 См. примечание 2 на стр. 215. С. Л. 


Пусть даны параллелограмы НХ и АО, основания которых УХ и ВО 
обратно пропорциональны их высотам СО и КЁ\*, или в тех случаях, когда 
они образуют равные углы с основаниями, — боковым сторонам СО и КХ. 
Я утверждаю, что эти параллелограмы равновелики. Отношение параллело- 
грама НХ к параллелограму АО * есть сложное отношение, составленное из 
отношения УХ кВО и из отношения КЙ к СО, или в случае, если паралле- 
лограмы равноугольны, из отношения УХ к ВБ 


и из отношения ВХ к. СО. Но Н к. 
ИХ: ВБ СО: В2 | А С 
или, если параллелограмы равноугольны, .. 
ух: Вр= СБ: ВХ. и Х2вВ ‚, 00 


Итак, отношение параллелограмов НХ и АБ равно сложному отношению, 
составленному из отношения СО к В и из отношения КА к СО, или же 
сложному отношению из отношения СО к КХ и из отношения КХ к СО. 
Но второе то же, что отношение СО к СО, а первое то же, что отношение 
СО к СО. Это пропорции, выражающие равенство; следовательно, паралле- 
лограм НХ будет равен параллелограму АО. 

Теперь пусть параллелограм НХ равен параллелограму АР. Я утвер- 


ждаю, что 
ухе: ВБ СОкЯВЯ, 


или, в случае если параллелограмы равноугольны, 


УХ : ВР = СБ: БХ. 


Так как параллелограм НХ равен параллелограму АР, то отношение этих 
параллелограмов равно отношению СО к СО или СО к СО, т. е. (вводя 
произвольный средний член? КА или для второго отношения КХ) слож- 
ному отношению, составленному из отношения СО к КЁ и из отношения 
В7 к СО, или же сложному отношению отношения СР к КХ и из отно- 
шения РХ к СО. Но, сверх того, отношение параллелограмов НХ и АО 
равно сложному отношению, составленному из отношения УХ к ВО и из 
отношения ВЯ к СО или из отношения УХ к ВО и из отношения КХ 
к СР в случае, когда они равноугольны. Следовательно, сложное отно- 
шение, составленное из отношений СО к В7 и КА к СО или СО к КХ 
и ВХ к СО, равно сложному отношению, составленному из отношений УХ 
к В и из ВЙ к СО или из УХ к ВО и из ВХ к СР. Но отношения 
В7 к СО или ВХ к СО общие в обоих случаях; значит, второе отноше- 
ние УХ к ВР равно [отношению] СО к КА или [отношению] СР к КХ в случае, 
когда параллелограмы равноугольны. Итак, равные параллелограмы имеют 
основания, Обратно пропорциональные высотам, или, когда стороны образуют 
равные углы с основаниями, то и сторонам, что и требовалось доказать. 

те. т ее ВИА ети. стос ЕВЕ те ТИ" = Бы ЧАЕИЬНЕ 


1 Мы сказали бы: обратно пропорциональны Кб и Соб. 
2 Мейо 4е {юг15 зитр\о. См. выше, введение, стр. 27. С. Л. 
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ТЕОРЕМА УШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ У * 


(Рутноненыв подобных параллелограмов равно двойному отношению * 
сходственных сторон. 

Пусть даны подобные параллелограмы АС и ЕС. Я утверждаю, что 

их отношение есть двойное отношение сходственных сторон. Поскольку эти 

параллелограмы подобны, они равноугольны; пусть углы ВСО 


АЛ вн и РОН равны между собой и пусть сходственными сторо- 
нами будут ВС и РО, СО и СН. Если взять за основания 

р стороны ВС и ЕС, то отношение АС к ЕС будет равно 
ЕЕ Г сложному отношению, составленному из отношений ВС к 


Е@а и ОС к НС; но отношение ОС к НО равно отноше- 
нию ВС к ЕС или отношению ЕС к третьей пропорциональной этих двух 
величин, именно ВС [первой] и ЕС [второй]. Итак, АС будет относиться 
к ЕС, как ВСр—к третьей пропорциональной, лля которой первая ВС, а 
вторая ЕО, т. е. отношение АС к ЕС будет равно двойному отношению ВС 
к ЕС или СО к СН, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ * 


Я сно, что все то, что в предшествующих предложениях доказано 
о параллелограмах, будет верным также ц для всех линий этих 
параллелограмов, взятых по любым регулам, так как все линии 
относятся, как сами параллелограмы. 


ТЕОРЕМА 1Х. ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1Х* 


Все квадраты параллелограмов, имеющих одну и ту же высоту 
и взятые по основанию, на которое опускается эта высота, как 

по регуле, относятся друг к другу, как квадраты оснований. 
Пусть даны параллелограмы АМ и МС, имеющие ту же высоту. 
Я утверждаю, что все квадраты параллелограма АМ так относятся ко всем 
квадратам параллелограма МС, взятым по регуле 


СН, как квадрат СМ относится к квадрату МН. А В С 
Пусть в параллелограмах АМ и МС проведена |] 7 
произвольная прямая ПТ, параллельная СН; пусть Е 

часть ее ОЕ находится в параллелограме АМ, а 

часть Е! в параллелограме ВН. Так как ОЕ С м _ я 


равна СМ, а подобные фигуры, построенные на 

равных сторонах или равных сходственных линиях, равны между собой, 
то квадрат ОЕ будет равен квадрату СМ, а квадрат Ш квадрату МН. 
Следовательно, квадрат СМ так относится к квадрату МН, как квадрат ОЕ 
к квадрату Е[. Далее, поскольку произвольным образом проведенная пря- 
мая Ю] параллельна прямой СН и поскольку один к одному, как все ко 
всем, то и квадрат СМ будет так относиться к квадрату МН, как все 
квадраты параллелограма АМ ко всем квадратам параллелограма МС, взя- 
тым по регуле СН, что и требовалось доказать. м 


СЛЕДСТВИЕ 


Фи ясно, что, если вместо квадратов мы возьмем какие 

угодно другие подобные фигуры, мы тем же путем докажем, 
что все подобные фигуры параллелограма АМ так относятся ко 
всем подобным фигурам параллелограма МС (как, например, все 
круги параллелограма АМ ко всем кругам параллелограма МС), 
как подобные же фигуры, построенные на основаниях СМ и МН, 
ибо, как сказано зыше, все жакие бы то ни были подобные фигуры, 
построенные на равных сторонах или равных сходственных линиях, 
равны между собой; необходимо лишь, чтобы все фигуры были 
подобны и были взяты, как по регуле, по одной и той же прямой, 
например ЦН. 


ТЕОРЕМА Х. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х * 


Все квадраты параллелограмов, имеющих одно и то же основание, 
взятые, как: по регуле, по основанию, относятся, как высоты, или 
же в случае равноугольных параллелограмов, как боковые сто- 
роны, образующие равные углы с основанием. 
- Пусть даны параллелограмы АО и ВО, имеющие то же основание СО; 
пусть их высоты, взятые по отношению к основанию СО, будут АО и СМ. 
Я утверждаю, что все квадраты параллелограма АГ так относятся ко всем 
квадратам параллелограма ВО (квадраты взяты в обоих случаях по регуле 
СО), как АО относится к СМ, или же в случае, если параллелограмы ВО 
и ОА равноугольны, как АС к СВ. Пусть прямые СА и СВ будут неограни- 
ченно продолжены в противоположные стороны; пусть на их продолжениях 
будет отложено произвольное число равных между собой отрезков АГ, 1Н, 
каждый из которых равен СА, и отрезок ВР, равный ВС. На этих отрезках 
построим параллелограмы АМ, {К и ВО. Параллелограмы СЕ, АМ и ЖК 
имеют равные высоты и равные основания; поэтому все квадраты одного из 
этих параллелограмов будут равны всем квадратам каждого из других. 
По той же причине и все квадраты параллелограмов ВО и СЕ, взятые по 
регуле СО, будут равны между собой. Но высоты параллелограмов СЁ, АМ, Ж 
равны высоте АО, а высоты параллелограмов СЕ и ВО равны высоте СМ. 
Итак; мы имеем первую и третью величины, помноженные 
на одно и то же число, или, иначе, сумму высот паралле- 
пограмов СЕ, АМ, [К, которая во столько же раз больше 
высоты АО, во сколько раз сумма всех квадратов СЁ, 
АМ, К болыше всех квадратов параллелограма СЕ. Таким 
же образом и сумма высот параллелограмов СЕ и ВО во 
столько же раз больше высоты СМ, во сколько раз сумма 
всех квадратов параллелограмов ВО и СЕ больше всех квадратов паралле- 
лограма СЁ; ‘иными словами, во сколько раз все квадраты параллелограма 
НР больше всех квадратов параллелограма АП, во столько же раз высота 
параллелограма НО больше высоты параллелограма АБ и во столько же 
раз прямая СН больше СА в случае, если параллелограмы равноугольны; 
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точно так же, во сколько раз все квадраты параллелограма РО больше 
всех квадратов параллелограма ВО, во столько раз высота параллелограма 
РР болыше высоты СМ или же во столько раз РС больше СВ. Значит, 
если кратное первой величины будет равно кратному второй, то и кратное 
третьей будет равно кратному четвертой, если больше, то больше и, если 
меныше, то меньше, В самом деле, если высота параллелограма НО будет 
равна высоте параллелограма ОР, то все квадраты НР будут равны всем 
квадратам ОР, так как параллелограмы НО и ОР имеют одно и то же 
основание СО, если высота больше, то и все квадраты больше, а если 
меньше, то меньше. Итак, первая величина относится ко второй, как третья 
к четвертой, т. е. высота параллелограма АБ так относится к высоте парал- 
лелограма ОВ или АО так относится к СМ (или АС так относится к СВ, 
если параллелограмы равноугольны), как все квадраты фигуры АО ко всем 
квадратам фигуры ГВ; следовательно, эти все квадраты относятся между 
собой, как высоты параллелограмов или же как стороны, образующие 
равные углы с основанием в случае, когда параллелограмы равноугольны. 
То же можно доказать и для того случая, когда параллелограмы имеют 
не общие, а равные основания. 


СЛЕДСТВИЕ 


Тем же способом, взяв вместо квадратов другие подобные друг 

другу фигуры, докажем, что все подобные фигуры параллелограмов, 
имеющих то же основание, относятся друг к другу, как высоты 
или же как стороны, образующие равные углы с основанием, в слу- 
чае, если параллелограмы равноугольны. 


ТЕОРЕМА Х1. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х!* 


тношение друг к другу всех квадратов каких угодно параллелогра- 
мов, взятых, как по регулам, по какой-либо стороне одного и по 
какой-либо стороне другого параллелограмов, равно сложному отно- 


шению, составленному из отношения квадратов этих сторон и из 
отношения высот или же, если параллелограмы равноугольны, сторон, 
образующих с этими сторонами равные углы. 

Пусть даны какие угодно параллелограмы АР и ЕМ, регулами кото- 
рых являются любые стороны СР и СМ, а высотами, взятыми по отноше- 
нию к этим регулам, ВУ и ОМ. Я утверждаю, что отношение всех квадратов 
параллелограма АР ко всем квадратам параллелограма ЕМ равно сложному 
отношению, составленному из отношения квадрата стороны СР к квадрату 
стороны СМ и из отношения высоты ВУ к высоте ОМ или же (если парал- 
лелограмы равноугольны и сторовы ВР и ОМ одинаково наклонены к сто- 
ронам СР и @М) стороны ВР к стороне ОМ. Отсечем от ВУ, начиная от 
точки \, отрезок ХУ, равный ОМ, и через точку Х проведем прямую ХР, 
параллельную СОР и пересекающую ВШ в точке К. Если параллелограмы 
равноугольны, то ШОК будет равна ОМ, что можно без труда доказать, 
Параллелограм РО будет иметь общее основание с параллелограмом АО 
и общую высоту с параллелограмом ЕМ. Следовательно, отношение всех квВал- 


ратов параллелограма АП ко всем квадратам параллелограма ЕМ равно 
сложному отношению, составленному из отношения всех квадратов паралле- 
лограма АО `ко всем квадратам параллелограма ОР, т. е. из отношения 
В\У к УХ или ВУ к ОМ (или же отношения ВО к ОК или ВО к ОМ, если 
лараллелограмы АР и ЕМ равноугольны) и из отношения всех квадратов 
параллелограма РО ко всем квадратам параллелограма ЕМ, т. е. из отноше- 
ния квадрата СО к квадрату СМ. Итак, отношение всех квадратов [фигуры] 
АР ко всем квадратам [фигуры] ЕМ равно сложному отношению, составлен- 
ному из отношений ВУ к ОМ (или ВО к ОМ, если параллелограмы равно- 
угольны) и из отношения квадрата СО к квадрату СМ, чтб и требовалось 
доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


тсюда ясно, что и в том случае, когда мы вместо квадратов 

возьмем другие подобные фигуры, мы можем таким же обра- 
зом доказать, что отношение всех подобных фигур АВ и ЕМ 
равно сложному отношению, составленному из отношения квадра- 
тов СО и СМ и из отношения высот ВУ в ОМ или сторон ВР 
и ОМ, образующих равные углы с основанием, в случае, если парал- 
лелограмы равноугольны. 


ТЕОРЕМА ХПИ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХП 


в... у двух параллелограмов квадраты оснований обратно пропор- 

циональны высотам, взятым по отношению к тем же основаниям, 
или же сторонам, образующим равные углы с основаниями, то все 
квадраты, взятые по основаниям, как по регулам, равны между 
собой. И если у параллелограмов все квадраты равны, то квадраты 
оснований обратно пропорциональны высотам или сторонам, обра- 
зующим равные углы с указанными сторонами. 

Пусть даны параллелограмы НХ и АО, причем квадраты их оснований 
обратно пропорциональны высотам или, если боковые стороны КХ и СО 
образуют равные углы с основаниями УХ и ВО, то — этим боковым сторонам. 
Я утверждаю, что все квадраты параллелограма НХ равны всем квадратам 
параллелограма АО. В самом деле, отношение всех квадратов НХ ко всем 
квадратам АГ равно сложному отношению, составленному из отношения 
квадрата УХ к квадрату ВП, т. е. из отношения СО к КА (или СО к КХ, 
когда параллелограмы равноугольны) и из отношения КА к СО (или ВХ 
к СО). Сложное отношение, составленное из этих двух отношений, равно 
отношению СО к СО (или СО к СО), а это есть отношение, выражающее 
равенство; поэтому все квадраты НХ будут равны всем квадратам АО. 

Пусть теперь все квадраты НХ равны всем квадратам АГ, взятым по 
тем же регулам УХ и ВО. Я утверждаю, что квадрат УХ так относится к 
квадрату ВО, как СО к В7 (или как СО к КХ, когда параллелограмы равно- 
угольны). В самом деле, отношение СО к СО равно сложному отношению, 
составленному из отношений СО к В7 и КД к СО *; точно так же СО к СО равно 
сложному отношению, составленному из отношений СР к ВХ иБХ к СО. Но так 
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как все квалраты НХ равны всем квадратам АО, то они относятся друг к друту, 
как СО к СО, или, как СО к СО, т.е. их отношение равно сложному отно- 
шению, составленному из отношений СО к 87 и ВД к СО (или СО к КХ 
и ВХ к СП). Но отношение всех квадратов НХ ко всем квадратам АР равно 
сложному отношению, составленному из отношения квадрата УХ к квадрату 
ВО и из отношения ВЙ к СО (или КХ к СО, когда параллелограмы равно- 
угольны). Итак, сложное отношение, составленное из двух отношений СО 
к В и ВИ к СО (или из других двух СО к ВХ и КХ к СО), равно слож- 
ному отношению, составленному из двух упомянутых выше, т. е. из отно- 
шения квадрата УХ к квадрату ВО и из отношения №2 к СО или ВХ к Ср. 
Но в этих двух сложных отношениях общим является отношение КЁ к СО 
(или ВХ к СПР); значит, и другое отношение, отношение квадрата УХ 
к квадрату ВО, равно другому же, т. е. отношению СО к В7 (или СР 
к ВХ, если параллелограмы равноугольны), что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ. 


о как выше, мы видим, что и этот вывод верен для 
всяких подобных фигур! параллелограмов НХ и АР, взятых по 
тем же регулам УХ и ВБ. 


ТЕОРЕМА ХШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХШ* 


Оузнощение всех квадратов подобных параллелограмов, взятых, как 
по регулам, по сходственным сторонам, равно тройному отно- 
шению * сходственных сторон. 

Пусть даны подобные параллелограмы АС и ЕС, причем их сход- 
ственные стороны ВС и ЕС взяты за регулы. Я утверждаю, что отношение 
всех квадратов [фигуры] АС ко всем квадратам [фигуры] Е@ равно трой- 
ному отношению ВС к ЕС. Поскольку параллелограмы АС и ЕС подобны, 
они и равноугольны; поэтому к равным углам примыкают пропорциональные 
стороны. Далее ВС и СО, ЕС и СН р— это стороны, образующие друг 
с другом равные углы; регулами же их являются ВС и ЕС. Поэтому 
отношение всех квадратов [фигуры] АС, взятых по регуле ВС, ко всем квадра- 
там [фигуры] ЕС, взятым по регуле ЕС, есть сложное отношение, составленное 
из отношения квадрата ВС к квадрату ЕС и из отношения ОС к НС, или, 
что то же, ВС к ЕС, т. е. оно равно сложному отношению, составленному 
из трех. отношений ВС к ЕС, или же равно отношению ВС к четвертому про- 
порциональному, для которого первое пропорциональное — ВС, а второе — Е(. 
Итак, оно равно тройному отношению ВСк ЕС, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


(222004 ясно, что и в том случае, когда вместо всех квадратов 

взяты все какие угодно другие подобные фигуры параллелограмов 
АСи ЕС по тем же регулам, мы придем тем же способом к тем 
же выводам на основании следствий из предыдущих предложений. 


ГА не только для квадратов. С. Л. 


ТЕОРЕМА ХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ - 


сли два параллелограма имеют одну и ту же высоту, то все по- 
добные фигуры одного из них так относятся ко всем подобным 
фигурам другого, взятым, как по регулам, по тем же основаниям, 
по которым взяты высоты, как фигура, построенная на основании 
первого параллелограма, к фигуре, построенной на основании второго 
параллелограма, причем это будет верно и в том случае, когда 
подобные фигуры второго параллелограма не подобны подобным 
фигурам первого параллелограма. 
Пусть даны параллелограмы АЕ и ЕС, имеющие 


одну иту же высоту. Я утверждаю, что все подобные АВ е 
фигуры параллелограма АЕ так относятся ко всем по- 

добным фигурам параллелограма ЕС, как фигура, по- Н М - 
строенная на ОЕ, относится к фигуре, построенной 

на ЕЁ, т. е. на основаниях, по отношению к кото- Е Е 


рым взята высота этих параллелограмов, причем это 

верно и в том случае, если подобные фигуры параллелограма АЕ не подобны 
фигурам параллелограма ЕС; так, например, все квадраты фигуры АЕ отно- 
сятся ко всем кругам фигуры ЕС, как квадрат РЕ относится к кругу, 
построенному на ЕР. В самом деле, проведя произвольную прямую НМ, 
параллельную РЕ, найдем, что фигура ОЕ так относится к фигуре ЕЁ, как 
фигура НМ относится к фигуре ММ, так как фигуры, построенные на равных 
сторонах НМ и РЕ, равны между собой и точно так же фигуры, построен- 
ные на сторонах ММ и ЕЁ, равны между собой. Но один к одному относится, 
как все ко всем, поэтому фигура, построенная на РЕ, так относится к фи- 
гуре, построенной на ЕЁ, как все подобные фигуры параллелограма АЕ, 
подобные, как было сказано, фигуре, построенной на ОЕ, ко всем подобным 
фигурам параллелограма ЕС, подобным, как было сказано, фигуре, построен- 
ной на ЕЁ, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


6. мы можем.заключить и относительно фигур, изображен- 

ных на чертеже, приложенном к предложению УП, что отноше- 
ние всех подобных фигур параллелограма АР ко всем подобным 
фигурам параллелограма ЕМ есть сложное отношение, составлен- 
ное из отношения фигур, построенных на основаниях СО и СМ, и 
из отношения высот или сторон, образующих равные углы с осно- 
ванием, причем это будет верно и в том случае, если фигуры. пер- 
в0го параллелограма не подобны фигурам второго пораллелограма. 
В самом деле, отношение всех подобных фигур параллелограма АР 
ко всем подобным фигурам параллелограма ЕМ, не подобным фи- 
гурам первого параллелограма, равно сложному отношению, соста- 
вленному из отношения всех подобных фигур параллелограма АБ 
ко всем подобным им фигурам параллелограма ЕМ, т. е. из отно- 
шения фигуры, построенной на СРО, к подобной ей фигуре, построен- 
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ной на СМ, и из отношения ВУ к ОМ или ВО к ОМ, так как 
параллелограмы равноугольны, и из отношения всех подобных фигур 
параллелограма ЕМ ко всем подобным фигурам того же паралле- 
лограма ЕМ, не подобным фигурам первого параллелограма, а это 
отношение равно отношению фигуры, построенной на СМ, подобной 
фигуре, построенной на СО, к фигуре, построенной на (М и не 
подобной фигуре, построенной на @М. Но сложное отношение, 
составленное из отношения фигуры, построенной на СО, к подобной 
ей фигуре, построенной на СМ, и из отношения этой фигуры, по- 
строенной на СМ, к другой фигуре, построенной на @М и не по- 
добной первой, равно отношению фигуры, построенной на СО, к ве 
подобной ей фигуре, построенной на СМ. Поэтому мы получим, 
что отношение всех подобных фигур параллелограма АБ ко всем 
подобным фигурам параллелограма ЕМ, не подобных первым, равно 
сложному отношению, составленному из отношения фигуры, по- 
строенной на СО, к фигуре, построенной на @М, не подобной, ей, 
и из отношения ВУ к ОМ или же ВО к ОМ в том случае, когда 
параллелограмы равноугольны. 


ТЕОРЕМА ХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ 


тношение друг к другу каких угодно подобных фигур равно 
двойному отношению * их сходственных линий или сторон. 


А. ЧАСТЬ ПЕРВАЯ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 


усть даны две какие угодно подобные фигуры АВР и ФХА. Я утвер- 
ждаю, что их отношение равно двойному отношению их сходствен- 
ных линий или сторон. Проведем парные касательные этих фигур: АК и 
ЕМ фигуры АВО, ФП и АО фигуры ФЖА; 

эти касательные параллельны сходственным 
линиям фигур. Проведем между указанными 
парными касательными прямые КМ и ПО 
таким образом, чтобы они были инциден- 
тами указанных подобных фигур и их ка- 
сательных. Затем разделим сходственным 
образом эти инциденты КМ и П® в произ- 
вольных точках Г, и Ги проведем через эти 
точки прямые ВТ, и УГ. Их частями, нахо- 
дящимися внутри фигур, будут: ВЕ и Ш 
в фигуре АВ; 2, ЗА в фигуре ФХА. На 
прямой ВГ, возьмем отрезок, равный сумме 
ВЕ и Ш и кончающийся на прямой КМ, 
пусть это будет ОГ. Равным образом возь- 
мем отрезок ТГ, равный сумме %2 и ЗА и 
кончающийся на прямой П® в точке Г. 
Так же поступим с отрезками всех прочих, 
параллельных тем же касательным, прямых, заключенными внутри обвода 


фигур: на продолжении этих отрезков отложим равные им отрезки, кон- 
чающиеся на КМ и П®. Тогда вторые концы всех полученных отрезков 
будут находиться на какой-то другой линии, начинающейся в точке К и 
кончающейся в точке Мр— для фигуры АВО, и начинающейся в точке П 
и кончающейся в точке ® — для фигуры ФХА. Пусть этими линиями будут 
КОМ и Ш@. Ясно, что фигура КОМ равновелика фигуре АВО, а фи- 
гура ПТ@® равновелика фигуре ФХА, так как все линии первых и вторых 
фигур, взятые по регулам ЕМ‘и Д®, равны” между собой, что очевидно из 
самого построения. Такие построения мы будем называть перенесением * 
всех линий фигур АВР и ФУЛ в фигуры КОМ и ПТ®, прилежащие к 
прямым КМ и ПО, совершаемым по указанным касательным, как по регулам. 
Далее очевидно, что фигуры КОМ и ПТО подобны друг другу, так 
как сходственные прямые фигур АВР и ФУА (поскольку эти фигуры подобны) 
относятся друг к другу, как инциденты КМ, П®, а эти же сходственные 
прямые перенесены указанным образом в фигуры КОМ и ПТО (причем 
отдельные отрезки соединены в одну прямую, как, например, ВЕ и Ш 
соединены в прямую ОГ, а 2 и ЗА в прямую ТГ). Итак, прямые, парал- 
лельные указанным касательным в фигурах КОМ и ПТО, делящие инциденты 
КМ и П@ сходственным образом, лежащие между инцидентами и обводом 
фигур с той же стороны и взятые в том же порядке, относятся, как инци- 
денты. А значит, фигуры КОМ и ПТО подобны друг другу, а регулами их 
сходственных прямых служат те же касательные и их инцидентами прямые 
КМ и ПО. 
В. ЧАСТЬ ВТОРАЯ 
еперь продолжим прямые КМ и П®@ неограниченно за точки М и © и на 
их продолжениях отложим равные отрезки МР, равный КМ, и Э&, равный 
ПО. Через точки Ри & проведем прямые 7Р и В&, параллельные указан- 
ным касательным. Так как КМ и П® инциденты подобных фигур КОМ и 
ПТ, то будут также существовать сходственные прямые этих фигур, взятые, 
как по регулам, по самим инцидентам КМ и П®@. Для этой цели проведем 
вторые парные касательные этих же фигур КОМ и ПТО, параллельные КР 
и П&, каковыми пусть будут ХИ и ВВ. Теперь мы сможем перенести все 
линии фигур КОМ и ПТЫ в фигуры, прилежащие к 7Р и В&, производя 
перенесение по регулам КР и П&. В результате этих перенесений * возникнут 
фигуры МИР и ®В&, равновеликие фигурам КОМ и ПТ®, а следовательно, 
и фигурам АВР и ФХЛ. Мы докажем, что и эти фигуры подобны друг 
другу (тем же способом, каким мы это доказали для фигур КОМ и ПТО) 
и что (Р и В& являются инцидентами указанных фигур, а регулами их 
сходственных прямых — прямые МР и О&. Очевидно из построения, что 
внутри фигур МИР и ЭВ& будут полностью находиться как все сходственные 
прямые, параллельные прямым 7Р и В&, так и все сходственные прямые, 
параллельные прямым МР и 9&: в самом деле, в результате первого пере- 
несения полностью сохранились те сходственные прямые, которые, находясь 
в фигурах КОМ и ПТ®, были параллельны прямым ЕМ и ДО, следовательно, 
полностью налицо и те, которые теперь в фигурах МЕР и @В& параллельны 
(Ри В&; в результате второго перенесения мы полностью сохранили те 
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сходственные прямые, которые параллельны МР и О& благодаря перенесению, 
при котором каждая прямая должна сохраниться. 


С. ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 


Те в фигурах МИР и ОВ& отложим на большей из сходственных линий 
МР и 9& (каковой пусть будет МР) отрезок ОР, равный Э&. Пусть МР 
так относится к РО, как любая прямая, проведенная в фигуре МИР, парал- 
лельно МР к ее некоторому отрезку. Пусть все такие отрезки оканчиваются 
с одной стороны на прямой ИР, а с другой — на линии ГО. Но один 
СПЕ. кии К одному, т. е. МР к РО, будет относиться, как все ко всем, иными сло- 
вами, все линии фигуры МИР будут так относиться ко всем линиям фигуры 
и О7Р, взятым по регуле МР, т. е. МР будет так относиться к РО или, что 
то же, МР будет так относиться к ®&, как фигура МЕР к фигуре О7Р, 
что и запомни. 


р. ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ 


= пусть от прямых ОР и @& будут отсечены равные части ОК и ©9У; 
через точки К и У пусть будут проведены параллельные ДР и В& прямые 
ЗК и \У; через точку $, в которой К$ пересекает прямую 70, проведем 
| прямую НС, параллельную МР, а через точку С, в которой НС пересекает 
| прямую М, пусть будет проведена СМ, параллельная ХР и пересекающая 


МР в точке №. По построению 

| МР: РО=СИ:Н$ =МР.РЮ; 

или, региийайдо, 

: МР: РМ = ОР: РЮ; 

| й или, Ч1\еп4о, 

ММ : МР = ОР: ЮР, 

ИЗ но 

$ (08: РР ФЕ: УЗ. 

откуда 

| ужо ДА: МР—ОУ- Убе 

Итак, прямые СМ и УУ параллельны регулам сходственных линий 7Р 
| и В& и делят сходственным образом инциденты МР и ©& (в самом деле, 
если принять ГР и В& за регулы сходственных прямых, то инцидентами 
являются МР и 9&, если же принять за регулы последние прямые, то пер- 
й вые будут инцидентами, так как обе эти прямые кончаются на противо- 
и. положных касательных, являющихся регулами сходственных линий этих же 
| фигур); поэтому | 

| СМ: УТ = МР : 9& =2Р : В&. 


| Но СМ равно $К, а $К и УУ представляют собою произвольно проведенные 
прямые, параллельные ДР и В&, итак, 


ИР. ИУ, 


1\ этой иными словами, ГДР так относится к В&, как фигура ОЙР к фигуре ЭВ&, 
ерЕ что также запомни. 


| СЛЕД. 
| ИЗ ХХШ КН. | 


Е. ЧАСТЬ ПЯТАЯ И ПОСЛЕДНЯЯ 
ОПР. ХИ Но отношение фигуры МИР к фигуре ОВ& есть сложное отношение, 
«НЫ. 1 составленное из отношения фигуры МЕР к фигуре О7ЙР или отношения МР 
| 224 к 9& и из отношения фигуры ОЙР к фигуре ОВ&, т. е. из отношения 7Р 


к В&, т.е. из отношения МР к 9&. Игак, отношение фигуры М7Р к фигуре 

ОВ& есть сложное отношение, составленное из двух отношений МР к 95, 

т. е. двойное отношение МР к 9& или КМ к ПО, поскольку последние ие ы 
линии равны первым. Но фигуры АВО и ФУА равновелики фигурам МЕР 

и 9В&; следовательно, отношение фигуры АВО к фигуре ФУЛ равно двой- 

ному отношению КМ к ПФ. Поскольку КМ и П@ инциденты подобных 

фигур АВО и ФУА, КМ будет так относиться к ПО, как ВЕ и Ш вместе В 

к 2 и ЗА вместе: или ‘ 


КИ: По — ВЕ: 2 
ИЛИ 


КАЦ —1ЬО- ВА. 


Итак, отношение фигуры АВО к фигуре ФХА равно двойному отношению о т 
ВЕ к 2 или Ш к ЗА; иными словами, эти подобные фигуры будут пропор- 

циональны взятому двойному отношению сходственных линий или сторон ВЕ 

и 2 или Ш и ЗА или любых других сходственных прямых, параллельных 

указанным регулам, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 1 


п доказано, что отношение указанных подобных фигур 
равно двойному отношению сходственных линий или сторон, 
параллельных произвольно взятым регулам, очевидно, что это отно- 
шение равно Овойному отношению любых сходственных прямых и 
что две любые сходственные прямые, взятые по любыи регулам, 
относятся друг к другу, как любые другие две сходственные пря- 
мые, взятые по любым другим регулам, что выведено другим путем 
также и в следствий из леммы к предложению ХЕМШ книги |. 


СЛЕДСТВИЕ Н : 


роме того, очевидно, что и вообще, если три прямые линии 

образуют непрерывнуо пропорцию *, то первая так относится 
к третьей, как фигура, построенная на первой, к фигуре, по- 
строенной на второй; очевидна и обратная теорема, лишь бы 
только прямые, на которых строятся подобные фигуры, были 
сходственными сторонами или линиями этих фигур. 


ТЕОРЕМА Х\!. ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х\ 


Г] четыре прямые линии образуют пропорцию, причем на 

первой и на второй построены подобные друг другу фигуры, 
а на третьей и на четвертой другие фигуры, также подоб- 
ные друг другу, хотя бы и не подобные первым фигурам; пусть, 
лалее, прямые, на которых построены эти фигуры, являются сход- 
ственными линиями или сторонами этих фигур. Тогда фигура, 
построенная на первой прямой, так относится к фигуре, построенной 
на второй, как фигура, построенная на третьей, к фигуре, построен- 
ной на четвертой. Точно так же, если даны четыре фигуры, 
образующие пропорцию, причем члены каждого из отношений пред- 
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ставляют собою подобные друг другу фигуры, построенные на своих 
сходственных линиях или сторонах, то сходственные линии или сто- 
роны, на которых они построены, образуют пропорцию. 

Пусть даны четыре прямые линии АВ, СО, ЕС и НМ, образующие 
пропорцию; пусть на первой и на второй построены подобные фигуры 
АХВ и СУ\УРО, а на ЕС и НМ — другие подобные друг другу фигуры 
ГОС и НМУММ, хотя бы и не подобные первым; 
пусть данные линии являются сходственными 
линиями или сторонами построенных на них 
фигур. Я утверждаю, что 

АХВ : СУВ =РОС : НММ. 


\ 
Пусть К — третья пропорциональная АВ и СО, а |— 
третья пропорциональная Е и НМ; тогда 


АХВ : СУР = АВ ; ВЮ, 


т. е. это отношение равно двойному отношению АВ к СР или, что то же, 
двойному отношению ЕС к НМ, или, что то же (простому), отношению Еб 
к | или, что то же, ЕОС к НММ. Итак, 


АХВ : СУБ — РОС : НММ. 


и 
К 
к 

М 
С 1 

нм 


вЫ | 
^^ 


Теперь пусть фигура АХВ относится к подобной ей СУО, как фигура 
ГОС к подобной ей НММ, хотя бы последние и не были подобны первым; 
пусть прямые, на которых они построены, являются их сходственными 
линиями или сторонами. Я утверждаю, что 


АВ : Ср =РО : НМ. 


Пусть и в этом случае К — третья пропорциональная АВ и СО, а 1— 
третья пропорциональная ЕС и НМ. Тогда 


АХВ : СУ = АВ : КЮ: 
РОа : НММ = РОС : 1. 
С другой стороны, 


АХВ : СУР = РОС : НММ:; 
следовательно, 
АВ: — вое 


Но отношение АВ к К равно двойному отношению АВ к СФ, а отно: 
шение РО к [Г равно двойному отношению ЕС к НМ. Итак, 


АВ : Ср=ЕС : НМ, 
что и требовалось доказать. 
СХОЛИЯ 


феналатевыетяв следующей теоремы, вероятно, доставит читателю 
скорее огорчение, чем удовольствие, так как оно чрезвычайно 


‚длинно. Впрочем, если кто-либо побоится, что у него нехватит 


либо свободного времени, либо терпения, чтобы проследить за весьма 
растянутыми рассуждениями в этом доказательстве, то пусть он 
примет теорему на веру и пропустит ее доказательство, так как 
я предназначаю это доказательство для тех, у которых нет недо- 
статка ни в свободном времени, ни в способностях, ни в доброй 
воле, чтобы выйти победителем, преодолевая несокрушимой силой 
ума прекрасные доказательства, как бы они ни были трудны и 
длинны, а не оказаться побежденными ими. Конечно, можно было 
для большего удобства разбить это предложение на ряд отдель- 
ных предложений, но так как они все будут объединяться данной 
здесь чрезвычайно простой формулировкой, я соединил их все в одну 
теорему. Впрочем, я позволил себе разбить эту теорему на части, 
на ряд отдельных сочленений, чтобы не утомлять чрезмерно ум 
читателя. Сколь велико значение этого предложения, равно как и 
предыдущего предложения ХУ, ‘я думаю, поймет всякий, кто разбе- 
рется в них, обратив при этом внимание на их всеобщность. 
В самом деле, поскольку речь идет о фигурах, разве Евклид 
доказызал что-либо иное, когда он в предложении ЖХ кн. УМ 
„Начал“ показал, что отношение подобных треугольников, а в пред- 
ложении ХХ, что отношение подобных многоугольников равно двой- 
ному отношению их сходственных сторон, или когда он в предло- 
жении П книги ХП показал, что круги относятся, как квадраты, 
построенные на диаметрах, т. е. что отношение кругов есть двой- 
ное отношение диаметров? Точно так же, поскольку речь идет 
о телах, разве Евклид доказывал что-либо иное, когда он в предло- 
жении УШ книги ХПИ показал, что отношение подобных пирамид 
равно тройному отношению их сходственных ребер, а в предложе- 
нии ХП, что отношение подобных конусов или цилиндров равно 
тройному отношению диаметров их оснований, а в предложении 
ХУШ, ито отношение шаров также равно тройному отношению 
диаметров? А разве что-либо иное доказывали те другие, которые 
показали, что и отношение некоторых других подобных тел, как то: 
частей шара или частей эллипсоидов и гиперболоидов и парабо- 
лоидов, равно тройному отношению сходственных линий или сто- 
рон. Насколько же выигрывает то, что мы узнаем из этих двух 
лишь предложений, если сравнить их с указанными теоремами! 
Ведь здесь мы сразу охватываем всевозможные фигуры в пред- 
ложении ХУ и всевозможные тела в следующем предложении 
ХУП, что, право же, достойно серьезного внимания. 


ТЕОРЕМА ХУП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУИ* 


Стнешание друг к другу каких угодно подобных тел равно трой- 
ному отношению сходственных линий или сходственных сторон 
их сходственных фигур. 
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А. ЧАСТЬ ПЕРВАЯ ДОКАЗАТЕЛЬСТВА 


усть даны два каких угодно тела У& и АР. Я утверждаю, что отношение 
их равно тройному отношению сходственных линий или сторон их сход- 
ственных фигур. Так как эти тела подобны, то можно провести две парные 
касательные плоскости в каждом из данных тел (в теле АР их изображают 
АН иР, ав теле У& — УУ и &2), параллельные одним и тем же сход- 
ственным фигурам; далее, между ними можно будет провести еще две пло- 
скости, образующие с ними равные углы с одной и той же стороны. 
На этих плоскостях будут лежать фигуры, которые будут фигурами-инци- 
дентамн указанных подобных тел и их парных касательных плоскостей. 
АД Н Пусть такими двумя 

: плоскостями будут те, ли- 

ниями пересечения кото- 
рых с парными касатель- 
ными плоскостями слу- 
жат: в теле АР — пря- 
мые НГ, и °С, а в теле 
\У& — прямые Х3 и 28; 
пусть на этих плоско- 
стях находятся фигуры- 
инциденты этих тел Н® 
и №2. Эти последние. фи- 
гуры будут подобны друг 
другу; касательными к 
ним будут указанные ли- 
нии пересечения, кото- 
рые будут в то же время 
регулами  сходственных 
линий этих фигур. Пусть 
инцидентами этих фигур будут ГС и 38, проведенные каким угодно 
образом между этими параллельными линиями. Проведем между указан- 
ными парными касательными какие угодно плоскости, параллельные им 
и делящие высоты данных тел, взятые по отиошению к указанным каса- 
тельным, сходственным образом с одной и той же стороны. Пусть одна 
из указанных плоскостей образует в теле АР фигуру ВС; пусть линией 
пересечения этой плоскости с фигурой Но будет ОХ и пусть эта плоскость 
пересечет инциденту фигуры Но т. е. прямую ЕС, в точке Е. Точно так 
же пусть другая плоскость образует в теле У& фигуру П9; пусть 
та же плоскость пересечет фугуру »2 по прямой ФА, а инциденту той же 
фигуры, именно линию 38, в точке 4. Тогда фигуры ВС и П® будут парой 
сходственных фигур тел АР и У&. ОХ и ФА будут их инцидентами; [.@ и 
38 будут сходственным образом разделены в точках Е и 4, так как 
и высоты данных подобных тел разделены сходственным образом (подра- 
зумевается: с одной и той же стороны). Поэтому, если мы из точек О и Ф 
проведем прямые, касающиеся фигур ВС и П®, то они либо будут парал- 


лельны регулам сходственных прямых тех же фигур, либо могут быть 
взяты за регулы других сходственных прямых тех же фигур. Если же 
из точек Хи Л провести прямые, параллельные указанным выше, то они 
встретятся с этими фигурами, причем коснутся их со стороны, противопо- 
ложной точке касания указанных выше прямых, так что (если мы предста- 
вим себе, что эти прямые ХС и Л® проведены) мы будем иметь парными 
касательными фигуры ВС прямые ВО и СХ, а фигуры П® — прямые ПФ и 
ЗА. Эти прямые могут быть приняты за регулы сходственных прямых этих 
фигур. Фигуры ВС и П®, очевидно, или примыкают к своим инцидентам ОХ 

и ФА целиком с одной и той же стороны и являются изнутри сплошными, 
или нет. Если да, то уже налицо то, что мы желаем; если же нет, то пусть 
будут перенесены все линии фигур ВС и П®, взятые, как по регулам, по тем 
же касательным, в фигуры, прилежащие к ОХ и ФА, как это было сделано 
в предложении ХУ. В результате получим фигуры О7Х и ФГА, которые 
благодаря такому построению окажутся по одну сторону от инцидент и 
сплошными изнутри. Точно так же мы можем представить себе, что прове- 
дены другие две плоскости, параллельные указанным выше, которые рас- 
секут данные тела таким образом, что в каждом из них образуется не по 
одной только. фигуре, а по нескольку, например в теле АР фигуры В и Г, 
ав теле У& фигуры В и №, и что эти же плоскости пересекут фигуры- 
инциденты но прямым $5, У, В иА, апрямые [Г.С и 38 вточках Ки®. И в таком 
случае, если только эти плоскости также делят указанные высоты данных 
тел сходственным образом с одной и той же стороны, фигуры В и 1 будут 
попарно подобны и сходственно расположены с фигурами В и М, т.е. [ 
будет подобна М, а К подобна В; регулы сходственных прямых этих фигур 
будут параллельны прямым СХ и ЭЛ; прямые же $5, У, Ви АД будут их ин- 
цидентами, — именно $ и В инцидентами фигур В и В, а У и А инциден- 
тами Ги №. 

Если фигуры К, Г, В и М не примыкают к своим инцидентам, 
то пусть все линии каждой из них будут перенесены в фигуры, прилежащие 
к сходственным линиям фигур Е иг так, чтобы регулой была все время 
для фигур К и 1 прямая СХ, а для фигур Ви № — прямая ЭЛ. Таким обра- 
зом мы получим фигуры 5, У, Ви А, прилежащие к сходственным линиям 
фигур-инцидент Н”, 12. Если мы применим тот же метод для прочих 
фигур, которые образуются от пересечения с плоскостями, параллельными 
касательным, в указанных телах, т.е. если мы перенесем все их сходствен- 
ные прямые в фигуры, прилежащие к сходственным прямым фигур-инцидент 
Ни у2, принимая все время за регулы прямые СХ и 8^А, то эти фигуры 
окажутся лежащими целиком по одну и ту же сторону и сплошными изну- 
три, так что в конечном результате мы будем сравнивать два тела, которые 
будут равновелики указанным выше телам, именно те два тела, для кото- 
рых указанные прилежащие фигуры будут всеми плоскостями: в самом деле, 
все эти прилежащие фигуры будут равны всем сходственным фигурам ука- 
занных подобных тел, все линии которых перенесены. указанным образом 
в эти прилежащие фигуры. Пусть это будут тела НЙ и УГО. Тода АР 
будет равновелико телу НИ”, а У& телу >Г2. Но и эти тела НИ и УГО 
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будут подобны друг другу, так как образующиеся в них фигуры, парал- 
лельные указанным касательным плоскостям и делящие сходственным 
образом с одной и той же стороны высоты, взятые по отношению 
к этим касательным, подобны между собой; регулы проведенных в этих фигурах 
сходственных прямых все параллельны одной и той же линии, именно той, 
по которой, как по регуле, эти линии переносились, и, наконец, инциден- 
тами тех же подобных фигур являются сходственные прямые двух подобных 
фигур, именно фигур Ни №2, образующих равные углы с одной и той же 
стороны с примыкающими фигурами, причем их регулами служат линии пере- 
сечения парных касательных плоскостей с плоскостями этих фигур-инцидент, 
именно НГ, и 3», что и запомни. 


В. ЧАСТЬ ВТОРАЯ 


р" так как`указанных фигур, примыкающих к каждой из сходственных 
линий фигур Ни у 2, может оказаться по нескольку в одной и той же 
плоскости, как это ясно из фигур 5, У, В и А, которых в одной и той же 
плоскости по две, то для того чтобы из двух фигур стала только одна, при- 
бегнем еще и к перенесению всех линий этих прилежащих фигур по регулам НЕ и 
73. Итак, проведем через прямые Г.С и 38 две плоскости и пусть линиями пересе- 
чения этих плоскостей с парными касательными плоскостям и будут прямые 37, 
8, 10, СТ, образующие с прямыми 3%, 82, [Н и С” равные углы. Про- 
ведем с противоположной стороны две касательные к фигурам ОЙХ и ФГА, 
параллельные прямым ОХ и ФЛ; пусть это будут прямые 7Е и Г7. Продол- 
жим их вместе с другими парными касательными ОХ и ФА до пересечения 
с плоскостями ТТ и 3%, скажем в точках Е, Е, 4, 7; и проведем прямые ЕЕ 
и 47. Так как ОЕ параллельна ес а ЕЁ параллельна СТ, то угол ОЕЁ равен 
углу СТ; таким же путем докажем, что угол 647 равен углу 288. Сле- 
довательно, поскольку “от равен 28, и угол ЕЕШ равен углу 746. Но 
ОХ так относится к ФА или ОЕ так относится к Ф4 (так как Га и 38— 
инциденты подобных фигур Н® и Уу2), или ХЕ так относится к А4, как 
ЕЕ к 47; далее, ХЕ и А4 заключены между теми же концами прямых ЕР 
и 47 и периметром фигур О2Х и ФГА, касающихся их; поэтому ЕЕ и 47 
будут инцидентами подобных фигур О7Х и ФГА и парных касательных ОЕ 
и 7Е, $4 и Г7. Точно так же, если продолжить таким же образом парные 
касательные фигур $, У, Ви А, из которых две пересекутся с прямыми ГС 


10 | т 
и 38, скажем, в точках К и -— а другие две пересекутся в точках и — 


13 т 
с плоскостями’ ГТ и 3-, то, проведя прямые К- и —-, таким же путем 


докажем, что прямые Ки Е суть инциденты подобных фигур У, А или 
подобных им $ и Ви их крайних парных касательных, кончающихся в точ- 
ках - И Е Ге 

Итак, перенесем все линии как фигур Зи \У, хаки фигур В и А, 
принимая за регулы те же касательные, или же принимая за регулы все 
время прямые ОЁ и $4, предварительно соединив вместе прямые, соста- 
вляющие продолжение друг друга как в фигурах 5 и У, так и в фигурах 
ВиАтак, чтобы из них получилась одна соединенная прямая линия, составляю- 


щая продолжение этих линий внутри фигуры, примыкающей [к инциденте], Такой 


линией будет, например 9:9, равная сумме линий, прилежащих к фигурам 
Вид, или МК, равная сумме линий, прилежащих к фигурам $5, У. В этом 
случае мы получим, наконец, фигуры, прилежащие к самим инцидентам, 


1 ой 
в данном случае МК и9 Ш в которых несколько фигур $, У будут 


собраны в одну МК“ и несколько фигур В, Ав одну 971. Если то же 
будет проделано и в остальных фигурах, находящихся в телах Н7® и 1Г2 
и параллельных касательным плоскостям, то мы получим, наконец, два тела, 
именно ЕГРОЕ и 3687, равновеликие двум телам Н7® и 2Г2, или, что то же, 
лвум телам АР и У&, именно два тела: ГООР, равное АР, и 3687, равное 
У&, так как все их плоскости, взятые, как по регулам, по парным касатель- 
ным плоскостям, равны между собой по построению. Но и эти тела ГОСЕ 
и 3687 —я утверждаю — подобны друг другу. В самом деле, указанные 
выше парные касательные плоскости (являющиеся также парными касатель- 
ными плоскостями тел ГРОЕ и 3687) пересекают также две плоскости СТ 
и 3 образующие с ними равные углы с одной и той же стороны (в са- 
мом деле, первые плоскости На и У8 образуют с парными касательными 
плоскостями равные углы с одной и той же стороны, а углы ТС® и 180 
равны между собой, равно как и углы ГО и 382; следовательно, и вто- 
рые плоскости образуют с теми же касательными плоскостями равные углы 
с одной и той же стороны). Но (какэто было доказано выше) фигуры, обра- 
зованные плоскостями, параллельными парным касательным  плоскостям 
и разделяющими высоты тел ГОСЕ и 3687 сходственным образом с одной и 
той же стороны, подобны между собой, как, например, ПЕР и 647, а также 
МК" и 90 па регулы всех сходственных прямых этих фигур параллельны 
лвум некоторым прямым, именно прямым ОЕ и Ф4; инцидентами этих фигур 
служат ЕЁ и 47, а также ке и ЗЕ ‚› причем все эти инциденты лежат на пло- 
скости подобных фигур ГЕО и 378; их сходственные прямые параллельны 
прямым Г.О и В линиям пересечения плоскостей фигур-инцидент ГЕС и 
378 с парными касательными плоскостями. Далее, плоскости этих фигур 
образуют с касательными плоскостями, как сказано. выше, равные 
углы © одной и той же стороны; фигуры ТЕС и 378, повторяю, 
подобны между собой (в самом деле ЕЕ, например, так относится к 47, как 
ОЕ к $4, т. е. как Г.С к 38), и эти линии разделяют прямые 1.С, 38 сход- 
ственным образом с одной и той же стороны (то же можно доказать и для 
прочих линий), а углы ГОТ и 388, сверх того, и равны сообразно сказан- 
ному выше и тому, что доказано в предложении ХХУЙ книги [. Поэтому, 
повторяю, и сами фигуры [ЕС и 378, и сами тела ГОСЕ и 3687 также 
будут подобны друг другу. 
С. ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 

еперь представим себе, что тело 3678 разделено плоскостями на такие 

куски, что прямые линии, проведенные в этих телах параллельно линии 38, 
заключены целиком внутри этих кусков, т. е. так, что, если провести парал- 
лельно линии 38 линии, кончающиеся на поверхности кусков, то не получится, 
что часть этих линий будет лежать на этих кусках, а часть не на них. 
но эти линии будут целиком лежать на этих. кусках, или, что то же, 
ии одна из частей этих линий не пройдет не по куску. Допущение такого 
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разделения тела не может вызвать каких-либо возражений, так как все 
это тело, получившееся в результате двух перенесений линий, сплошное 
изнутри, и если бы указанное тело было рассечено на какие- либо куски 
указанными параллельными плоскостями и не получилось бы того, к чему 
мы стремимся, то мы будем снова продолжать рассекать на куски плоско- 
стями, параллельными указанным, пока, наконец, не будет уничтожен раз- 
рыв во всех линиях, которые можно провести в этих кусках параллельно 38. 
Итак, допустим, что мы достигнем этого при помощи двух плоскостей 
у“ и 647, параллельных парным касательным плоскостям, и примем, что 
тело 8678 рассечется этими плоскостями на три куска: 3647, 6 и 9 и ,, 
отличающиеся тем свойством, о котором мы сказали выше, именно, что 
какие угодно линии, проведенные в отдельных кусках параллельно прямой 
38 и кончающиеся на поверхности их, можно принимать за целые. Пусть, 
далее, в другом теле ЕОЕ@ линия Е разделена сходственным образом 
с 35 в точках Е и К и пусть через эти точки пройдут плоскости РЕЕ и 
МКА, параллельные парным касательным плоскостям; п руеть тело ГОЕС будет 
разделено этими плоскостями на три куска ГОЕЕ, ОЁ и МКЁ С. Тогда и 
эти куски будут отличаться тем же свойством, которое нам желательно, т. е. 
все линии, проведенные в этих кусках параллельно ГО и ограниченные 
их поверхностью, будут целыми. Это легко доказать на основании подобия 
тел; так, например, если в куске ЕОЕЕ можно найти какую-нибудь из про- 
веденных таким образом линий, которая разделяется поверхностью тела 
на части, то и сходственная ей линия в куске 3647 должна была бы быть 
рассеченной, что нелепо, так как из самого построения очевидно, что ни одна 
| из линий, которые можно провести параллельно 38 в теле 3678, не будет 
раевечаниой, а куски 3647 и ГОЕЕ Но оОня между собой, равно как и 
6“ подобно РУ, а 9 \ 8 подобно МКИ С, что вполне очевидно из са- 
мого реоьй я тел. 


р. ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ 


еперь возьмем из этих кусков два, отсеченных вместе со схолствен- 
ными частями прямых ГС и 38, как, например, куски ГРЕР и 3647, и поме- 


стим их отдельно. Затем от 
большей из двух прямых 
ГЕ и 34, скажем от ГЕ, 
отсечем часть, равную мень- 
шей, скажем часть ОЁ, рав- 
ную 34; затем представим 
себе, что и каждая линия, 
которая проведена как в 
фигуре ТРЕ, так и в фи- 
Е гуре ЕЕЕ параллельно Г.Е и, 
согласно сказанному выше, 


вся находится на куске тела, не будучи разделена его поверхностью на части, 
разделяется сходственным образом с одной и той стороны. Пусть, например, Т.Е 
232 разделена в точке О; пусть через эти точки деления проведены линии ОР и ОЕ. 


‘Далее, пусть тело ГОЕЕ рассечено какой угодно плоско - 
стью, параллельной ГЕЕ, и пусть эта плоскость образует 
в ней фигуру ОМУ, в фигуре ГОЕ — прямую ОУ, в фигуре же 
РЕЕ — прямую УМ и на поверхности ТРЕ — линию ОМ 1. Пред- 
ставим себе, что каждая линия В фигуре СУМ, параллельная ОУ, делится 
сходственным образом с одной и той же стороны, и ПУСТЬ ОУ разделена 
в точке Т. Представим себе, что через” эти точки деления проведена 
линия ТМ. Пусть то же произойдет и в прочих фигурах, находящихся 
в теле ГОЕЕ и параллельных ЕЁ, и найдем такие же линии, какова ТМ, 
‘причем границы их будут на линиях РТО и ОМЕ. Представим себе, что через 
‘все линии, найденные таким образом, проведена поверхность, границами кото- 
‘рой будут линии РО, ОК, ЕР, так что получим тело ОПРЕЕ, ограничейное 
фигурами . ОРЕ, ОЕЕЁ, РЕЕ и поверхностью ООЕ. Так как Линия ОЕ делит 
все линии, проведенные в фигуре ГЕЕ параллельно Е, сходственным обра- 
зом с одной и той же стороны, а ТЕ делится в точке О, то одна к одной 
относится, как все ко всем, т. е. как ТЕ относится к ЕО, так все линии 
фигуры ЕЕ будут относиться ко всем линиям фигуры ОЕЁ, взятым по 
регуле Г.Е, т. е. ЕЕ так относитсяк ЕО, как фигура ТЕЕ к фигуре ОЕЕ; таким же 
образом мы покажем, что, как ОУ к УТ, так фигура ФУМ относится к фи- 
гуре ТУМ; но ОУ относится к УТ, как ГЕ к ЕО; следовательно, фигура ГЕЕ 
так будет относиться к фигуре ОЕЕ, как ОУМ к ТУМ, и так же будет 
относиться какая угодно другая фигура в теле ГЕОЕ, параллельная ГЕК, к ее 
части, находящейся в теле ОЕРЕ. Следовательно, одна к одной, как все 
ко всем, т. е. как фигура ГЕЁ к фигуре ОЕЕ, так все плоскости тела ГЕРЕ 
хо всем плоскостям тела ОЕШБЕ, взятым, как по регуле, ло плоскости ГЕЁ, 
и так же относится и тело ГЕОЕ к телу ОЕОЕ. Но фигура ЕЁ так отно- 
сится к фигуре ОЕЁЕ, как [Е к ЕО или к 34; следовательно, тело ГЕРЕ 
будет так относиться к телу ОЕПЕ, как Е к 34, что, равным образом, запомни. 


Е. ЧАСТЬ ПЯТАЯ 


Тао» пусть внутри тела ОЕШЕ будет проведена плоскость, параллель- 
ная ОЕЕ, и пусть она образует в этом теле фигуру СМХ, которая пересечет 
фигуру ООЕ по прямой СМ, а фигуру ОРЕ по прямой МХ, поверхность же 
ОРЕ— по линии СХ. Далее, пусть она пересечет линии ОО в точке С, ОЕ 
в Ми ОЕвХ. Точно так же и в теле 3467 пусть будет проведена плоскость, 
параллельная 647 и отсекающая от 34 отрезок 3$, равный ОМ и образующий 
в теле фигуру В$Р; далее, пусть через точки С, Х будут проведены пря- 
ные ВН и СО, параллельные ТЕ и пересекающиеся с линиями ОГ и ЕЕ 
в точках В и О, а с прямыми РЕ и ЕЕ —в точках Н и 9. Далее, пусть из 
точки В будет проведена прямая ВУ, параллельная РЕ или СМ (в самом 
деле РЕи С№— линии пересечения параллельных плоско- 
стей СМХ и ОЕЕ с плоскостью ОРЕ, пересекающей их, 
откуда СМ№и РЕ параллельны друг другу; таким же образом 
ясно что и М№Х параллельна ЕЕ), и пусть У будет соединена с а. 
аи ЕЕ ИНН де 


1 Слова, набранные разрядкой добавлены во второй редакции (см. ком- 
ментарии, стр. 373—875). С. Л. 
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равна МЕ; далее, [Е так относится к ЕО, как ВН к НС, т.е. как УЕ 
к ЕМ; но С9 так относится к 9Х, как ГЕ к ЕО, так как она параллельна 
первой и пересекается е линией ОЕ в точке Х. Следовательно, СО будет 
так относиться к @Х, как УЕ к ЕМ. Но ЭХи ЕМ равны между собой, 
значит, @® и УЕ также будут равны между собой. Но они параллельны 
между собой; значит, и соединяющие их прямые УС и Е@ будут равны 
и параллельны. Теперь пусть на линии СХ будет взята какая угодно 
точка |, пусть через нее будет проведена прямая АК, параллельная ГЕ; 
пусть эта прямая пересечется с поверхностью ТОЕ в точке А, ас пло- 


| Так как МХ параллельна Е®, а ХО параллельна МЕ, то ХО будет 
| 
СОГЛАСНО ХУ  скостью РЕЕ в точке К. Так как АК параллельна ГЕ, то через АК 


„НАЧАЛ“ можно будет провести плоскость, параллельную плоскости ГЕЕ. Пусть это 
будет та же плоскость, что и прежде 1, и пусть она пересечет фигуру ГОЕ 
по прямой ФУ, плоскость ОЕЕ по прямой УМ, поверхность Г.ОЕ по линии ОМ, 
поверхность ОШЕ по линии ТМ, а фигуру СМХ по прямой 7]. Пусть ОУ 
пересечет ВУ в точке В. Соединим А с В; 7[ будет параллельна УК. Но 
и АК параллельна СФУ, следовательно, УТ будет параллелограмом и поэтому 

— СОГЛАСНО ]К будет равна ХУ. Но АК так относится к КБ как ОУ к УТ, т.е. как ВН 
ей к НС, т. е. какВУ к УД; поэтому АК будет так относиться к КТ, как ВУкУ1. 


Но Жи У равны между собой, следовательно, и АК и ВУ будут равны 
между собой. Но они и параллельны, так как обе они параллельны одной 
и той же прямой ГЕ; значит, и соединяющие их концы прямые ВА и УК будут 
равны и параллельны. Но УК параллельна Е®, а Е® параллельна уса; следова- 
тельно, ВА будет параллельна УС. Подобным же образом мы будем поступать и 
применительно к остальным прямым, проведенным через точки линии СХ парал- 
лельно прямой ГЕ до встречи с поверхностью ГОЕи плоскостью ОЕЕ. Ясно из 
сказанного выше, что никакая часть этих прямых не окажется вне поверх- 
ности ГОЕ; следовательно, все концы этих прямых будут находиться с одной сто- 
роны на линии ВАС и с другой — на линии НК®, и тем же путем, как выше 
было доказано, что АВ. параллельна СУ, мы покажем, что параллельны У@ и 
остальные прямые, соединяющие точки, в которых пересекаются с плоско- 

=: стью ВС проведенные выше линии, с точками, в которых плоскости, прове- 

денные через’ эти линии и параллельные ГЕЕ, пересекут прямую ВУ. Итак, все 

они лежат на одной и той же плоскости, именно на той, которая проходит 

через ВУ и УС, так как все указанные параллельные линии проходят через 
точки прямой линии ВУ. Следовательно, указанные точки пересечения 2 лежат 

и на поверхности ГОЕ и на плоскости ВУС; значит, они будут лежать на линии 

их пересечения. Следовательно, линия ВАС есть линия пересечения плоскости, 

проходящей через ВУ и УС, и поверхности Г.ОЕ. Итак, мы имеем тело ВО, 

на поверхности которого лежат две фигуры, параллельные друг 


другу, ВУ и НЕ; когда, далее, мы брали на поверхности этих тел две 
точки У иЕ, каковы бы они ни были, и соединяли их прямой УЕ, то все 
прочие прямые, остающиеся все время параллельными УЕ и соединяющие 


1 То-есть фигура ФУМ, в козорой шла речь в части 1\У этой теоремы.— С. Л. 
234 2 Прямых с плоскостью ВО. С. Л. 


какие угодно другие две точки той же поверхности, оказывались равными 
между собой. Итак, В® будет цилиндрикой, причем ее парные основа- 
ния — ВУ<@ и НЕ@; оно будет пересечено плоскостью, . параллельной 
тем же парным основаниям, именно той, которая образует фигуру СМХ; 
следовательно, СМХ будет равновелика ВУСЦ, что вместе с другими выводами 
также запомни. 


В. ЧАСТЬ ШЕСТАЯ 1 


Но так как 
ЕЕУЕО— ВТО НО МЕ ЕДИ 


то, реглифапдо и 4 еп4о, получим, что: 


[У : УЕ = ОМ : МЕ = 35$ : 45. 


Следовательно, ГЕ и 34 разделены сходственным образом с одной 
и той же стороны фигурами ВУС и К$Р, значит, и сами фигуры подобны 
между собой, причем сходственными сторонами их являются УС и ФР, 
сходственные прямые подобных фигур ЕЕРЕ и 374, инцидентами для которых 
служат ГЕ и 34. Откуда 


ЕЕ : 47 =1[Е : 34 = УС : $Р. 


Но отношение фигур РЕЕ и 647, поскольку они подобны, равно 
двойному отношению ЕЁ и 47; точно так же отношение фигур ВУС и К$Р 
равно двойному отношению УС и $Р. Итак, фигура РЕЕ так относится 
к фигуре 647, как фигура ВУС или СМХ, равная ей, к фигуре КР. Но тела 
1ЕРЕ и 3647 подобны друг другу, что легко доказать, а фигурами-инциден- 
тами этих тел и парных касательных плоскостей (двумя из которых, распо- 
ложенными с одной и той же стороны, являются 647 и РЕЁ) служат фигуры 
ТЕР и 347, линиями-инцидентами которых являются ГЕ и 34; поэтому 
плоскости, параллельные плоскостям РЕЕ и 647, делящие инциденты ГЕ 
и 34 сходственным образом с одной и той же стороны, делят также и высоты 
указанных тел, взятые по отношению к указанным касательным, сходственным 
образом с одной и той же стороны (я утверждаю это для тех случаев, когда 
ТЕ и 34 не оказываются перпендикулярными ОЕЕ и 647, ибо в этом случае 
инциденты являются в то же время и высотами этих тел). Но так как 


[Е : 34 —={Е : ЕО 


и так же относится высота тела ГЕДЕ к отрезку высоты, отсеченному 
плоскостью, касающейся в точке О и параллельной РЕБ, т. е. к высоте 
тела ОЕШЕ, а также и к высоте тела 3467, то и тела ОЕШЕ, 3467 
будут иметь одну и ту же высоту, взятую по отношению к основаниям 
РЕЕ и 647, а плоскости, параллельные основаниям и отсекающие от ОЕ 
и 34 равные части, отсекут и от их высот равные части. Но мы доказали, 
что фигуры, отсекающие от ОЕ и 34 равные части, пропорциональны; зна- 
чит, в телах ОЕШЕ и 3467, имеющих одну и ту же высоту, взятую по отно- 


1 Название „Часть У!“ пропущено во втором издании. С. Л. 
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шению к основаниям РЕЕ и 647, какие угодно фигуры, отсекающие от 
тех же высот равные части, всегда относятся друг к другу, как основания. 
Итак, одно относится к одному, как все ко всем, и так же относится тело 
к телу, — иными словами, основание РЕБ так относится к основанию 647, как тело 
ОЕПЕ к телу 3467.Но отношение РЕЕР к 647 есть двойное отношение ЕЁ к 47, 
т. е. сложное отношение, составленное из двух отношений ЕЕ к 47 или Г.Е 
к 34. Итак, отношение тела ОРЕЕ к телу 3467 есть сложное отношение, 
составленное из двух отношений ГЕ к 34, что также запомни. 


О. ЧАСТЬ СЕДЬМАЯ 


И[=2® если между телами ГЕШЕ и 3467 возьмем среднее тело ОЕПЕ, то 

отношение тела ГЕШЕ к телу 3467 будет равно сложному отношению, 
составленному из отношения тела ГЕОЕ к телу ОЕБЕ, т. е. из отношения 
ТЕ к 34 и из отношения тела ОЕШЕ к телу 3467, т. е. сложному отноше- 
нию, составленному из двух отношений Г.Е к 34; следовательно, отношение 
тела ГЕОЕ к телу 3467 будет сложным отношением, составленным из трех 
отношений ГЕ к 34, т. е. будет равно тройному отношению ГЕ к 34. Но так 
как Е и 34 сходственные части целых инцидент ГС и 38, изображенных на 
чертеже, приложенном к части первой этого предложения, то рассмотрение 
этих кусков приводит к выводу, что отношение куска ГЕОЕ к куску 3467 
равно тройному отношению Г.Е к 34, т. е. ЬЦ к 38. 


Н. ЧАСТЬ ВОСЬМАЯ И ПОСЛЕДНЯЯ 


В= таким же образом два других куска р“ и 6" мы покажем, что их 

отношение также равно тройному отношению двух прямых ЕС и 38; подоб- 
ным же образом и отношение остальных кусков равно тройному отношению 
двух линий Га и 38. Одно к одному, как все ко всем, т. е. кусок ГЕРЕ 
так относится к куску 3467, как все куски тела Га ко всем кускам тела 
38. Но отношение куска [ЕДЕ к куску 3467 равно, как показано выше, 
тройному отношению ЕС к 38; следовательно, отношение тела [Г.С к телу 38 
равно тройному отношению Га к 38. Тело же ГС равновелико телу 
АР, а тело 38 телу У&; следовательно, отношение тела АР к У& равно 
тройному отношенню ГО к 38. Но так как Г@ и 38 инциденты подобных 
лоских фигур Н® и 2 и их парных касательных НГ, °С, »3, 28, то ЕС 
так относится к 988, как сходственные прямые фигур Н® и У9, взятые по 
регулам НГ, и 3, например, как ОХ к ФА. Но эти последние являются 
инцидентами подобных фигур ВС и П® и парных касательных ВО, СХ, 
ПФ и 9А; поэтому, как ОХ относится к ФЛ, так же будут относиться и 
какие угодно сходственные прямые фигур ВС и П®, взятые, как по регу- 
лам, по СХ и ЭА. Отношение же тела АР к \У& равно тройному отноше- 
нию Г.С к 38; значит, оне будет равно и тройному отношению ОХ к ФА, 
а следовательно, и тройному отношению любой прямой, проведенной в 
фигуре ВС параллельно СХ, к сходственной с ней прямой в фигуре П 
параллельной ФА, или отношению какой угодно прямой, проведенной в какой 
угодно из фигур, проведенных в теле АР параллельно ВС, к сходственной 
ей прямой в теле У&. Итак, отношение подобных тел равно тройному отно- 


— 


я = 


шению сходственных линий или сторон, находящихся в их сходственных фигу- 
рах, что мы и должны были доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 1 


в _ доказано, что отношение упомянутых выше подобных 

тел равно тройному отношению произвольно взятых сходственных 
прямых их сходственных фигур, параллельных парным касательным 
плоскостям, ясно, что отношение этих подобных тел равно трой- 
ному отношению любых сходственных прямых этих тел п что 
две любые сходственные [прямые], взятые по любым парным ка- 
сательным плоскостям, как по регулам, относятся друг к другу, как 
любые другие две сходственные [прямые], взятые по другим пар- 
ным касательным плоскостям. | 


СЛЕДСТВИЕ П* 


тсюда можно, кроме того, сделать общий, вывод, что, если четыре 
прямые линии образуют непрерывную пропорцию !, то первая так 
относится к четвертой, как тело, построенное на первой, к подоб- 
ному ему телу, построенному на второй; можно вывести и обрат- 


ную теорему. Необходимо только, чтобы прямые, на которых 


строятся тела, были сходственными линиями или сторонами тех 


подобных фигур, которые названы нами сходственными фигурами 
этих тел. 


ТЕОРЕМА ХУШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУШ* 


сли четыре прямые линии образуют пропорцию, то тело, построен- 
ное на первой, так относится к подобному ему телу, построенному 
на второй, как тело, построенное на третьей, к подобному ему телу, 
построенному на четвертой. И наоборот, если даны четыре тела, 
образующие пропорцию, в которой тела, представляющие собою 
члены одного и того же отношения, подобны друг другу, то прямые, 
на которых построены эти тела, образуют пропорцию; для этого не- 
обходимо, однако, чтобы линии, на которых построены тела, были 
либо сходственными линиями, либо сходственными сторонами фигур, 
которые мы называли сходственными фигурами этих тел. 
‚Пусть даны четыре прямые АВ, СО, Е@ и НМ, образующие пропорцию, 
и пусть на прямых АВ и СО построены подобные тела АХВ и СУ, а на 
прямых ЕС и НМ — подобные тела ОЕР@ и МНОМ. таким образом, что АВ 
н СО суть сходственные прямые фигур АЕВУ и ОКСВ, а ЕС и НМ — сход- 
ственные прямые фигур ЕОР и НМО, т. е. таких фигур, которые мы на- 
звали сходственными фигурами этих тел. Я утверждаю, что эти тела образуют 
пропорцию. Пусть К — третья, а $ — четвертая пропорциональные * двух пря- 
мых АВ и СО; пусть [— третья, а Т —- четвертая пропорциональные двух 


1 См. введение, стр. 24. С. Л. 
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прямых Е@ и НМ. Тогда 


тело АХВ : телу СУр =АВ:$ =ЕР(Ц:Т 
(так как 
АВ:СР=Ра: НМ), 
а следовательно, 


тело АХВ:телу СУР = тело РОСР:телу НММО, 


что и предложено было доказать. 
Теперь пусть дано, что тело АХВ относится к подобному ему телу 
СУЬ, как тело ЕОСР к подобному ему телу НММО, и пусть прямые АВ 
и СО, на которых они построены, будут 
сходственными линиями или сторонами 
и сходственных фигур АЕВУ и СКОВ, а ЕС 
СК В. 5 НМ, на которых построены два последних 
В р тела, сходственными линиями или сторонами 
м сходственных фигур ЕОР и НМО. Я утвер- 
ждаю, что эти прямые образуют пропорцию. 
Е. С ноу“ Е: Пусть и в этом случае К — третья, а $ — че- 
твертая пропорциональные двух прямых АВ и 
р @ СО; 1-— третья, а Т — четвертая пропорцио- 
нальные двух поямых ЕС и НМ. Тогда, так как тела АХВ и СУО подобны 


друг другу, то 
АХВ: СУР = АВ: 5$ 


и 
РОСР: НММО = ЕС : Г. 


Но четыре тела образуют пропорцию; следовательно, 


ДРАГ: 
Значит 
АВ:СР—= ЕО: НМ, 


что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ * 


сли в параллелограме проведена диагональ! то параллелограм 
в два раза больше, чем каждый из треугольников, образованных 
диагональю. 

Пусть дан какой угодно параллелограм АО и пусть в нем проведена 
диагональ ЕС, которая делит параллелограм на треугольники ЕАС и СПЕ. 
Я утверждаю, что параллелограм АШ в два ‘раза больше каждого из тре- 
угольников ЕАС и СОЕ. Отложим на ЕО и СА от точек Е и С равные 
отрезки ЕЕ и СВ и через точки В и Е проведем прямые ЕН и ВМ, парал- 
лельные основанию СОШО и пересекающие диагональ ЕС в точках Ни М. 
В треугольниках РНЕ и СВМ угол НЕЕ равен накрест лежащему углу 
ВСМ; НЕЕ равен ЕШС, который, в свою очередь, равен противолежащему 
углу РАС, а этот последний углу МВС, как соответственные. Поэтому угол 


1 Кавальери вместо „диагональ“ говорит всегда: „диаметр“. С. Л. 


РЕН равен углу МВС. Итак, в треугольниках ЕЕН и МВС два угла одного равны 

двум углам другого, а стороны, прилежащие к этим углам, также равны, именно 

РЕ равна ВС; значит, и остальные стороны равны между собой, На п 
т. е. НЕ равна ВМ. Тем же способом мы докажем и для 

всех прочих линий, параллельных СО, — именно для тех, 
которые отсекают от сторон ЕБ и СА равные отрезки, 
считая от точек Е и С, — что они равны друг другу, как 
равны и крайние из этих линий АЕ и СО. Итак, все линии 
треугольника САР будут равны всем. линиям треугольника 
ГОС, взятым в обоих случаях по регуле СО. Значит, тре- 
угольник АСЕ будет равен треугольнику ЕОС, а следовательно, два треуголь- Я 
ника АСЕ и ЕСО, т. е. параллелограм АО, будет в два раза больше каждого 

из треугольников АСЕ и ЕСО, что и требовалось доказать, 


СЛЕДСТВИЕ | 


тсюда ясно, что все то, что в предложениях У, М, МП, УШ 

этой книги было доказано для параллелограмов, можно считать 
верным и для треугольников, если только треугольники будут удо- 
влетворять поставленным в этих предложениях условиям, так как 
на любом данном треугольнике, взяв две его стороны, можно по- 
строить параллелограм, имеющий тот же угол, причем треугольник 
будет его половиной. Поэтому треугольники, имеющие одну и ту же 
высоту, относятся друг к другу, как основания; треугольники же, 
имеющие одно и то же основание, относятся, как высоты. или как 
стороны, образующие равные углы с основаниями. Далее, отношение 
между двумя треугольниками равно сложному отношению, соста- 
вленному из отношения оснований и из отношения высот или. из от- 
ношения оснований и из отношения боковых сторон, образующих 
равные углы с основаниями, если треугольники равноугольны. Далее, 
треугольники, у которых основания обратно пропорциональны высотам 
или сторонам, образующим с основаниями равные углы, равны между 
с0б0й; и, наоборот, если треугольники равновелики, то их отно- 
щения обратно пропорциональны высотам или сторонам, образующим 
равные углы с основаниями. И, наконец, окажется, что отношение 
подобных треугольников равно двойному отношению сходственных 
сторон. Все это — следствия из настоящего предложения. 


СЛЕДСТВИЕ П* 


КЕ того, отсюда можно вывести еще следующее: если мы возьмем 

СР равным ОЕ, то всякая прямая, проведенная в треугольнике 
РСР параллельно СО, будет равна отрезку, отсекаемому ею от 
ЕР в направлении к точке Е, т. е. абсциссе ЕЁ; если, далее, продол- 
жить ЕН по направлению к АС, с которой она пересечется в точке 
№ то НМ будет равна остатку абсциссы ЕЁ, т. е. ЕР, а вся МЕ 
будет равняться ЕО, одной из максим абсцисс прямой ЕР; таким 939 
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образом мы придем к выводу, что все линии треугольника ЕСр, 
взятые по регуле СР, в случае, когда сторона ЕО равна стороне 
РС, равны всем абсциссам линии ЕР и что все линии треугольё- 
ника АРС равны остаткам всех абсцисс ЕР, п что все линии 
параллелограма АБ равны максимам абсцисс ЕР, которые назы- 
ваются абсциссами ее наклонного прохождения, если угол СПЕ не 
прямой, и перпендикулярного прохождения, если угол прямой. Гак 
как мы доказали, что параллелограм Ар в два раза больше тре- 
Угольника ЕСО или АСЕ и что, следовательно, и все линий АП. 
взятые по регуле СО, в два раза больше всех линий треугольника 
ЕСО или АСЕ, то мы можем считать также доказанным, что 
максимы абсцисс! любой данной прямой линии, как, например, ЕО, 
в дза раза больше всех абсцисс данной прямой или остатков всех 
абсцисс данной прямой. Отсюда ясно также, что все абсциссы равны - 
остаткам всех абсцисс одной и той же линии, причем они могут 
быть и перпендикулярного и наклонного прохождения этой линии. 
На сказанное необходимо обратить особое внима- 

нце, так как оно важно для понимания дальнейшего. 


| ЛЕММА * 


[ Пусть величина А так относится к каждой из величин 
ДИ Е и О, как величина У к каждой из величин Р и о, т. е. 


А: Е=\У:Р, А:О=И:5. 


Я утверждаю, что А так относится к Ви О вместе, 

] как Ук Ри 5 вместе взятым. Сопуецеп4о, получим, что пер- 

ПИ 6 вая величина Е так относится ко второй А, как третья Р к 

четвертой \У; точно так же, сопуецепао, получим, что пятая 

величина О относится ко второй А, как шестая $ к четвертой \; следова- 

тельно, сумма первой Е с пятой О так относится ко второй А, как сумма 

третьей Р и шестой $5 к четвертой У. СопуеЦеп4о, получаем, что А так 

относится к Ви О вместе, как У к Ри вместе взятым. Этот способ 
рассуждения я называю соШгеп4о — суммированием. 


ТЕОРЕМА ХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ 


В зяв чертеж предыдущего предложения, удалим с него прямую ВМ, 
но оставим МЁ, как одну из прямых, проведенных параллельно 
СО. Продолжим СР до произвольной точки 
ОМ и проведем недостающие прямые, чтобы 
получился параллелограм ОР. Я утверждаю, 
что параллелограм АМ так относится к трапе- 
ции ЕСМО, как СМ относится к МО, взя- 
тому вместе с 5 СО. 
Фигура АМ будет параллелограмом, откуда 
МА-ДРЕОМ. СР. 


73 


0 М 


\ Всех абсцисс, см, выше определение УГ, стр. 198. С. Л, 


Но 

АД: треуг. . ЕСО == @р:- СО 1. 
Следовательно, 
АМ: треуг. ЕС = МС: + СР. 
В то же время ее 
АМ: ЕМ =СМ: МБ, 
откуда, соШФеп@о, получим, что АМ так относится к ЕМ с треугольником 
ЕСО, т. е. к трапеции ОЕСМ, как СМ относится к МО с ВС; что и тре- 
бовалось доказать. Е 

СЛЕДСТВИЕ * 


чевидно, что если СР равна ОЕ, то все линии параллелограма АР, 

взятые по регуле СБ, равны максимам абсцисс ЕР, а все линии тре- 
угольника ЕСО, взятые по той же регуле, равны всем абсциссам ЕР. 
Если теперь мы представим себе, что к каждой из тех линий, ко- 
торые называются максимами абсцисс, или. соответственно, к каж- 
дой из тех линий, которые называются абсциссами, прибавлено по 
прямой ОМ, то эпиь линии будут называться „максимами абсцисс 
с присоединением ОМ“ или „абсциссами с присоединением ПОМ“. 
Из этих линий первые тождественны с линиями параллелограма 
АМ, а вторые с линиями трапеции ЕСМО. В самом деле, если про- 
должить МЕ 00 пересечения с ОМ в точке Х, то ЕХ будет приба- 
вляться в первом случае к МЕ, к Одной из максим абсцисс ЕР, а во вто- 
ром случае к НЕ, к одной из всех абсцисс, сама же присоединяемая линия 
ЕХ равна ОМ. Следовательно, все линии [фигуры] АБ с присоеди- 
нением [к каждой линии] ОМ являются всеми линиями параллело- 
грама АМ; они равны [в совокупности] максимам? абсцисс прямой 
ЕО с присоединением ОМ. Все же линии треугольника ЕСО с присоеди- 
нением М являются всеми линиями трапеции ЕСМО ц равны всем 
абсциссам прямой РР с присоединением ОМ. Но так как фигура АМ 
относится к трапеции ЕСМО, как СМ к МО сз ОС, то и все линий 
фигуры АМ относятся ко всем линиям трапеции ЕСМО ( регулой 
считай в обоих случаях прямую СМ), иными словами, максимы.абсцисс 
прямой ЕО с присоединением ОМ относятся ко всем абсциссам пря- 
лой ЕР с присоединением ОМ, как СМ, т. е. как сумма данной 
прямой СР (или данной прямой ЕР, равной ей) с присоединяемой 
прямой ОМ, к сумме присоединяемой прямой МО и половины данной 
прямой СР или ОЕ. 


ТЕОРЕМА ХХ!. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ! 


«сли в чертеже, приложенном к предыдущему предложению, пря- 
мую СО продолжить за С на любое расстояние, например до точки 
К, и провести недостающие линии, чтобы получился параллелограм 


1 Обозначения нынешние; Кавальери пишет всюду: „как АВк СО, так ЕЕк СН* 
= 1 к 
н т.п. Но дробь „>“ употреблена уже Кавальери С. Л. 


2 Т.е. всем максимам, как оговорено в определении УТ. С. Л. 


16 Казальерн, 
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СС, то мы можем доказать, что трапеция ЕСКЮС так относится 
к трапеции ЕСМО, как сумма ЮС с - СО к сумме МО с ь СО. 


В самом деле, трапеция СКСОЕ так относится к фигуре @О, как 


сумма КС с . СО к КО; кроме того, 


[фигура] СО: [фигуре] АМ — Юр: СМ. 


Наконец, фигура АМ так относится к трапеции ЕСМО, как СМ отно- 
сится к МР с СР: ех аедиаН, трапеция ЕСКС так относится к трапеции 
1 
ЕСМО, как КС с % СО к МО с = ОС, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ * 


тсюда ясно, что все линии трапеции ЕОЮС, взятые по регуле 
ЮМ, относятся ко всем линиям трапеции ЕСМО, взятым по той 

же регуле, как ЮС с - СБк МБс + ОС. Но только что мы доказали, 
что при СО, равном ПОР, все линий трапеции РСМО, взятые по регуле 
СМ, равны всем абсциссам прямой ЕО с присоединением ОМ; точно 
так же и теперь мы докажем, что все линии трапеции ЕОКС, 
взятые по регуле ЮО, равны остаткам абсцисс прямой АС, или, 
что то же, прямой ЕЙ с присоединением ЮС. Отсюда станет ясно, 
что остатки абсцисс данной прямой, например, ЕП, с присоединением 
ЮС, так относятся ко всем абсциссам той же прямой с присо- 
единением некоторой другой прямой, как, например, ОМ, как 
сумма первой `присоединяемой прямой и половины данной СО 
(или, ито то же, ЕО, равной ей) к сумме второй присоединяемой 
прямой и половины данной прямой, т. е. как КС с 5 СО (пли как ЮС с 


т ОЕ) к МОБ с + СО (или к МБ сз ОЕ). 


ТЕОРЕМА ХХИ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ* 


[усть даны два какие угодно параллелограма и в них проведены 

диагонали; пусть две какие угодно стороны взяты за регулы, в кз- 
ждом из них по одной. Тогда все квадраты одного из параллелогра- 
мов будут так относиться ко всем квадратам любого из треугольни- 
ков, образуемых в параллелограме диагональю, как все квадраты 
второго параллелограма ко всем квадратам любого из треугольни- 
ков, также образуемых в этом параллелограме диагональю. 

Пусть даны какие угодно параллелограмы АЗ и Т8; пусть в них 
проведены диагонали ЕО и 7&, причем за регулы взяты Еб и 28. Я утвер- 
ждаю, что все квадраты [фигуры] АЗ относятся ко всем квадратам тре- 
угольника ОЕ$, как все квадраты [фигуры] ТВ ко всем квадратам треугольника 
&73. Если все квадраты [фигуры] ТВ не булут так относиться ко всем ква- 
дратам треугольника &73, как все квадраты [фигуры] АЗ ко всем ква- 
дратам треугольника ОЕ$, то они будут, очевидно, относиться, как все 
квадраты [фигуры] АЗ к величине большей или меньшей, чем все ква- 
драты треугольника ОЕЗ. Пусть этот излишек или недостаток равен всем 
квадратам плоской фигуры @®. Теперь разделим сторону О$ пополам в точке 


0; ОО и 0$ пополам. в точках Ри ЮВ. Эту процедуру будем продол- 
жать, проводя каждый раз через точки делений параллельные Еб пря- 
мые ОК, СО, ВР, пока мы не придем к параллелограму Г5$, все квадраты 
которого, взятые по регуле Е$, 
меньше, чем все квадраты фи- 0, 
гуры 9. Далее, через точки, . 
в которых эти параллельные 
пересекают прямую ОЕ, про- В 
ведем до пересечения с сосед- 

ними параллельными прямыми (7 
прямые, параллельные сторонам 

АЕ и 0$, именно ЕМ, СК 

и ЕМ. Итак, вокруг треуголь- р 
ника ОЕЗ будет описана * не- 

которая фигура, представляю- 

щая собой сумму параллело- Ё М $52 
грамов ГР, СО, ЕК и 10$: вписана * же в него будет некоторая другая 
фигура, представляющая собой сумму параллелограмов 909, 1Ю, Н$. При 
этом все квадраты описанной фигуры, взятые по регуле Е$, будут пре- 
восходить все квадраты вписанной фигуры, взятые по той же регуле, на 
меньшую величину, чем та, которой равны все квадраты фигуры 9. В самом 
деле, в параллелограме 2$ прямая НМ разделяет все квадраты * параллело- 
грама 0$ на все квадраты параллелограма ОМ, на все квадраты параллело- 
грама НЗ и на двойное количество всех прямоугольников, [построенных] на 
ОМ и МЮ, подобно тому как точка Н, взятая на прямой ОК, делит квадрат * 
прямой ОК на квадрат прямой ОН, квадрат прямой НК и два прямоуголь- 
ника, построенные на сторонах ОН и НЮ, что доказывается в следующем пред- 
ложении ХХШ, не основанном на доказываемом нами предложении. Поэтому 
все квадраты [фигуры] 2$ превышают все квадраты [фигуры] НЗ на все 
квадраты [фигуры] ОМ и на двойное количество всех прямоугольников, [по- 
строенных| на ОМ и МЮ. Таким же путем мы докажем, что все квадраты 
[фигуры] ЕК превышают все квадраты [фигуры] {В на. все квадраты [фигуры] 
РК и на двойное количество всех прямоугольников, [построенных] на ЕК 
и КО; таким же путем докажем и что все квадраты [фигуры] СО превышают 
все квадраты [фигуры] 9© на все квадраты [Фигуры] СМ и на двойное ко- 
личество всех прямоугольников [построенных] на СМ и МР; наконец, излиш- 
ком описанной фигуры против вписанной будут еще все квадраты фигуры 
ГР. Если теперь соберем воедино. все эти излишки, то получим все квадраты 
05. В самом деле, если все квадраты [фигуры] 1Р, или, что то же, [фигуры] 
99, прибавить ко всем квадратам фигуры СМ, да еще прибавить сюда двой- 
ное количество прямоугольников, [построенных] на СМ и МР, то получатся 
все квадраты [фигуры] СО. Если, далее, прибавить сюда все квадраты [фигуры] 
ЕК, да еще двойное количество прямоугольников, [построенных] на ЕКи КО, 
то получатся все квадраты фигуры ЕК. Наконец, если прибавить сюда все 
квадраты [фигуры] ОМ, да еще двойное количество прямоугольников, [по- 
строенных] на ОМ и МК, то получим все квадраты [фигуры] 0$. Но так 
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как эти последние меньше всех квадратов фигуры ©, то все квадраты. опи- 
санной фигуры превышают все квадраты вписанной на меньшее количество, чем 
то, которому равны все квадраты фигуры О. А следовательно, они превышают 
все квадраты треугольника ОЕЗ на еще меньшую величину. Но так как все 
квадраты [фигуры] АЗ относятся ко всем квадратам треугольника ОЕЗ с при- 
бавлением всех квадратов фигуры ©, как все квадраты фигуры ТВ ко всем 
квадратам треугольника &73, то отношение всех квадратов фигуры АЗ 
ко всем квадратам фигуры, описанной вокруг треугольника ОЕ$, больше от- 
‘ношения всех квадратов фигуры Т8 ко всем квадратам треугольника &7В. 
Теперь разделим прямую &В в точках В, 4, Х таким же образом, как 
мы делили ОЗ в точках Р, ©, К; через точки В А и \ проведем парал- 
лельные прямой 23 прямые ВУ, АХ и УХУ, пересекающие прямую &2 в точках 
Г, Зи 6. Через эти точки проведем прямые ФГ, АЗ и 46, параллельные 
&3 и Т7 до пересечения с соседними параллельными так, чтобы вокруг тре- 
угольника &7В оказалась описанной фигура, представляющая собой сумму 
параллелограмов ФВ, АА, ; и УВ. Но 


\ 


05:5 = &3: 8% 


3 


ив то же время О$ относится к СВ, как все квадраты фигуры АЗ ко всем 
квадратам фигуры 05, и’точно так же &8 относится к ВУ, как все квадраты 
фигуры ТВ ко всем квадратам [фигуры] УЗ; поэтому все квадраты [фигуры] 
АЗ так относятся ко всем квадратам [фигуры] 02$, как все квадраты [фи- 
гуры] ТЗ ко всем квалратам [фигуры] УВ. Но все квадраты [фигуры] УВ отно- 
сятся ко всем квадратам [фигуры] 68, или, что то же, ко всем квадратам 
[фигуры] 4%, как квадрат 73 относится к квадрату 7В, или, что то же, 
к квадрату 6%, а значит, и как квадрат 3% к квадрату &%, а следовательно, 
и как квадрат ЗО к квадрату ОК, т.е. как квадрат Е$ к квадрату НК, т. е. 
как все квадраты [фигуры] Ф5$ ко всем квалратам [фигуры] ЕК. Ех 
аедиаМ, все квадраты [фигуры] АЗ так относятся ко всем квадратам [фигуры] 
ЕВ, как все квадраты [фигуры] ТЗ ко всем квадратам [фигуры] 4%. Таким же 
путем мы докажем, что все квадраты [фигуры] АЗ так относятся ко всем 
квадратам [фигуры] @©@, как все квадраты [фигуры] ТВ ко всем квадратам 
[фигуры] АА, и, наконец, что все квадраты [фигуры] АЗ так относятся ко 
всем квадратам [фигуры] ГР, как все квадраты [фигуры] ТВ ко всем ква- 
дратам [фигуры] ФВ. Откуда, со!!оепйо, получаем, что все квадраты [фигуры] 
АЗ так относятся ко всем квадратам параллелограмов 2$, ЕК, СО и ГР, 
т.е ко всем квадратам описанной фигуры, как все квадраты [фигуры] ТВ 
относятся ко всем квадратам параллелограмов ФВ, АД, 4%, УВ, т. е. ко всем 
квадратам фигуры, описанной вокруг треугольника &73. Но мы доказали, 
что отношение всех квадратов [фигуры] АЗ ко всем квадратам фигуры, опи- 
санной около треугольника ОЕ$, больше отношения всех квадратов [фигуры] 
ТЗ ко всем квадратам. треугольника &73. Итак, отношение всех квадратов 
[фигуры] ТВ ко всем квадратам фигуры, описанной вокруг треугольника 
&73, больше отношения их ко всем квадратам треугольника &8; откула 
следует, что все квадраты фигуры, описанной вокруг. треугольника &75, 
меньше, чем все квадраты треугольника &7.3, что нелепо. А следовательно, 


все квадраты [фигуры] АЗ не могут так относиться к величине, большей, 
чем все квадраты треугольника ОЕ$, как все квалраты [фигуры] ТЗ ко всем 
квадратам треугольника &26В. : 

Я утверждаю также, что это отношение не может равняться и отно- 
шению к величине, меньшей, чем все квадраты треугольника &73. Пусть 
и в этом случае недостаток равен всем квадратам фигуры ® и пусть фигура, 
представляющая собою сумму параллелограмов ГР, СО, ЕВ и 0$, описана 
вокруг треугольника ОЕ$, а другая фигура, представляющая собой сумму 
параллелограмов 9©, Ш и Н$, пусть вписана в этот треугольник так, чтобы 
все квадраты описанной фигуры превосходили все квадраты вписанной на 
меньшую величину, чем та, которой равняются все квадраты фигуры 9. 
Тогда все квадраты треугольника ОЕЗ будут превосходить все квадраты 
вписанной фигуры на много меньшую величину, чем все квадраты фигуры ©- 
Но все квадраты [фигуры] АЗ так относятся ко всем квадратам треугольника 
ОЕЗ, от которых отняты все квадраты фигуры ©, как все квадраты [фигуры] 
ТВ относятся ко всем квадратам треугольника &73. Итак, отношение всех 
квадратов [фигуры] А$ ко всем квадратам вписанной фигуры меньше отно- 
шения всех квадратов [фигуры] ТВ ко всем квадратам треугольника &75. 
Теперь разделим сторону &8 в точках В, А, \ таким же образом, как сторону 
О$ в точках Р, О, К, и будем и дальше поступать, как в предыдущем случае, 
так чтобы получилась вписанная фигура, представляющая собой сумму парал- 
лелограмов. Тем же способом, что и выше, мы докажем, что все квадраты 
[фигуры] АЗ так относятся ко всем квадратам фигуры, вписанной в тре- 
угольник ОЁЕЗ, как все квадраты [фигуры] ТВ относятся ко всем квадратам 
фигуры, вписанной в треугольник &78. Но отношение всех квадратов [фигуры] 
А$ ко всем квадратам фигуры, вписанной в треугольник ОЕЗ, меньше, чем 
отношение всех квадратов [фигуры] ТВ ко всем квадратам треугольника &23. 
Итак, отношение всех квадратов [фигуры] ТВ ко всем квадратам фигуры, 
вписанной в треугольник &7,3, меньше, чем отношение всех квадратов [фигуры] 
ТВ ко всем квадратам треугольника &78. Следовательно, все квадраты фигуры, 
вписанной в треугольник &08, будут болыше всех квадратов треугольника 
&72, что нелепо, значит, все квадраты [фигуры] А$ не могут относиться 
к величине меньшей, чем все квадраты треугольника ОЕ$, как все квадраты 
[фигуры] ТЗ ко всем квадратам треугольника &73. Но они не могут так отно- 
ситься и к величине, большей, чем все квадраты треугольника ОЕ$. Следо- 
вательно, они будут относиться, как все квадраты [фигуры] ТЗ ко всем 
квадратам треугольника &73. Если теперь сравнить все квадраты АЗ 
и ТЗ со всеми квадратами треугольника АЕО и Т7&, то доказательство 
можно вести тем же способом. Итак, доказано то, что требовалось. 


А. ЧАСТЬ ПЕРВАЯ СЛЕДСТВИЯ 


тсюда ясно, что все то, что было доказано для всех квадратов 
параллелограмов, отвечающих тем или пным условиям, в предло- 
жениях ПХ, Х, ХЬ ХИ, ХШ и ЖУ этой книги, будет верно и для 
всех квадратов треугольников, поскольку они являются их пропор- 
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циональными частями, причем за регулу берется одна из сторон, 
лишь бы только эти треугольники в отношении их высот и оснований 
или же фигур, построенных на основаниях, или сторон, одинаково 
наклоненных к основаниям, отвечали тем же условиям, которые 
были указаны в перечисленных предложениях. 


В. ЧАСТЬ ВТОРАЯ 


С у треугольников, имеющих одну и ту же высоту, 

все квадраты или все подобные фигуры (как в том случае, когда фи- 
гуры, принадлежащие различным треугольникам, подобны друг другу, 
так и в том случае, ‘когда они не подобны) будут относиться друг 
к другу, как фигуры, построенные на основаниях. 


С. ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 


очно так же, если треугольники имеют одно и то же или рав- 

ные основания, то совокупности всех подобных фигур (если все 
фигуры одного треугольника подобны всем фигурам другого треуголь- 
ника) будут относиться, как высоты или как стороны, образующие 
равные углы с основаниями. 


р. ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ 


р" образом у треугольников отношение всех квадратов или всех 

подобных фигур ив том случае, когда фигуры одного треугольника 
не подобны всем фигурам другого, будет равно сложному отношению, 
составленному из отношения фигур, построенных на основаниях 
этих треугольников, и из отношения высот или сторон, равно на- 
клоненных к основаниям. 


Е. ЧАСТЬ ПЯТАЯ 


# 

очно так же и в случае треугольников, если у фигур, построен- 

ных на основаниях, высоты или стороны, образующие равные углы 
с основаниями, обратно пропорциональны основаниям, то [совокун- 
носпи всех фигур, подобных фигурам, построенным на основаниях, 
равновелики между собой. И, наоборот, если [совокупностШ всех 
фигур, подобных фигурам, построенным на основаниях, равны между 
собой, то у фигур, построенных на основаниях, высоты или стороны, 
образующие равные углы с основаниями, обратно пропорциональны 
основаниям. 


Е. ЧАСТЬ ШЕСТАЯ 


наконец, отношение всех квадратов подобных треугольников бу- 
дет. равно тройному отношению сходственных сторон, или отно- 
шению кубов этих сторон. При этом в предшествующих частях 
за регулы брались две стороны этих треугольников, которые я на- 


зываю основаниями; здесь же речь идет о сходственных сторонах Ш Этой 
этих треугольников [вообще]. Я присоединяю сюда еще следующее 
предложение, важное как само по себе, так и для последующего. 


ТЕОРЕМА ХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ * 


Ге дана какая угодно фигура и в ней проведена произвольная 

прямая, принимаемая за регулу и разделенная в одной или не- 
скольких точках, как указано в книге П „Начал“, пусть через точки 
деления проведены линии — прямые или кривые, — разделяющие фи- 
гуру; пусть они пересекут некоторую другую прямую, параллельную 
первой, только в одной точке, если регула разделена только в одной 
точке, или в стольких точках, в скольких точках разделена регула 
(исключая крайние точки, в которых отрезки линий иногда выро- 
ждаются в точки). Тогда все то, что в книге И „Начал“ доказывается 
для случая такого деления либо для квадратов, либо для прямоуголь- 
ников, построенных на частях этой линии, будет верно и для всех и 
квадратов этой фигуры или ее частей или для прямоугольников, по- этой книги 
строенных на них. | 

Пусть дана любая фигура АВСР и в ней проведена какая угодно 

прямая ВО; пусть она взята за регулу и разделена в одной или нескольких 
точках, как это требуется предложениями книги „Начал“. Пусть через 
точки деления проведены линии, прямые или кривые, АЕС и АР пересекающие 
столько же раз другую прямую, параллельную ВР и находящуюся внутри 
фигуры ВАРС, сколько раз пересекается по заданию ВО, 


исключая, однако, крайние точки, как, например, прямой СТ, 7 

на которой те ее части, которые должны были бы быть от- № 

делены линиями АЕС и АЁР|, выродились в точки * СИТ Н 0 
соответствующие частям ВЕ и ЕО. Я утверждаю, что все то, В р 


что доказывается для прямой ВО относительно квадратов 

или прямоугольников, построенных на ней или на ее частях, 

остается верным и для всех квадратов как фигуры ВАОС С 1 

в целом, так и ее частей, образуемых указанными линиями, 

а равно и для всех прямоугольников, построенных на ее частях. Так, напри- 

мер, в предложении Ш книги П „Начал“ доказывается, что прямоугольник, 
построенный на сторонах ВО и ОЕ, равен прямоугольнику, построенному 

на сторонах ВЕ и РО с квадратом ЕО; я же утверждаю, что, поскольку ОПР АЛИ. р 
это верно, постольку верно и то, что все прямоугольники, построенные ЭТОЙ книги 
на фигурах АВСО и АГ, равны сумме всех прямоугольников, построенных 

на фигурах АВЕ, АГМЕ со всеми квадратами фигуры АОГЕ. В самом деле, 

если мы проведем какую-нибудь лругую прямую, параллельную регуле ВП, 

как, например, НО, пересекающую линию АС в точке М, а линию АГ в точке М, 

то мы убедимся, что прямоугольник, построенный на сторонах НО и ОМ, 

равен сумме прямоугольника, построенного на сторонах НМ и МО, и ква- 

драта МО. То же самое мы докажем и для прочих прямых, параллельных 947 
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регуле ВО, проведенных в фигуре АВСО. Следовательно, верно и то, что 
эти прямоугольники, построенные на фигурах АВШ и АБТ, равны сумме 
прямоугольников, построенных на фигурах АВТ и АГ], со всеми квадратами 
[фигуры] АБТ, что соответствует предложению Ш книги П „Начал“. 

Равным образом, если мы предположим, что прямая ВЕ делится в точке Е* 
пополам и что к этой половине прибавляется отрезок ЕО, то мы примем, 
что линия АС делит пополам и каждую из указанных всех линий фигуры АВЬ 
взятых по регуле ВО, причем к каждому из этих отрезков будет прибавляться 
отрезок, лежащий на продолжении каждой из этих линий внутри фигуры АП. 
Но в предложении У] доказано, что сумма прямоугольника, построенного 
на сторонах ВО и ПОР, с квадратом РЕ, равна квадрату ЕО; сообразно этому 
мы тем же способом, как это было сделано выше, докажем, что сумма всех 
прямсугольников, построенных на фигурах АВОГ и АБТ, со всеми квадратами 
фигуры АС равна всем квадратам фигуры АСО, что соответствует пред- 
ложению У той же книги. Таким же образом докажем и остальные прелд- 
ложения, соответствующие евклидовым. ‘Так, на основании предложения 
| книги П „Начал“ докажем, что: - 


А. ЧАСТЬ ПЕРВАЯ СЛЕДСТВИЯ * 


И. построенные на целой фигуре АВ) и на фигуре 
АСр, разделенной линией А/, равны прямоугольникам, построенным 
на целой фигуре АВГ и на частях разделенной, именно, на АС в АП). 


В. ЧАСТЬ ВТОРАЯ + 


в” предложения П Евклида получим, что все квадраты фи- 
гуры АВ/Ш равны прямоугольникам, построенным на АВШ и ее 
отдельных частях АВГ и АГ. 


С. ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 


Вему предложения Ш получается то, что уже доказано в самом 
предложении. 


р. ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ * 


| предложения [У получается, что все квадраты фигуры АВГ), 

разделенные только лишь прямой АЕЁ, равны сумме всех квадга- 
тов фигур АВГи АШ со взятыми дважды прямоугольниками, по- 
строенными на фигурах АВГ, АО. 


Е. ЧАСТЬ ПЯТАЯ 


Ве“му предложения У, если мы предположим, что линия А[ делит 

все линии фигуры АВГ), взятые по регуле ВО, на две равные части, 
а линия АС на неравные, то придем к выводу, что сумма прямо- 
угольников, построенных на неравных частях, на фигурах АВС 
и АСО, со всеми квадратами фигуры АСТ, равна всем квадратами 
фигуры АВ/. 


АУ и КА образуют с плоскостями НУ и &А равные углы с одной и той же 
стороны. Пусть АС: СР=КУ: УХ; проведя АР, РЕ, КХ, ХТ и проделав 
все. прочие построения, как в тексте, мы так же, как там, прежде всего 
докажем, что треугольники АРЁЕ и КАТ, а также АРС, КРУ, ЕРО, ТЕТ и 
АСЕ, КУТ подобны между собой и что угол РОЕ равен углу ХУТГ. Ис- 
ходя из’ этого, получим, что РО; СА = ХУ: УК; АС: СЕ=—КУ : УТ; ех 
аедиай Ра: СЕ==ХУ: УТ; эти стороны примыкают к равным углам РОЕ 
и ХУГ; следовательно, треугольники РОЁЕ и ХУТ подобны и, следовательно 
(предл. 6 кн. УГ „Начал“), РЁ: ЕС —= ХТ: ТУ. Но ОЕ: ЕА= УТ ;: ТК, 
следовательно, РЕ : ЕА = ХТ: ГН, а эти стороны примыкают к прямым 
углам РЕА и ХТК; следовательно, треугольники РЕА и ХГК подобны 
между собой и, следовательно, АР: РЕ=КХ : ХТ (предл. 6 кн. УГ „На- 
чал“). Но и РЕ: РС = АТ: ХИ; следовательно, АР: РО =КХ : МУ и 
РО: СА=ХУ: УК, а, значит, и треугольники АРО@ и КХУ подобны 
(предл. 5 кн. УГ „Начал“). Но угол АСР прямой, так как АСУ прямой 
по условию; следовательно, КУХ и КГА также прямые, откуда углы АСУ 
и КУА равны между собой. Но так как РА? — ЕО%-- СА* (предл. 47 
кн. Г „Начал“) = РО%-- СЕЗ-- ЕА?, а РА? —= РЕ? -|- ЕА?, то РЕ?-|- ЕА? —= 
— Ро*-- СЕ? -|- ЕА?; вычтя из обеих частей общее слагаемое ЕА?, получим, 
что РЕ? = РОа?-Г СЕ?, а значит, угол РОЕ прямой и, следовательно, и 
ХУТ прямой (предл. 48 кн. Г „Начал“), откуда следует, что АСЕ и КУГ 
суть углы между вторыми плоскостями АУ, КА и лежащими под сними 
плоскостями НУ и &А опр. 6 кн. ХГ „Начал“) и равны между собой, что 
удовлетворяет условию в предположенном здесь случае“. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУП. „Опр. [ кн. УГ «НАчАл»“: „Все те прямоли- 
нейные фигуры, которые имеют равные углы и стороны которых, прилежа- 
щие к равным углам, пропорциональны, называются подобными“. 

„...ВХ АВОЧАЫ ЕТ РЕВМОТАМОО, получим: СЁ к ЭР, как ЕР к РО“, — 
именно: ы 

ОЧ Бу НЫ. 
Е РР ВО 
Ех аедиаЙ, т. е. перемножая пропорции 
СЕРЕЕ—ЭР- РО: 
регииИаийо (переставляя средние члены); 
СЕ: 5Р= ЕР ; Р®. 

-. СОЯУЕВТЕМРО“ — переворачивая. Самое правило см. введение, стр. 25. 
. РАЗНОСТЬ ЕК так относится к РАЗНОСТИ РУ“ и Т. д., т. е. 
ЕК—РЕ _ ВК _ ЕК _ ЕН 
О—9 РЕ 9 и ` 
‚.СОМРОМЕМРО, СЁ тАк относится к ВК, как ОР к РУ“, — 
ОК-Е-КЕ: ОТ СЕ ОР 

ЕК ЕЮ В 


Самое правило см. введение, стр. 25. 
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ПРЕДЫЛУ- 


ЧЦЕЕ СЛЕД. 


проведенных в фигуре АВСР параллельно ВО, рассекается линией АЕС 
таким же образом (причем части расположены в том же порядке), 
то очевидно, что [совокупность] всех прямоугольников, построенных 
на фигурах АВСО и АВС, будет равна [совокупности] всех квадра- 
тов фигуры АСО, взятых по регуле ВО; следовательно (если так 
можно выразиться), линия АС разделит плоскую поверхность АВСО 
в среднем и крайнем отношениях*. Это особенно рекомендуется 
твердо запомнить для дальнейщего. 


ТЕОРЕМА ХХГ/. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ * 


Г усть дан какой угодно параллелограм и в нем проведена диаго- 

наль. Тогда все квадраты параллелограма относятся ко всем 
квадратам любого из треугольников, образуемых указанной диаго- 
налью, как З к 1", причем за общую регулу берется одна из сторон 
параллелограма. 

Пусть дан параллелограм АС, лусть в нем проведена диагональ СЕ, 
пусть регулой служит какая угодно сторона, например ЕС. Я утверждаю, 
что все квадраты АС в три раза больше всех квадратов любого из треуголь- 

ников АЕС или СЕС. Раз- 

| делим пополам стороны АС 
ВТ и СС в точках В и Н. 
ь | Проведем через точку В 


| 5 и аз Г ре в У _ па 
ро аси Е. Гибсона Чаа-^ в -—- 
бе МА о пая Сар: 


| прямую ВЕ, параллельную 
е Чо ив ен АЕ. 
ы_ 


’ СО, а через Н прямую РН, 


бе, СЕС, И ны Ув и . параллельную СА, которые 


бе ВлЬИ, Сб. АЕ Е ПР: Сао. ° | Пересекутся между собой 
| сах Часики’ ВО К Чех еси ес, бы ^ я 
у бис с рат! Исбосьдичиае | АС, Че ока, ВР, ар 5. 


точке М. Итак, в фигуре 
(в параллелограме) АС про- 
т ведена прямая ВЕ, делящая 
га; оадки 
| ть пополам все прямые, парал- 
т: = 28т: ей о | 

| лельные ЕС, и другая пря- 
ей | тран ее ли вм, м М осы т |: мая СЁ, делящая те же пря- 


Г мые (за исключением пря- 
. Иа мер 1 Нор, чех 16. мы © ге их их ее» Зов р Я 
Е 


хде авс ой: ЕСь Е Валь $ Ст Е ста а 
# м рабы 1 ра: 1 ла ие вые Че: й ‚рн, о о «из ет а 
ыы ‚ ава. а & .Е ы се уй т ди вы с това ыы 


ин , и | И 


ии 4 
,, пиёх али С уе а ЕКА. Сваие Ни м а а. в середине прямой СЕ в 
| 


ВСЕ. и т о `А4 а = о .. в , мой ОН) на неравные части’ 
Ё в > и В р й ‚3‚ю == Поэтому сумма всех ква 
, ое Е а о. ь а дратов треугольника АЕС 
енто | со всеми квадратами тре- 

В угольника СЕС равна взя- 
нии этакой и | той дважды сумме всех ква- 

_| дратов [фигуры] АЕ со всеми 
квадратами двух треуголь- 
ников* СВМиЕМЕ. Правда, 
ОН не делится линией СЕ 
на неравные части, но это ни в каком случае не противоречит нашему 


уе” 


№00 рыб ЕС 
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250 утверждению, так как и для прямой ОН, как и для тех, которые делятся 


на неравные части, верно то положение, что квадраты частей, на которые 
она рассечена, т. е. квадраты ОМ и МН, равны взятой дважды сумме ква- 
драта половины, т. е. квадрата ОМ, и того [отрезка], кофорый лежит 
между пересечениями и который в данном случае равен нулю, так как две 
пересекающие прямую линии ВЕ и СЕ сходятся в точке М. Но все ква- 
драты треугольника АЕС равны всем квадратам треугольника СЕС, так С.В. 
как эти треугольники имеют равные основания ЕС и АС и одну и ту же ПТ иги 
высоту, хотя и направленную в противоположные стороны. Поэтому все 
квадраты треугольника СЕС равны сумме всех квадратов [фигуры] АЕ со 
всеми квадратами треугольников СВМ и МЕР. Но все квадраты треуголь- 
ника ВМС равны всем квадратам треугольника СМН, а отношение всех ква- 
дратов треугольника СЕС ко всем квадратам треугольника СМН равно тройному 
отношению ОС к СН * (это так потому, что треугольники СЕ@ и СМН подобны 
друг другу); значит, поскольку эти величины относятся друг к другу, как 2 к 1, 
все квадраты СЕС относятся ко всем квадратам СМН, как 8 к 1, а ко всем 
квадратам СМН и ЕМЕ, или, что то же, СВМ и МЕЁ, как 4 к 1. Но все 
квадраты треугольника СЕС равны [сумме] всех квадратов АЕ со всеми 
квадратами треугольников СМВ и МЕЕ, значит, эта [сумма] будет в четыре 
раза больше всех квадратов треугольников СМВ и МЕР. Следовательно 

’ а\епао, получим,. что все квадраты АЕ будут в три раза больше этих, 
квадратов. Но все квадраты АС относятся ко всем квадратам АЕ, как "'ХЭТОЙ 
квадрат СЕ к квадрату ЕЁ; иными словами, как 4 к 1 или как 12 к 3. Да- 
лее, все квадраты АЕ в три раза больше всех квадратов треугольников 
ВМС и МЕЕ: значит, все квадраты АС в двенадцать раз больше всех ква- 
дратов треугольников ВМС и МЕРЕ и относятся ко всем квадратам АЕ, 
как 12 к 3. Следовательно, все квадраты А@ относятся к сумме всех 
квадратов АЕ со всеми квадратами треугольников СВМ и МЕРЕ, как 12 к 4. 
Но все квадраты АЕ со всеми квадратами треугольников СВМ и МЕЕ равны, 
как было доказано выше, всем квадратам треугольника. СЕС@ или АЕС. 
Итак, все квадраты АС так относятся ко всем квадратам треугольника СЕС 
или АЕС, как 12 к 4 или как Эк 1, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ* 


в... ясно следующее. Если мы в параллелограме АС проведем 
какую угодно прямую КУ, параллельную ЕЦ и пересекающую СЕ 

8 точке Т, а ВЕ в точке 5, то, поскольку мы показали, что РУ 

будет равняться одной из максим абсцисс СС, если только ЕС 

равно СС, мы убедимся, что и квадрат ЮУ равен квадрату одной “* 

из максим абсцисс СЦ, а квадрат ТГУ будет равен. квадрату одной 

из всех абсцисс СС, т. е. квадрату УС. Но квадрат ЮТ равен ква- 

драту одного из остатков всех абсцисс СО, именно ква- 

драту УЦ. Отсюда мы сделаем вывод, что все квадраты АС, взятые 

по регуле ЕцС, равны квадратам максим абсцисс СЦ, а все квадраты 

треугольника СЕС равны квадратам всех абсцисс СС; далее, все ква- 

драты треугольника АЕС равны квадратам остатков всех абсцисс СЦ, 95] 
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а прямоугольники, построенные на треугольниках ДЕС и СЕС, равни 
прямоугольникам, построенным на всех абсциссах и остатках всех 
абсийсс СО взятых так, что каждый прямоугольник представляется 
построенным на одной из абсцисс и ее остатке. Но мы доказали, 
что все квадраты АС в три раза больше всех квадратов треуголь- 
ника СЕС или треугольника САЕЁ, а следовательно, и в три раза 
больше взятых дважды всех прямоугольников, построенных на тре 
угольниках АЕС и СЕЧ (в самом деле, все квадраты АС равны всем 
квадратам треугольников АЕС и СЕЦ и дважды взятым всем прямо- 
‘угольникам, построенным. на этих треугольниках); ввиду этого оче- 
видно, что квадраты максим абсцисс СЦ в три раза больше квадра- 
тов всех абсцисс или квадратов остатков всех абсцисс Са, а также 
в три раза больше прямоугольников, построенных на указанных 
всех абсциссах и их остатках, взятых дважды, а значит, в 
шесть раз больше этих же прямоугольников, взятых один раз. При 
этом указанные максимы абсцисс, абсциссы и остатки будут пер- 
пендикулярного прохождения, если угол ЕСС прямой, и наклонного 
прохождения, если этот угол не прямой. | 


ТЕОРЕМА ХХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУ * 


усть два параллелограма, две стороны которых взяты за основа- 
ния и регулы, имеют одну и ту же высоту, взятую по отношению 
к указанным основаниям; пусть на тех же основаниях и при той 
же высоте взяты две другие фигуры, отличающиеся тем свойством, 
что при проведении какой угодно прямой, параллельной указанным 
основаниям (которые построены так, что составляют продолжение 
друг друга), части ее, находящиеся внутри этих параллелограмов и 
фигур или построенные на этих частях фигуры, пропорциональны: 
одни — сходственным линиям параллелограмов, а другие — тех фигур: 
которые построены на тех же основаниях и с той же высотой, что 
и указанные параллелограмы. Тогда и все [вместе] линии этих парал- 
лелограмов и фигур, если сравниваются линии, или все [вместе] по- 
добные фигуры, если сравниваются эти последние (я имею в виду 
фигуры, подобные другим фигурам, построенным на той же фигуре), 
будут пропорциональны между собой. 
Пусть даны лараллелограмы АЕ и ЕО, построенные на основаниях СЁ и 
ЕЕ, составляющих продолжение друг друга и имеющие одну и ту же высоту, 
взятую по отношению к указанным основаниям фигур. АЕ и ЕБ; пусть регулой 
будет СЕ или ЕЁ, пусть на ее [отрезках], как на основаниях, и на одной 
и той же высоте, что и параллелограмы АЕ и ЕО, пестроены фигуры ВСЕ 
и ВЕЕ, отличающиеся таким свойством, что если мы проведем любую пря- 
мую, параллельную СЕ, например МО, частями которой, заключенными 
внутри параллелограмов АЁ и ЕР, будут МО и ОО, а частями, заключен- 
ными внутри фигур, будут ©, ОР, то окажется, что 


Мото ОГО: 


Я утверждаю, что все линии [фигуры] АЕ так относятся ко всем ли- 
ниям фигуры ВСЕ, как все линии [фигуры] ВЕ ко всем ‘линиям фигуры ВЕЁ; 
если же вместо линий будут сравниваться 
построенные на них фигуры, причем фи- 
гуры, построенные на всех линиях одной 
н той же фигуры, будут подобны между 
собой, а линии, на которых они построены, 
являются сходственными линиями или 
сторонами этих фигур, то я утверждаю, 
что все подобные фигуры [фигуры] АЕ 
так относятся ко всем подобным фигурам [фигуры] ВСЕ, как все подобные 
фигуры [фигуры] ВЕ ко всем подобным фигурам [фигуры] ВЕК. 

В самом деле, МО, проведенная как угодно, параллельна СЁ и 


МО: 0!= 00: ОР; 


регпи{ап@о, получим, что 
МОТО Те-ОВ: 


СРЕД ко 


Таким же образом докажем, что СЕ так относится к ЕЁ, как любые две 
другие линии в фигурах ВСЕ и ВЕБ, параллельные СЕ. Но каждая к каж- 
дой относится, как все ко всем, т. е. СЕ так относится к ЕЁ, как все 
линии фигуры ВСЕ ко всем линиям фигуры. ВЕР; с другой стороны, 
СЕ так относится к ЕЁ, как все линии [фигуры] АЕ ко всем линиям [фи- 
гуры] ЕР. Следовательно, все линии [фигуры] АЕ так относятся ко всем 
линиям [фигуры] ЕР, как все линии фигуры ВСЁ ко всем линиям фигуры ВЕЕР. 

Теперь вместо линий возьмем, как было сказано выше, построенные на 
них фигуры, т.е. пусть, например, окажется, что квадрат МО так отно- 
сится к равностороннему треугольнику, сторона которого 10; как круг 
диаметр которого ОО, к многоугольнику, сторона которого ОР, причем 
пусть на каждой из всех линий [фигуры] АЕ будут построены квадраты, 
на каждой из всех линий фигуры ВСЕ будут построены равносторонние 
треугольники, на каждой из всех линий фигуры ВЕ будут построены круги 
и на каждой из всех линий фигуры ВЕЕ будут построены многоугольники, 
подобные указанному выше, так чтобы линии или стороны, на которых 
построена каждая из этих фигур, были бы сходственными. Тогда, регишапао, по- 
лучим, что квадрат МО так.относится к кругу ОО, как равносторонний тре- 
угольник 1О к многоугольнику ОР. Но так как МО равно СЕ, а ОФ равно ЕЁ, 
то квадрат МО равен квадрату СЁ, а круг ОФ кругу ЕЁ; поэтому квадрат СЕ 
так относится к кругу ЕЁ, как равносторонний треугольник О к много- 
угольнику ОР. Поскольку МО, провеленная как угодно, параллельна Св, 
мы придем к выводу, что все квадраты АЕ так относятся ко всем кругам ВЕ, 
как все равносторонние треугольники фигуры ВСЕ ко всем многоугольникам, 
подобным одному и тому же в фигуре ВЕР; реглифап@о, получаем, что все 
квадраты АЕ так относятся ко всем равносторонним треугольникам фигуры ВСЁ, 
как все круги ВЕ ко всем многоугольникам, подобным первому [со сто- 
роной ОР], в фигуре ВЕР. 
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Ход доказательства будет таким же, если вместо этих будут взяты дру- 
гие фигуры, причем могут быть подобны между собою и все фигуры каждых 
двух фигур, как, например, если сравниваются все квадраты параллелограмов 
АЕ и ЕО со всеми равносторонними треугольниками [фигур]. ВСЕ и ВЕЕР или 

| если сравниваются все квадраты [фигуры] АЕ и фигуры ВСЕ со всеми 

| равносторонними треугольниками [фигуры] ВЕ и фигуры ВЕЕР. Могут быть 
подобны между -собою и все фигуры всех четырех фигур, как, например, 
если сравниваются все квадраты этих фигур или все круги и т. д. Это 
| доказательство, очевидно, не натолкнется на препятствия во всех тех слу- 
чаях, когда сравниваются однородные величины, т. е. либо линии между 
собой, либо поверхности; если же случится так, что будут сравниваться 
| между собой разнородные величины, как, например, если: сравниваются все 
| линии [фигуры] АЕ и фигуры ВСЕ со всеми квадратами [фигуры] ВЕ и фи- 
| гуры ВЕЁ, то это доказательство окажется несостоятельным, так как мы 
| не сможем применить перестановку членов ввиду того, что нелепо сравни- 
вать линию с`поверхностью *. Поэтому мы присоединяем к доказанной нами 
теореме еще следующую. 
| 
| 


ТЕОРЕМА ХХ\. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ\1* 


Е на чертеже предыдущего предложения сравниваются . вели- 
чины разнородные, то и в таком случае сравниваемые величины 
будут пропорциональны друг другу. 
Пусть, например, сравниваются все линии [фигуры] АЕ, взятые по регуле 
СЕ, со всеми линиями фигуры ВСЕ и все квадраты [фигуры] ВЕ, взятые по 
2 р Регуле ЕЕ, со всеми квадратами фи- 
гуры ВЕЕ при том условии, что, 
если мы проведем какую угодно 
прямую МО, параллельную СЁ, то 
окажется, что МО так относится 
к ОБ как квадрат ФО к квадрату 
ОР. Я утверждаю, что и в этом 
случае все линии [фигуры] АЕ так 
относятся ко всем линиям фигуры 
З3СЕ, как все квадраты [фигуры] ВЕ 
ко всем квадратам фигуры ВЕЕ. На- 
чертим отдельно параллелограм АЕ 
вместе с фигурой ВСЕ, но, чтобы 
| чертеж был разборчив, в увеличенном 
| | виде. На этих фигурах, как на осно- 
| р ваниях, представим себе построенными две прямые цилиндрики, а именно 
пилиндрику РЕ на основании АЕ и цилиндрику ООЕ на основании. ВСЕ, обе 
| одной и ТОЙ Же высоты. Из этих тел то, которое имеет основанием: АЕ, — 
| параллелепипед, что легко доказать. Представим себе теперь, что параллеле- 
пилед РЕ пересечен какою угодно плоскостью, параллельной СЕ. В резуль- 
тате этого сечения в параллелепипеде образуется прямоугольник, скажем, КО. 
254 Та же плоскость образует в цилиндрике ООЕ прямоугольник Г.О. Г.О будет 
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также прямоугольником, потому что указанная плоскость проведена через 
стороны, перпендикулярные к плоскости основания ВСЕ, так как она про- 
ведена параллельно плоскости ОЁ, проходящей через стороны СС и ЗЕ; 
значит, прямоугольник КО будет одним из тех, которые называются всеми 
плоскостями параллелепипеда ЕЁ, взятыми по регуле СЕ, а прямоуголь- 
ник ГО будет одним из тех, которые называются всеми плоскостями цилин- 
дрики ОБЕ, взятыми по регуле СЕ; эти прямоугольники будут иметь ту же 
высоту, что и прямоугольник СЕ. Итак, все плоскости параллелепипеда ЕЕ 
(по регуле СЕ) являются всеми прямоугольниками параллелограма АЕ (по 
регуле СЕ), имеющими ту же высоту, что и ОЕ; а все плоскости цилин- 
дрики С@ОЕ являются всеми прямоугольниками фигуры ВСЕ, взятыми по 
той же регуле СЕ, имеющими такие же углы и такую же высоту, что и СЕ. 
Пусть теперь эти цилиндрики будут пересечены плоскостями, параллельными 
основаниям; тогда фигуры, образуемые пересечением этих плоскостей с по- 
верхностью тел, подобны и равны основаниям; пусть в параллелепипеде ЕЕ 
образовалась [фигура] МР, а в цилиндрике'СОЕ фигура НОР; тогда получим, что 
[фигура] АЕ так относится к фигуре ВСЕ, как [фигура] МР к фигуре НОР; 
таким же будет соотношение и в какой угодно другой фигуре, образован- 
ной в этих телах плоскостями, пересекающими их параллельно основаниям. 
Но каждое относится к каждому, как все ко всем, т. е. [фигура] АЕ так 
относится к фигуре СВЕ, как все плоскости параллелепипеда ЕЕ, взятые 
по регуле АЕ, ко всем плоскостям цилиндрики СПЕ, взятым, как по регуле, 
по тому же основанию. Но все плоскости параллелепипеда ЕЕ по регуле АЕ 
равны всем плоскостям его по регуле СЁ, имеющим ту же высоту, что и СЕ, 
и точно так же все плоскости цилиндрики СОЕ, взятые, как по регуле, по 
основанию СВЕ, равны всем его плоскостям по регуле ОЕ, каковые являются 
всеми прямоугольниками фигуры СВЕ, взятыми по регуле СЕ и имеющими 
ту же высоту, что и СЕ. Итак, все прямоугольники [фигуры] АЕ по ре- 
гуле СЕ, имеющие ту же высоту, что и СЕ, так относятся ко всем прямо- 
угольникам фигуры СВЕ по той же регуле СЕ, имеющим ту же высоту, что 
и СЕ, как [фигура] АЕ относится к фигуре ВСЕ, т. е. как все линии 
фигуры] АЕ относятся ко всем линиям фигуры ВСЕ по регуле СЕ, что 
и запомним. 

Теперь взглянем на чертеж предшествующей теоремы, в которой мы 
сказали, что МО относится к О1, как квадрат ОО к квадрату ОР. Я утвер- 
ждаю, что все линии [фигуры] АЕ так относятся ко всем линиям фигуры ВСЕ 
по регуле СЁ, как все квадраты ВЕ относятся ко всем квадратам фигуры ВЕР. 
МО так относится к ОБ как (берем любую прямую за общую высоту, как, 
например, высоту $Е построенных параллелепипедов) прямоугольник, по- 
строенный на МО и $Е, к прямоугольнику, построенному на Ю и ЗЕ; 
иными словами, прямоуголуник, построенный на МО и 5Е, так относится 
к прямоугольнику, построенному на 1О и $Е, как квадрат ОО к ква- 
драту ОР. Но эти величины однородны, а именно все они — поверхности; 
следовательно, все прямоугольники [фигуры] АЕ, взятые по регуле СЕ и имеющие 
ту же высоту, как один из них, а именно как прямоугольник, построенный 
на СЕ и Е, так относятся ко всем прямоугольникам фигуры ВСЕ по 
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той же регуле СЁ, имеющим ту же высоту, как один из них, как, напри- 
мер, СЁ, как все квадраты [фигуры] ВЕ относятся ко всем квадратам фи- 

ег гуры ВЕР. Но все прямоугольники [фигуры] АЕ, имеющие ту же высоту, 

НОМУ ВЫШЕ что и один из них, как, например, СЕ, так относятся ко всем прямоуголь- 
никам фигуры ВСЁ, имеющим ту же высоту, что и СЕ, как все линии 
[фигуры] АЁ ко всем линиям фигуры ВСЁ по регуле СЕ. Итак, все линии 
[фигуры] АЕ относятся ко всем линиям фигуры ВСЕ по регуле СЕ, как 
все квадраты ВЕ относятся ко всем квадратам фигуры ВЕЕ. Значит, эти 
величины пропорциональны, хотя они и разнородны, именно, хотя одни — 
линии, а другие — поверхности, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 1 


ее всего отсюда следует, что если даны параллелограм и 

фигура, имеощая то же основание и ту же высоту, при- 
чем за регулу взято основание, то все прямоугольники параллело- 
грама, имеющие одну и ту же’ высоту, так относятся ко всеи 
прямоугольникам другой фигуры, имеющим ту же высоту, что и 
первые, как этот параллелограм к этой фигуре. Это было дока- 
зано с очевидностью, поскольку мы показали, что все прямоуголь- 
ники [фигуры] АЁ, имеющей высоту 5Е, так относятся ко всем 
прямоугольникам фигуры ВСЕ, имеющим ту же высоту 5Е, как 
[фигура] АЕ к фигуре ВСЕ, 


СЛЕДСТВИЕ П 


о-вторых, отсюда следует, что цилиндрики, имеющие одну 
п ту же высоту, относятся друг к другу, как основания; по- 
добно тому, как мы это доказали для указанных выше тел ЕЕ и 
ОЕ, можно это доказать и для прочих тел. Впрочем, ниже этот 
вывод будет сделан другим путем, на основании других предпосылок. 


СЛЕДСТВИЕ Ш 


В - отсюда можно сделать еще такой вывод. Пусть в пред- 
шествующих двух теоремах даны не два параллелограма и две фи- 
гуры, а только один параллелограм и одна фигура, имеющая то же 
основание и ту же высоту, что и параллелограм. Примем осно- 
ь | вание за регулу, возьмем какую угодно точку на одной из сто- 
рон, примыкающих к основанию, и проведем через эту точку пря- 

мую, параллельную основанию. Пусть окажется, что отрезок этой 
прямой, заключенный внутри параллелограма, так относится 

к отрезку прямой, заключенному внутри фигуры (или, что подоб- 

ные фигуры, построенные на этих отрезках, как на сходственных 
линиях или сторонах, так относятся друг к другу), как одна из 
максим абсцисс той стороны, на которой взята точка, к абсециссе, 
образованной прямой, проведенной параллельно основанию, либо как 

эти прямые с прибавлением некоторой прямой линии. к каждой 

256 из них, или как подобные фигуры, построенные на этих прямых, 
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как на сходственных линиях или сторонах, причем фигуры, по- 
строенные на каждой из тех линий, которые называются всеми 
линиями параллелограма и указанной фигуры, подобны между 
собой. Гогда равным образом и для фигур, построенных на каждой 
из тех линий, которые называются максимами абсцисс или абсцис- 
сами указанной стороны, будет верно то, что совокупности этих 
величин будут пропорциональными. Так, например, пусть на чер- 
теже предыдущей теоремы был бы изображен только параллело- 
грам БЕ и на том же основании ЕЁ и при той же высоте была бы 
построена фигура БЕГ, и пусть на. одной из сторон ВЕ или ОЕ 
была бы взята какая угодно точка О, а через точку О была бы про- 
ведена прямая ОЧ, параллельная ЕЁ. Пусть, далее, окажется, что 


ОО ОР-ЕВ ВО 


или что подобные фигуры, построенные на ОО ц ОР, как на сход- 
ственных линиях или сторонах, как, например, квадрат ОО и ква- 
драт ОР, относятся друг к другу, как ЕВ к ВО или же как ЕВ 
с присоединением некоторой линии относится к ВО с присоедине- 
нием той же линии, или же как подобные фигуры, построенные 
на этих линиях. Я утверждаю, что сравниваемые величины будут 
пропорциональны и в их совокупности. В самом деле, если предста- 
вить себе, что на ВЕ построен параллелограм АЕ, основанием 
которого будет СЁ, представляющая собою продолжение ЕЕ, и что 
СЕ равна ЕВ, то все линии [фигуры] АЕ, взятые по регуле СЕ, 
будут равны максимам абсцисс ВЕ, как было доказано выше, а все 
абсциссы будут равны всем линиям треугольника ВСЕ, получающе- 
гося, если соединить В с С (причем ВС пересечет МО в точке Х) 1. 
Поэтому вместо тех линий, которые`называются максимами абсцисс 
или абсциссами прямой ВЕ, мы с полным правом можем взять все 
линии параллелограма АЕ и треугольника ВСЕ; таким образом 
мы получим, что квадрат О относится к квадрату ОР, скажем, 
как МО к ОХ или же как квадрат МО к квадрату ОХ, или же 
как другие подобные фигуры, построенные на них, — либо на них, взя- 
тых без прибавления либо с прибавлением некоторой линии. Таким 
образом этот случай сведется к случаю настоящей или предше- 
ствующей теоремы; отсюда станет ясно, что все линии [фигуры] АЕ 
так относятся ко всем линиям треугольника ВСЕ, или, что все 
подобные фигуры [фигуры] АЕ так относятся ко всем подобным 
фигурам треугольника ВСЁ, или, что то же, что максимы 
абсцисс ВЕ так относятся ко всем абсциссам ВЕ, или, что их 
подобные фигуры так относятся друг к другу, как все квадраты 
[фигуры] ВЕ ко всем квадратам фигуры ВЕЕР. Эти величины мы 


будем называть: 


1 В этом следствии Кавальери вместо [ всюду пишет Х, так как он имеет 
в виду не изображенную на чертеже кривую ВГС, а огсугствующую на чертеже 
прямую ВХС. С. Л. 


17 Вавальери. 
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Совокупностями величин четырех категорий, 
составленными соответственно найденным каким угодно образом 
четырем членам пропорции, каковыми, например, в нашем случае 
являлись: первым — квадрат ОО, вторым — квадрат ОР, третьим — 
ЕВ, четвертым — ВО; совокупность же величин, составленную 
соответственно первой, например, все квадраты ВЕ, мы будем 
называть зеличинами первой категории; совокупность, 
составленную соответственно второй, например, все квадраты 
фигуры ВЕ$, величинами второй категории; совокупность, 
составленную соответственно третьей, величинами третьей 
категории и, наконец, совокупность, составленную соответ- 
ственно четвертой, величинами четвертой категории. 
Такого наименования мы будем придерживаться для этих четырех 
категорий величин. То, что было выше сказано об абециссах, 
относится и к остаткам абсцисс, а то, что было сказано об 
абсциссах без добавлений, относится и к абециссам с добавлением 
других линий; при этом безразлично, будут ли эти абсциссы 
перпендикулярного или наклонного прохождения. 

На это следствие необходимо обратить значительно большее 
внимание, чем на все прочие, и всеми силами стараться его запож- 
нить, так как из него, как из источника, вытекают важнейшие 
доказательства, в чем прилежный читатель без труда убедится 
при чтении следующих книг. 


ТЕОРЕМА ХХУЦ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУП 


—^сли две трапеции имеют одно и то же основание, причем одна 
из параллельных сторон их взята за основание и за регулу, если 
далее они имеют одну и ту же высоту, взятую по отношению 
к тому же основанию, и если, наконец, их стороны, параллельные 
основанию, будут равны между собой, то трапеции будут равно- 

велики, а все квадраты, построенные на них, равны между собой. 
Пусть даны две трапеции АЕКВ и 1АВО, имеющие одно и то же 
основание АВ, взятое за регулу, и пусть стороны ЕК 
. и Ш параллельны АВ и равны между собой. Я ут- 
ржа верждаю, что трапеции равновелики и что все их 
квадраты равны между собой. Продолжим АЕ и ВК 

$ 


ы # 
Е Г// `К | до пересечения друг с другом, скажем, в точке О; 
и С Точно так же продолжим АГ и ВО до пересечения 
|. Между собой в точке Х и соелиним О с Х. Так 
д В как ЕВ параллельна АВ, то треугольники АОВ и 


ЕОР подобны. По тем же соображениям подобными 
будут также треугольники’ АХВ и ТХО. Тогда, так как ЕК ==, 


АВ: ЕВ= АВ: р ==ВО : ОК. 
Но 


АВ : О = ВХ : ХБ. 


Следовательно 
ВО. ОЮ—ВХ.:; ХО, 


откуда ОХ параллельна ЕР. Теперь проведем внутри трапеции какую угодно 
прямую УС, параллельную АВ и пересекающую ХА в точке $ и ОВ 
в точке Т. Треугольники АОВ: и УОТ подобны друг другу; равным образом 
подобны треугольники АХВ и $ХС. Следовательно, 


АВ: УТ= ВО: ОТ 
или (так как УС параллельна АВ, а следовательно, и ОХ) 
АВ; УТ=вВХ: ХС=АВ-» 5С. 


Итак, УТ и $С равны между собой, а следовательно, и квадраты их 
также равны между собой. То же докажем и для прочих прямых, парал- 
лельных АВ; следовательно, все линии трапеции АЕВВ будут равны всем 
линиям трапеции АШВ по регуле АВ, а значит, и сами трапеции равно- 
велики, как равны между собой и все их квадраты, что н требовалось 
доказать. 


ТЕОРЕМА ХХУШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУШ 


ый параллелограм и трапеция имеют общим основанием одну из 

параллельных сторон трапеции, которая берется за регулу, то все 
квадраты параллелограма так относятся ко всем квадратам трапеции, 
как квадрат указанного основания относится к прямоугольнику, по- 
строенному на параллельных сторонах трапеции с прибавлением 
; квадрата разности указанных параллельных сторон. 

Пусть даны параллелограм АС и трапеция 1ВСО, причем одна из ее 
параллельных сторон, например ВС, есть общее основание и регула парал- 
лелограма и трапеции. Я утверждаю, что все ква- 
драты [Фигуры] АС так относятся ко всем квадратам 
трапеции 1ВСО, как квадрат ВС к прямоугольнику, по- 
строенному на ВС и Ю с прибавлением -3 Квадрата 
разности сторон ВС и 1Ю. Возьмем на ОА отрезок 
ЕО, равный 10; соединим В с Е; через Е проведем 
прямую ЕМ, параллельную АВ и РС. Все квадраты 
трапеции ЕВСО линией ЕМ разделяются на все ква- 
драты треугольника ЕВМ, на все квадраты [фигуры] | М 
МР и на прямоугольники, построенные на треуголь- 
нике ЕВМ и [фигуре] ЕС, взятые дважды. С каждым из всех квадратов 
трапеции ЕВСО сравним каждый из всех квадратов [фигуры] АС. Все квад- 
раты [фигуры] АС так относятся ко всем квалратам [фигуры] СЕ, как, 
квадрат ВС относится к квадрату СМ, что и запомни. Далее, все квад- 
раты АС относятся ко всем квадратам АМ, как квадрат СВ к квадрату ВМ, 
но все квадраты АМ в три раза больше всех квадратов треугольника ЕВМ, 
т. е. первые относятся ко вторым, как квадрат ВМ к-^ квадрата ВМ, 


3 
откуда, ех аедиаЙ, получим, что все квадраты АС так относятся ко 
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всем квадратам треугольника ЕВМ, как квадрат ВС к = квадрата ВМ, что 
также запомни. Наконец, все квадраты АС так относятся к прямоугольни- 
кам, построенным на фигурах АМ и МО, как квадрат ВС относится к прямо- 
угольнику, построенному на ВМ и МС. Но прямоугольники, построенные 
на фигурах АМ и МО, так относятся к прямоугольникам, построенным 
на треугольнике ЕВМ. и на фигуре МО, как [фигура] АМ относится к тре- 
угольнику ЕВМ (так как, они являются всеми прямоугольниками параллело- 
грама АМ и треугольника ЕВМ, имеющими одинаковую высоту, равную МС, 
и взятыми по регуле ВМ), т.е. как 2 к1, т. е. как прямоугольник ВМС к его поло- 
вине: откуда, ех авацаН, получаем, что все квадраты АС так относятся ко всем 
прямоугольникам, построенным на треугольнике ЕВМ и на [фигуре] МО, 
как квадрат ВС к половине прямоугольника, построенного на сторонах 
ВМ и МС: отношение же всех квадратов АС к этим ‘всем прямоугольникам, 
взятым дважды, будет равно отношению квадрата ВС к прямоугольнику, 
построенному на ВМ и МС. Итак, соШвепао, получим, что ъсе квадраты АС 
так относятся к сумме всех квадратов [фигуры] ЕС со всеми квадратами тре- 
угольника ЕВМ и с дважды взятыми прямоугольниками, построенными на 
треугольнике ЕВМ и на [фигуре] ЕС, как квадрат ВС относится,к сумме 
квадрата СМ с прямоугольником, построенным на СМ и МВ, и сз квадрата ВМ. 
Но прямоугольник, построенный на ВМ и МС, вместе с квадратом МС 
составляет прямоугольник, построенный на ВС и СМ. Итак, все квадраты 
[фигуры] АС так относятся ко всем квадратам треугольвика ЕВМ, парал- 
лелограма МО и дважды взятым прямоугольникам, построенным на этих же 
фигурах, т. е. ко всем квадратам трапеции ЕОСВ, т. е. ко всем квадратам 
трапеции 1ВСО (так как 1Ю и ЕО равны между собой), как квадрат ВС 
относится к сумме прямоугольника, построенного на ВС и СМ, или, что 
то же, на ВС и ЕО, или, что то же, на ВС и 10, с 5 квадрата ВМ, т. е. 
разчости параллельных сторон ВС и ЕО, или, что то же, ВС и Ю в тра- 
пеции 1ВСО, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ * 


во ч10 если мы к МЕ прибавим ЕЁ, отложенное на его 
продолжении и равное МС, и всли мы предположим, что ВМ 
равно МЕ, то без труда можно будет доказать, что все квадраты 
[фигуры] АС равны квадратам максим абсцисс с присоединением ЕЁ 
и ито все квадраты трапеции ЕВСР равны квадратам всех 
абсцисс МЕ с присоединением ЕЁ; в самом деле, если, например, 
провести какую угодно прямую УК, параллельно ВС, которая. пере- 
сечет ЕВ в точке $ и ЕМ в точке Т, то очевидно, что УТ будет 
равна МЕ, а ТЮ — присоединенной линии ЕЕ; поэтому вся УЁЮ будет 
равна всей МЕ; равным образом 5Т равна ТЕ, а ТР — присоединенной 
прямой ЕЁ. Отсюда ясно, что 5К равна сумме одной из абсцисс ТЕ 
и присоединенной линии. Гем же путем можно провести доказатель- 
ство идля прочих линий и таким образом доказать то, что требуется. 
Отсюда станет также очевидным, что квадраты максим абсцисс дан- 


260 ной прямой линии, как, например, ЕМ, с присоединением некоторой 


прямой, как, например, ЕЁ, так относятся к квадратам всех 
абсцисс ее с присоединением той же прямой, как квадрат одной 
из максим абсцисс с присоединением уже указанной прямой, т. е. 
как квадрат суммы данной и присоединенной линии относится 
к сумме прямоугольника, построенного на сумме данной и при- 
соединенной линии, и на присоединенной линии с - квадрата 
разности между этой суммой и присоединенной линией, т. е. как 
квадрат МЕ относится к сумме прямоугольника, построенного 
на МЕ шв ЕЁ, с з квадрата линии ЕМ, которая. является в одно 


и то же время и разностью между этими линиями и данной линией. 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ 


каком угодно параллелограме все квадраты, взятые, как по регуле, 

по одной из сторон, относятся ко всем квадратам, взятым, как 

по регуле, по другой из его сторон, пересекающейся с первой, как 
первая регула относится ко второй регуле. 

Пусть дан какой угодно параллелограм АП. Я утверждаю, что все его 

квадраты по регуле [СР так относятся ко всем его квадратам по регуле]1 РВ, 


как СО относился к ОВ. В самом деле, 


отношение всех квадратов [фигуры] АО - А в, 
ло регуле СО ко всем квадратам [фи- 
гуры]| АР по регуле ОВ есть сложное 
отношение, составленное из отношения С 7 
квадрата СОШ к квадрату ОВ и из отно- 

шения ВР к ГС (угол между ВБ и СО равен углу между СО и ВО, 
так как это один и тот же угол), т. е. квадрата ВР к прямоугольнику, 
построенному на ВР и РС. Но сложное отношение, составленное. из двух 
отношений, именно квадрата СОШ к квадрату ВО и квадрата ВР к прямо- 
угольнику, построенному на ВО и РС, равно отношению квадрата Ср 
к прямоугольнику, построенному на ВО и ОС, а это последнее отношение 
равно отношению СР к РВ. Итак, все квадраты [фигуры] АР по регуле СО 
так относятся ко всем квадратам [фигуры] АР по регуле ОВ, как первая 
регула СР относится ко второй регуле ОВ, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ. 


ве ясно, что если мы соединим точку В с С, то вее 

квадраты треугольника СВР по регуле СО будут так относиться 
ко всем квадратам того же треугольника по регуле ОВ, как СБ, 
первая регула, к ОВ, второй, так как все квадраты треугольников, 
имеющих то же основание и ту же высоту с параллелограмами, 
равны - всех квадратов указанных параллелограмов, если взять за 
регулу общую сторону, как было доказано выше. 


1 Эти слова, взятые в квадратные скобки, пропущены Кавальерн по ошибке. С. Л. 
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ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ 


если в параллелограме провести из какой-либо точки основа- 
ния прямую, параллельную противоположным сторонам, и затем 
в одном из образовавшихся таким образом параллелограмов про- 
вести диагональ, то отношение прямоугольников, построенных на 
образовавшихся параллелограмах, к прямоугольникам, построенным 
на трапеции и треугольнике, на которые разбивается параллелограм 
указанной диагональю, если за регулу взято основание, будет равно 
отношению основания того из параллелограмов, в котором не про- 
ведена диагональ, к сумме 5 основания первого параллелограмма ис 
второго; а прямоугольники, построенные на всем параллелограме 
и на том, в котором проведена диагональ, будут так относиться 


-К прямоугольникам, построенным на указанной трапеции и на том 


треугольнике, который составляет часть трапеции, как основание 
1 
всего параллелограма относится к сумме 5 основания того паралле- 


лограма, в котором не проведена диагональ, сз основания другого. 
Пусть дан параллелограм АЕ на основании 

7. И 
ОЕ; пусть РЕ будет регулой и пусть на ней взята 
точка Е; пусть через Е проведена прямая ВЕ, парал- 
лельная АР и СЕ; пусть в одном из параллело- 
грамов АЕ или ЕС, например в ЕС, проведена диа- 
гональ ВЕС. Я утверждаю, что прямоугольники, 
построенные на [фигурах] АЕ и ЕС, так относятся 
к прямоугольникам, построенным на трапеции АРЕС 
‚М и треугольнике СЕЁ, как ОЕ относится к сумме 


- РЕе т. ЕР. Прямоугольники, построенные на трапеции АЛЕС, разде- 
ленной линией ВЕ, и на треугольнике СЕР, неразделенном, равны сумме 
прямоугольников, построенных на [фигуре] АЕ и треугольнике СЕЕГ, или, 
что то же; на треугольнике ВЕС, © прямоугольниками, построенными 
на треугольнике ВЕС и на треугольнике СЕЕ. Но ясно, что прямоуголь- 
ники, построенные на АЁ и ЕС, так относятся к прямоугольникам, по- 
строенным на [фигуре] АЁ и треугольнике ВСЕ, как [фигура] ВЕ относится 
к треугольнику РЕС, т.е. как 2 к1 или как РЕ к 5 РЕ, что и запомни. 

Точно так же прямоугольники, построенные на [фигурах] АЕ и ЕС, 
так относятся ко всем квадратам ВЁ, как прямоугольник, построенный 
на ОЕ и ЕЁ, относится к квадрату ЕЁ, т.е. как РЕ к ЕЕ. Но все квадраты ВЕ 
в шесть раз больше прямоугольников, построенных на треугольниках ВЕС 
и СЕР, т. е. относятся к ним, как ЕЕ к 5 ЕЕ. Итак, ех аедиаН, прямоугольники, 
построенные на АЕ и ЕС, так относятся к прямоугольникам, построенным на 
треугольниках ВЕС и СЕЕ, как ОЕ к $ ЕЕ. Далее, уже выше было пока- 
зано, что те же квадраты относятся к праямсугольникам, построенным на 
[фигуре] АЕ и треугольнике ВЕС или на [фигуре] АЕ и треугольнике СЕЁ, как 
ОЕ к > РЕ, откуда, соИвеп4о, получаем, что прямоугольники, построенные 
на АЕ и ЕС, будут так относиться к сумме прямоугольников, построенных 
на АЕ и треугольнике СЕЕ. с прямоугольниками, пострознными на треуголь- 


нике ВЕС и на том же СЕЕ, т. е. к прямоугольникам, построенным на 
трапеции АРЕС и треугольнике СЕЕ, как ОЕ к сумме 5 ВЕ с = ЕЕ, что 
и является первой частью теоремы. 

Далее, я утверждаю, что прямоугольники, построенные на АЕ и ЕВ, 
так относятся к прямоугольникам, построенным на трапеции АПЕС и тре- 
угольнике ВЕС, как ОЕ к сумме > ОЕ с ЕР. В самом деле, прямоуголь- 
ники, построенные на АЕ и ЕВ, так относятся к прямоугольникам, по- 
строенным на АЕ и ЕС, как прямоугольник,, построенный на ОЕ и ЕЕ 
к прямоугольнику, построенному на РЕ и ЕЕ, т. е. как ЕО к ПЕ; далее, 
прямоугольники, построенные на АЕ и ЕС, так относятся к прямоугольнику, 
построенному на [фигуре] АЕ и треугольнике ВЕС, как [фигура] ВЕ к тре- 
угольнику ВЕС, т. е. как 2 к 1, т. е. как ОЕ к РЕ. Ех аедиаЙ, прямо 
угольники, построенные на АЕ и ЕВ, так относятся к прямоугольникам, 
построенным на АЕ и треугольнике ВЕС, как ЕО к РЕ, что и запомни. 
Далее прямоугольники, построенные на АЕ и ЕВ, так относятся ко всем 
квадратам ВЕ, как прямоугольник, построенный на ОЕ и ЕЕ, к квадрату 
ГЕ, т. е. кк РЕ к РЕ. Но все квадраты [фигуры] ВЕ в три раза 
больше, чем все квадраты треугольника ВЕС, т. е. относятся друг 
к другу, как ЕЕ к = ГЕ. Ех аедиаН, прямоугольники, построенные 
на АВ и РВ, так относятся ко всем квадратам треугольника ВЕС, 
как ОЕ к - КЕ. Но, как мы видели, те же прямоугольники так относятся 
к прямоугольникам, построенным на [фигуое] АЕ и треугольнике ВЕС, 
как РЕ к 5 РЕ, или, соШбеп@о, получаем, что прямоугольники, построен- 
ные на [фигурах] АЕ и ЕВ, так относятся к сумме прямоугольников, по- 
строенных на [фигуре] АЕ и треугольнике ВЕС, со всеми квадратами тре- 
угольника ВЕС, т. е, к прямоугольникам, построенным на трапеции АОЕС 
и треугольнике ВЕС, как ОЕ относится к сумме > РЕ с; ЕР, что и соста- 


вляет вторую часть теоремы. Это и требовалось доказать. . 


СЛЕДСТВИЕ * 


3 этой теоремы мы заключаем, что прямоугольники, построен- 
ные на максимах абсцисс данной линии и на присоединенной 
к каждой из них равной линии, так относятся к прямоугольникам, 
построенным на всех абсциссах той же линии с присоединением 
к ним той же линии и на остатках абсцисс той же линии, как 
эта присоединенная линия к сумме = этой присоединенной линии 


И - данной линии. Это следует из первой части теоремы. В самом 
деле, как мы ужедоказали, если предположить, что к ВЕ присоединена 
прямая ЕМ, равная ОЕ, и что ВЕ равно ЕЁ, то все линии трапе- 
ции АДРЕС будут равны всем абсциссам ВЕ (т. е. данной линии) 
с присоединением ЕМ, а все линии треугольника СЕЕЁЕ (все время 
имей в виду, что регулой является ОЕ) будут равны остаткам 
всех абсцисс данной линии ВЕ; точно так эжсе все линиа АЕ будут равны 
линиям, присоединяемым к максимам абсцисс ВЕ, так как каждая 
из них равна ОЕ, или, что то же, ЕМ, а все линии ЕС равны, со 
своей стороны, максимам абсцисс ВЕ, откуда с очевидностью сле- 
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дует наше утверждение.. Из второй же части мы, рассуждая сход- 
ным образом, заключаем, что прямоугольники, построенные на 
максимах абсцисс данной линии, как, например, ВЕ, с присоедине- 
нием некоторой линии, как, например, ЕМ, и на максимах абсцисс 
той же данной линии ВЕ, так относятся к прямоугольникам, 
построенным на всех абсциесах, отсчитываемых. от точки Е дан- 
ной линии ВЕ с присоединением ЕМ, и на всех абсциссах этой же 
данной линии ВЕ, как сумма данной линии с присоединяемой к ней, 


С 1 
например, как ВМ, к сумме половины присоединяемой МЕ из 


данной ВЕ. 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ!* 


Е на чертеже предшествующего предложения между парал- 
лельными АС и ГЕ провести прямую НО, параллельную им, 
которая пересечет ВЁ в точке М, аСЕ в точке М, то можно доказать, 
что при той же регуле РЕ прямоугольники, 

А | в С построенные на параллелограмах АО и ОВ, 
'0 тк относятся к прямоугольникам, построен- 
ным на трапециях НАСМ и МВСМ, как 
прямоугольник, построенный на НО и ОМ, 
относится к ‚сумме прямоугольника, по- 
строенного на НО и ММ, с прямоугольни- 
ком, построенным на сумме 5 НМс = № 

7 и на МО. 

В самом деле, прямоугольники, построенные на параллелограмах АО 
и ОВ, так относятся к прямоугольникам, построенным на параллелограмах АМ 
и МС, как прямоугольник, построенный на НО и ОМ, относится 
к прямоугольнику, построенному на НМ и МО. Но прямоугольники, 
построенные на [фигурах] АМ и МС, так относятся к прямоугольникам, 
построенным на параллелограме АМ и трапеции ВММС, как [фигура] ОВ 
относится к трапеции ВММС, или как МО относится к сумме ММ с 5 МО, 
или как прямоугольник, построенный на НМ и МО, относится к прямо- 
угольнику, построенному на НМ и на сумме ММ с > МО. Ех аеадаай, пря- 
моугольники, построенные на АО и ОВ, так относятся к прямоугольникам, 
построенным на АМ и трапеции ВММС, как прямоугольник, построенный на 
НО и ОМ, относится к прямоугольнику, построенному на НМ и на сумме 
ММ с 5 МО, что и запомни. 

Кроме того, прямоугольники, построенные на [фигурах| АО и ОБ, 
так относятся ко всем квадратам ОВ, как прямоугольник, построенный на НО 
и ОМ, относится к квадрату ОМ, а все квадраты ОВ так относятся ко всем 
квадратам трапеции ВММС, как квадрат ОМ относится к сумме прямоуголь- 
ника, построенного на ОМ и ММ с Е квадрата МО; следовательно, ех аеднай, 
прямоугольники, построенные на АО и ОВ, так относятся ко всем квапратам 
трапеции ВММС, как прямоугольник, построенный на НО и ОМ, относится 
к сумме прямоугольника, построенного на ОМ и ММ, с - квадрата МО. Но 


3 
выше было доказано, что прямоугольники, построенные на АО и ОВ, так 


относятся к прямоугольникам, построенным на АМ и трапеции ВММС, как 
прямоугольник, построенный на НО и ОМ, относится к прямоугольнику, 


построенному на НМ и сумме ММ с и МО. Откуда, соШюеп@о, получаем, 
что прямоугольники, построенные на АО и ОВ, так относятся к сумме 
прямоугольников, построенных на [фигуре] АМ и трапеции ВММС, со всеми 
квадратами той же трапеции, т. е. к прямоугольникам, построенным на тра- 
пециях АНМС и ВММС, как прямоугольник, построенный на НО и ОМ, 
относится к сумме прямоугольника, построенного на НМ и на сумме ММ 


3 

1 
Но прямоугольник, построенный на НМ и сумме ММ с- М№О, можно раз- 
бить на два ирямоугольника: на прямоугольник, построенный на НМ и ММ, 


1 
С 5 МО, с прямоугольником, построенным на ОМи ММ, и с = квадрата МО. 


1 * 
и на прямоугольники, построенные на НМ и = МО. Если же соединить 
прямоугольник, построенный на НМ и М\, с прямоугольником, построенным 


на ОМ и МУ, то получится прямоугольник, построенный на всей НО и на 
ММ, и остается еще сумма прямоугольника, построенного на НМ и на 5 №0, 


1 
с з квадрата МО, т.е. с прямоугольником, построенным на МО и 5 №. Но 
1 


прямоугольник, построенный на НМ с „ МО, равновелик прямоугольнику, 


построенному на > НМ и на МО. Если соединить этот прямоугольник 
1 
с прямоугольником, построенным на МО из М№О, получим  прямоуголь- 


1 1 
ник, построенный на сумме > НМ с %3 № и на №; а следовательно, 
все вместе окажется разбитым на эти два прямоугольника: один, 


построенный на НО и МУ, и другой, построенный на сумме 5 НМ с > МО 
и на МО. Прямоугольник же, построенный на НО и ОМ, относится 
к сумме этих величин, как прямоугольники, построенные на АО и ОВ, 
относятся к прямоугольникам, построенным на трапециях АНМС и ВММС, 


что и требовалось доказать. 
СЛЕДСТВИЕ * 


сли принять, что ЕЕ равно ЕВ, и если на продолжении ЕВ 

отложить присоединяемую линию ЕР, а затем сложить ЕЁ с ЕМ 
п сумму МЕ взять за линию, присоединяемую к максимам абсцисс 
или к абсциссам какой угодно данной линии ВМ, то нетрудно 
доказать, что все линии параллелограма АО равны максимам 
абсцисс ВМ с присоединением МА, что все линии параллело- 
грама ВО равны максимам абсцисс ВМ с присоединением МЕ, что 
все линии трапеции АНМС равны всем абсциссам ВМ с присоедине- 
нием МЕ и что, наконец, все линии трапеции ВММС равны всем 
абсциссам ВМ с присоединением МЕ. Наглядным примером для 
`уяснения этого является прямая НО, которая отличается тем 
свойством, что вся она равна ВР, что НМ равна МА, а ММ 
равна МЕ. Выражение „равны“ в предыдущем утверждении следует 
понимать в том смысле, что всегда для какой угодно из линий, 
взятых в параллелограме АО, оказывается соответствующий. рав- 
ный ей отрезок на прямой ВИ; точно так же для какой угодно из 
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линий, взятых вуже указанных трапециях, можно найпш соответ- 
ствующий равный ей отрезок на прямой В7; это будет одна из 
абсцисс ВМ с присоединением МА или соответственно МЕ, — именно 
та из абсцисс, которая кончается в той точке, через которую 
проходит прямая, параллельная ОЕ, ци которая, будучи сравни- 
ваема с этой прямой, оказывается равной ей (в том же смысле 
надо понимать наши выражения, когда мы в других ‘местах гово- 
рим, ито все линии какой-либо фигуры — параллелограма, трапе- 
ции или треугольника — равны всем абсциссам, или максимам, или 
остаткам всех абсцисс какой-либо линии с присоединением или без 
присоединения какой-либо линии). Итак, прямоугольники, построен- 
ные на максимах абсцисс данной прямой ВМ с присоединением М2 
и на максимах абсцисс БМ с присоединением МЕ, так относятся 
к прямоугольникам, построенным на всех абсциссах ВМ с при- 
соединением МЕ и на всех абсциссах с присоединением МЕ, как 
прямоугольник, построенный на НО и ОМ, т. е. на ЕВ и ВЕ, 
относится к сумме прямоугольника, построенного на НО и ММ, 
с прямоугольником, построенным на сумме - НМ --з №О и нз №0, 
т. е. к сумме прямоугольника, построенного на В и МЕ, с прямо- 


угольником, построенным на сумме > 2Е с з МВ и на МВ. 


ТЕОРЕМА ХХХП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХИ 


сли на чертеже предыдущего предложения к линии ЕЕ 

в точке Е присоединить на ее продолжении какую-нибудь прямую 
линию, скажем, Е$, и провести недостающие линии так, чтобы полу- 
чился параллелограм ЕК, то, взяв за регулу 0$, можно доказать, 
что прямоугольники, построенные на параллелограмах АЕ и ЕК, так 
относятся к прямоугольникам, построенным на трапециях АРЕС и 
СЕК, как прямоугольник, построенный на ОЕ и Е$, относится 


к сумме прямоугольника, построенного на РЕ ина сумме $Е с- ЕЕ, 
с прямоугольником, построенным на ЕЁ и сумме с ЕЁ с + Е$. 


Прямоугольники, построенные на 
[фигурах| АЕ и ЕК, относятся к прямо- 
угольникам, построенным на АЕ и трапеции 
СЕЗК, как [фигура] (ЕК к трапеции СЕЗК, 
т. е. как ЕЗ к сумме 5Е > ЕЕ, или, взяв 
РЕ за общую высоту, как прямоугольник, 
построенный на РЕ и Е$, к прямоуголь- 
нику, построенному на РЕ и сумме 5 
с > ЕЕ, что и запомни. 7 

Далее, прямоугольники, построенные 

7 на [фигурах] АЕ и ЕК, так относятся к пря- 
моугольникам, построенным на [фигурах] ВЕи 

ЕК, как прямоугольник, построенный на РЕ и Е$, к прямоугольнику, построен- 
ному на ЕГ и Г$. Точно так же прямоугольники, построенные на [фигурах] ВЕ и 


ЕК, относятся к прямоугольникам, ПОТЕРИ и треугольнике ВЕС и трапе- 
ции СЕЗВ, как Е5$ относится к сумме = Зе РЕ, т. е. (ели ЕЕ взжта 
за общую высоту) опи относятся, как прямоугольник, построен на ЕЕ 
и Е5, относится к прямоугольнику, построенному на ЕЁ и сумме = ЕЕ Сы `Е5. Ех 


асдцай, прямоугольники, построенные на [фигурах] АЕ и ЕК, так относятся 
к прямоугольникам, построенным на треугольнике ВЕС и трапеции СЕЗЮВ, 
как прямоугольник, построенный на РЕ и ЕЗ, относится к прямоугольнику, 
построенному на ЕЁ и сумме г ЕЕ с 5 Е$. Но мы видели, что эти прямо- 
угольники, построенные на [фигурах] АЕ и ЕК, так относятся к прямоуголь- 
никам, построенным на [фигуре] АЕ и трапеции СЕЗКЮ, как тот же прямо- 
угольник, построенный на РЕ и Е$, относится к прямоугольнику, построен- 
ному на РЕ и сумме ЗЕ ЕЕ. Итак, соШееп@ао, получим, что прямо- 
угольники, построенные на АЕ и ЕК, так относятся к сумме прямоуголь- 
ников, построенных на [фигуре] АЕ и трапеции СЕЗК, с прямоугольниками, по- 
строенными на треугольнике ВЕС и на той же трапеции СЕЗК, т.е. к прямоуголь- 
никам, построенным на трапеции АРЕС и трапеции СЕЗК, как прямоугольник, 
построенный на РЕ и Е$, относится к сумме прямоугольника, построенного на ОЕ, 


и сумме ЗЕ с > ГЕ, с прямоугольником, построенным на ЕЁ и сумме = ЕЕ 
с > Е$, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ * 


Па ЕЕ равным ЕВ, мы без труда обычным способом дока- 

жем, что все линпи трапеции АРЕС равны остаткам всех 
абсцисс ВЕ, откладываемих от Е с присоединением ЕЙ; все линии 
трапеции СЕЗЮ равны всем абсциссам ЕВ с присоединением прямой 
линии, равной Е5, отложенной от В, как, например, ВУ; все линии 
[фигуры] АЕ равны стольким прямым, равным присоедиченной 
прямой 2Е, сколько есть всех абсцисс ВЕ; все линии [фигуры] ЕЮ равны 
максимам абсцисс ЕВ с присоединением ВУ. Поэтому прямо- 
угольники, построенные на этих линиях, будут также равны пря- 
моугольникам, построенным на указанных трапециях и параллело- 
грамах. Поэтому, если дана какая угодно линия УЁ и она раз- 
делена каким угодно образом в двух точках В и Е, то очевидно, 
что прямоугольники, построенные на стольких линиях, равных ПЕ, 
сколько есть всех абсцисс пли максим абсцисс ЕВ, и на максимах 
абсцисс ЕВ с присоединением ВУ, так относятся к прямоуголь- 
никам, построенным на остатках всех абсцисс ВЕ с присоедине- 
нием Ей. и на всех абсциссах ЕВ с присоединением ВУ, как прямо- 
угольник, построенный на РЕ и Е$, относится к сумме прямо- 
угольника, построенного на ОЕ и сумме $Е и; ЕЕ с прямоугольни- 


ком, построенным на ЕЁ и сумме = ЕР с 5 Е$, т. е. как прямо- 
угольник, построенный на ГЕ ци ЕМУ, ` являющийся одним из 
прямоугольников, равных максимам*, к сумме прямоугольника, 
построенного на ГЕ, и сумме УВ с х ВЕ, с прямоугольником, пост- 
роенным нл ЕВ, и сумме х ЕВ съ ВИ. За регулу в здесь следует 
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взять 05, а нод абсциссами, остатками и максимами абсцисс сле- 
дует подразумевать как здесь, так и в сказанном выше и последую- 
щем, если не оговорено противное, как прямые перпендикулярного, 
так и наклонного прохождения, именно перпендикулярного в том 
случае, когда параллелограмы прямоугольны, наклонного в том 
случае, когда они не прямоугольны; см. соответствующие опре- 
деления. 


'ТЕОРЕМА ХХХШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХШ 


и даны две какие угодно фигуры и в каждой из них за 

регулу принята какая угодно прямая, то все квадраты этих 
фигур, взятых по этим регулём, так относятся, как какие угодно 
тела одинакового строения между собой, произведенные из этих 
фигур по тем же регулам. 

Пусть даны две какие угодно фигуры АВС и ШЕЕ, в кото- 
рых взяты за регулы две какие угодно прямые ВС и ЕЁ. Я утверждаю, что 
все квадраты фигуры АВС, взятые по регуле ВС, так относятся ко всем 
квадратам фигуры РЕЕР, взятым по регуле ЕЁ, как тело одинакового стрсения, 
произведенное из фигуры АВС по регуле ВС, относится к телу одинако- 
вого с ним строения, произведенному из фигуры РЕЕ по регуле ЕР. 

Проведем в одном из этих тел, как, например, в РЕЁЕ, какую угодно 
прямую НМ, параллельную регуле ЕЁ. Так как отношение квадратов друг 
к другу равно двойному отношению тех сторон, на которых они построены, 
то отношение квадрата ЕЁ к квадрату НМ будет равно двойному отноше- 
нию ЕЁ к НМ. Но и отношение каких угодно двух 


д О других подобных фигур, построенных на этих пря- 
нг— м мых как на сходственных линиях или сторонах, 
В с; Е равно двойному отношению этих прямых. Следова- 


тельно, квадрат ЕЁ так относится к квадрату НМ, как 
какая угодно другая фигура, построенная на ЕЁ, 
относится к подобной ей фигуре, построенной на НМ, если только ЕЕ 
и НМ сходственные прямые этих фигур. Регищап4о, получим, что квадрат 
ЕЕ так относится к другой фигуре, построенной на ЕЁ, как квадрат НМ 
относится к другой указанной выше. нодобной фигуре, построенной на 
НМ. Таким же способом мы покажем, что сказанное верно и для квадрата 
какой угодно прямой, проведенной в фигуре РЕЕ параллельно ЕЁ. Но 
одно к одному относится, как все ко всем, т. е. квадрат ЕЕ так 
относится к какой угодно другой фигуре, построенной на ЕЁ, как все ква- 
драты фигуры РЕЁ, взятые по регуле ЕЕ, относятся ко всем подобным 
фигурам той же фигуры РЕРГ, взятым, как по регуле, по той же ЕЁ, при- 
чем они должны быть, разумеется, подобны фигуре, построенной на ЕЁ. Но 
квалрат ЕЕ так относится к фигуре, построенной на ЕЁ, как квадрат ВС 
относится к фигуре, построенной на ВС и подобной той, которая построена 
на ЕЁ, если только прямые, на которых построены эти фигуры, являются их 
сходственными прямыми. Квадрат же ВС должен так же относиться к фи: 
гуре, построенной на ВС, ‘как все квадраты фигуры АВС, взятые по ре- 


гуле ВС, относятся к каким угодно всем фигурам той же фигуры АВС, 
причем, разумеется, они должны быть подобны фигуре, построенной на ВС 
или на ЕЁ; это можно доказать тем же способом, каким мы доказали это 
для фигуры РЕЕ. Итак, все квадраты фигуры АВС так относятся ко всем 
другим подобным фигурам той же фигуры АВС, как все квадраты фи- 
гуры РЕЕ относятся ко всем фигурам [фигуры] РЕЁ, подобным указанным 
выше и взятым по указанным выше регулам ВС и ЕЁ. Следовательно, 
репишап4о, получим, что все квадраты фигуры: АВС будут так относиться 
ко всем квадратам фигуры ОЕЁ, как какие угодно все подобные фи- 
гуры АВС ко всем фигурам [фигуры] РЕЕ, подобным указанным выше. Но 
так как все подобные фигуры какой-либо фигуры, взятые по какой- 
либо регуле, являются всеми плоскостями тела, которое называется телом 
одинакового строения, произведенным из этой фигуры по той же регуле, 
то какие угодно все подобные фигуры АВС, взятые по регуле ВС, так 
относятся ко всем подобным фигурам фигуры `РЕЕ по регуле ЕЁ, причем 
они, разумеется, подобны первым фигурам, или, что то же, все квадраты фигуры 
АВС, взятые по регуле ВС, так относятся ко всем квадратам фигуры РЕК, взятым 
по регуле ЕЁ, как все плоскости какого угодно тела одинакового строения, 
произведеного из фигуры АВС по регуле ВС, ко ‘всем плоскостям тела 
одинакового строения, произведенного из фигуры РЕЕ по регуле ЕЕ. Но 
все плоскости двух тел относятся друг к другу, как эти тела; следова- 
тельно, и тела одинакового строения, произведенные из фигур АВС 
и РПЕЕ (эти тела будут одинакового строения и между собой, так 
как все подобные фигуры [фигуры] АВС подобны также всем подобным 
фигурам [фигуры] РЕЁ) по регулам ВС, ЕЁ будут относиться друг к другу, 
как все квадраты этих фигур, взятых по тем же регулам, что и требова- 
лось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 1 


тсюда ясно следующее. Пусть в какой угодно фигуре АВС на 

регуле ВС построены 0ве какие угодно фигуры; одна изэтих по- 
строенных фигур так относится к другой, как все фигуры АВС, 
подобные одной из построенных фигур, относятся ко всем фигурам 
той же фигуры, подобным другой из построенных фигур, т. е. как 
все плоскости тела одинакового строения, произведенного из фи- 
гуры АВС по регуле ВС (подобные одной из фигур, построенных на 
фигуре АВС), относятся ко всем плоскостям тела одинакового 
строения, произведенного из той же фигуры по той же регуле 
(п2добные другой из фигур, построенных на [фигуре] АВС), иными 
словами, как тела ‘одинакового строения, произведенные из той же 
фигуры АВС по общей регуле ВС, причем они не одинакового строе- 
ния между собой, но все плоскости их являются всеми подобными 
фигурами той же фигуры АВС, причем, разумеется, плоскости 
одного из этих тел подобны одной из построенных на ВС фигур, 
а плоскости другого из них подобны другой из построенных 
фигур. 
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СЛЕЛСТВИЕ П 


| 00 вытекает следующее. Пусть даны тела одинакового строе- 

| ния, но не одинакового между собой, произведенные, например, фи- 
гурами АВС пи ЕЕ по резулам ВС и ЕЁ, на которых построены 
две фигуры, не подобные друг другу; пусть построены фигуры, 
подобные этим, которые мы называем всеми плоскостями ука- 
занных тел одинакового строения. Эти тела будут относиться 
друг к другу, как не подобные друг другу фигуры, построенные на 
ВС и ЕЕ. В самом деле, тело одинакового строения, произведенное 
из фигуры РЕР по регуле ЕР, так относится к телу одинакового 
с ним строения, произведенному из фигуры АВС по регуле ВС, как 
фигура, построенная на ЕЁ, относится к подобной ей фигуре, 
построенной на ВС*. Гочно так же и тело одинакового строения, 
произведенное из фигуры АВС по регуле ВС, так относится к телу 
одинакового строения, но не [одинакового строения] с ним, пропз- 
веденному из той же фигуры по той же регуле ВС, как фигура, 
построенная на ВС, подобная построенной на ЕЁ, относится к не 
подобной ей фигуре, построенной на той же ВС (этим не подобным 
| между собою фигурам подобны те фигуры, которые называются 
ссеми плоскостями тела одинакового строения, произведенными 
из той же фигуры АВС по общей регуле ВС). Итак, ех аедиай, 
тело одинакового строения, произведенное из фигуры РЕГ, так 
относится к телу одинакового строения, но не одинакового строе- 
ния с ним, произведенному из фигуры АВС (они произведены, разу- 
меется, по регулам ЕЁ и ВС), как фигура, построенная на ЕЁ, ко- 
торой подобны фигуры этого тела, относится к фигуре, построен- 
ной на ВС и не подобной первой, которой подобны фигуры, произ- 
веденные из фигуры ВАС по регуле ВС. 


ТЕОРЕМА ХХХ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ 


ела одинакового строения, произведенные из параллелограмов по 
одной из их сторон, как по регуле, суть цилиндрики; а тела одина- 
кового строения, произведенные из треугольников по одной из его 
сторон, как по регуле, суть коники. Основаниями этих тел будут 
фигуры, построенные на регулах, а сторонами — стороны тех же парал- 
лелограмов или треугольников, примыкающие к регулам. 
Пусть дан какой угодно параллелограм АС или треугольник ЕСН, 
у которых за регулы взяты стороны ВС и СН. Я утверждаю, что всякое тело 
одинакового строения, произведенное из параллелограма АС (по регуле ВС), 
есть цилиндрика, основанием которой будет фигура, построенная на ВС, 
а стороной — любая из сторон АВ или ГС, примыкающая к регуле ВС; 
равным образом, тело, произведенное из треугольника ЕСН по регуле СН, 
есть коника, основанием которой будет фигура, построенная на СН, 
а стороной — любая из двух сторон ЕС и ЕН, примыкающих к регуле СН. 
270 Построим на регулах ВС и СН какие угодно фигуры ВСЕ и СНР, обра- 
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зующие равные углы с плоскостями АС и ЕСН; затем по обводу Ффи- 
гуры ВСЕ пусть перемещается сторона АВ; пусть сторона ЕХ равна ей 
и.пусть эта прямая точкой А описывает обвод фигуры АХГ. Пусть точно 
так же по обводу фигуры ОНР перемеша- \ 

ется одна из двух сторон — Е или ЕН, — А [Е Е 
продолжениая на неограниченное расстояние 
в сторону фигуры @НР, и пусть частью ее, за- 
ключенной между Е и точкой Р, окажется 
ЕР. Тело, ограниченное пилиндровидной В 
поверхностью, описанной стороной АВ и | 

двумя фигурами АГХ и ВСЕ, будет, оче- 

видно, цилиндрикой, а тело, ограниченное "Е р 

конусообразной поверхностью, описанной одной из сторон ЕС или ЕН, про- 

полженной неограниченно, и фигурой @НР, будет коникой. Я утверждаю, 

что тело одинакового строения, произведенное из фигуры АС по регуле ВС, 

все плоскости которого суть все фигуры [фигуры] АС, подобные фигуре ВСЕ, 

ссть эта же цилиндрика АСЕ. В самом деле, любая из тех фигур, которые РИ ЕЕ 
называются всеми подобными фигурами параллелограма АС по регуле Вх 
(подобными, разумеется, фигуре ВСЕ), не только подобна, но и сходственно 

расположена © [фигурой] ВСЕ, причем она построена, как на стороне, на 

прямой, сходственной с ВС. Значит, периметр ее будет находиться на цилин- 

дровидной поверхности, описанной стороной АВ. В самом деле, пусть какая- 

либо часть этого периметра будет внутри или вне линии пересечения такой 

взятой нами фигуры © нилиндровидной поверхностью. Эта линия пересече- 

ния будет периметром фигуры, подобной и подобно расположенной с ВСЕ 

(так как если цилиндрика рассечена плоскостью, параллельной основанию, 

то образующаяся в нем фигура будет подобна и подобно расположена СЛЕ. ИЗХИ 
с основанием); следовательно, мы будем иметь две фигуры, построенные на 

одной и той же сходственной стороне, подобные, равные и сходственно 
расположенные и в 10 жЖ время не совпадающие, что нелепо. Итак, СЛЕД. из хх 
эти фигуры должны совпасть; значит, взятая нами фигура, являющаяся | 

одной из фигур, Которые мы называем всеми фигурами параллелограма АС, 

подобными ВСЕ и взятыми по регуле ВС, и в то же время одной из фи- 

гур, которые мы называем всеми плоскостями тела одинакового строения, 
произведенного из АС по регуле В©, будет в то же время одной ИЗ 

тех фигур, которые мы называем всеми плоскостями цилиндрики АСЕ 

по регуле ВСЕ. То же можно аналогичным образом доказать и для прочих 

плоскостей; следовательно, тело одинакового строения, произведенное из АС 

по регуле ВС, и цилиндрика АСЕ будут иметь все плоскости (взятые по 

регуле ВСЕ) общими. Итак, тело одинакового строения, произведенное 

из АС по регуле ВС, будет тождественно © цилиндрикой АСЕ, осно- 

званием которой служит фигура ВСЕ, а стороной — одна из сторон АВ 

или Г.С. Рассуждая таким же путем, как в предыдущем случае, мы докажем 

также, что тело одинакового строения, произведенное из треугольника ЕСН 

по регуле СН, тождественно с коникой ЕСНР, сторона которой — одна 

из сторон Е@ или ЕН, а основание — фигура ОНР. 271 


ОПР. Ш 
Н и кН. 1 


ОПР. [\, В 


КН. 1 


ХШ КН. | 
ХХЕ КН. [1 СО 
С 


СЛЕД. 


272 


СЛЕДСТВИЕ 1 


тсюда ясно, что, если фигуры, построенные на ВС и СН, — круги, 

то тело одинакового строения, произведенное из АС, будет цилин- 
дрэм, а тело, произведенное из треугольника ЕСН, — конусом, либо 
прямым, либо наклонным. Если же построенные фигуры будут прямо- 
линейными, то тело, произведенное из АС, будет призмой, а про- 
изведенное из ЕСН — пирамидой, или прямой, или наклонной. Все 
прочие же тела я объединяю под названием тел одинакового 
строения, произведенных из тех же фигур по регулам, в данном 
случае по ВС и СН.. 

СЛЕДСТВИЕ П 


Вы внутри треугольника ЕН проведем какую угодно прямую, 

параллельную (СН, например ОБ отсекающую от треугольникаЕСН 
трапецию ОН, то мы тем же способом, что и выше, докажем, 
что тело одинакового строения, произведенное из трапеции ОН пб 
регуле (СН, есть усеченное тело одинакового строения, произведен- 
ное из треугольника ЕСН по той же регуле, т. е. коника ЕСНР, 
но усеченная, — именно: усеченный конус в том случае, когда фигура, 
построенная на СН, есть круг, или же усеченная пирамида, прямая 
или наклонная, в том случае, когда указанная Фигура прямолиней- 
ная. Все это можно 6гз труда доказать. 


СЛЕДСТВИЕ Ш 


аконец, очевидно и обратное: представим себе, что какая угодно 

цилиндрика или коника, или такое же тело, но усеченное, рас- 
сенено плоскостью, проходящей через сторону; что фигура, образуе- 
мая этой секущей плоскостью в рассеченном теле является, образую- 
щей фигурой, на которой построены подобные фигуры, что эти бби- 
гуры образуют тела одинакового строения, произведенные из тех же 
образующих фигур по линиям пересечения секущих плоскостей 
с основаниями, как по регулам (этими образующими фигурами 
будут в цилиндриках параллелограмы, в кониках — треугольники, 
в усеченных кониках — трапеции). Тогда справедливо утверждение, 
что какое угодно тело одинакового строения, образованное из па- 
раллелограма по одной из сторон, как по регуле, есть цилиндрика; 
тело, образованное из треугольника по одной из сторон, как по 
регуле, есть коника; тело, образованное из трапеции, есть усечен- 
ная коника. И, наоборот, всякая цилиндрика есть тело одинакового 
строения, произведенное из параллелограма, образуемого в нем пло- 
скостью, проведенной через стороны тела, и притом произведенное 
по линии пересечения этой плоскости с основанием цилиндрики, 
ках по регуле. Точно так же всякая коника есть тело одинакового 
строения, произведенное из треугольника, образуемого в нем прове- 
дениги плоскости через стороны тела, и притом произведенное по 


линии пересечения этой плоскости с основанием указанной концки, 
‹ак по регуле; всякая же усеченная коника есть тело ‘одинако- 
вого строения, произведенное из трапеции, образуемой в нем про- 
ведением плоскости через стороны этого усеченного тела п притом 
произведенное по линии пересечения этой плоскости с одним из 
оснований тела, как по регуле. Итак, можно либо согласно опре- 
делению МШ этой книги исходить из того, что построены все фи- 
гуры, подобные тем, которые построены на основаниях указанного 
параллелограма и треугольника, и представлять себе, что тело 
возникло таким образом, причем эти фигуры будут его всеми пло- 
скостями; либо можно представить себе, что сторона указанного 
параллелограма или треугольника, продолженная на неограничен- 
ное расстояние, вращается по обводу фигур, построенных на осно- 
вании, так что получается тело, ограниченное этой поверхностью 
и основанием или основаниями. В обоих случах мы получим одно 
п то же тело; первый способ можно называть образованием тел 
путем построения фигур на основаниях, второй — образованием 
тел путем вращения. Я прибавил это разъяснение для большей 
ясности, дабы из него стало так или иначе очевидно, что и для 
иногих иных тел можно себе представить их образование и тем 
и иным образом: как, например, в случае шара, эллипсойда, парабо- 
лопда, гиперболоида этих же тел, но усеченных, и весьма многих 
других, на что б)дет обращено внимание в своем месте. 


А. ЧАСТЬ ПЕРВАЯ (ОБЩАЯ) СЛЕДСТВИЯ 1\ 


ак было показано в предложении ХХХШ этой книги, все 

квадраты двух фигур, взятые по данным регулам, так относятся 
друг к другу, как тела одинакового строения, произведенные из 
этих же фигур по тем же регулам. Поэтому после того как 
в предложениях этой книги было найдено отношение всех квадра- 
тов параллелограмов или треугольников, или трапеций, взятых по 
их сторонам, как по регулам, нетрудно понять, что то же отно- 
шение будут иметь тела одинакового строения, произведенные из 
параллелограмов, т. е. цилиндрики, или из треугольников, т. е. 
коники, или из трапеций, т. е. усеченные коники, притом произве- 
денные по тем же регулам. Все это мы и освещаем подробнее 
в дальнейших частях этого следствия, где мы снова возвращаемся 
х относящимся сода теоремам. 


В. ЧАСТЬ ВТОРАЯ 


 — себе, исходя из предложения ПХ (см. снова приложен- 
ный к нему чертеж), что на основаниях СМ и МН построены 
подобные фигуры, именно ОМК и МТН$, причем СМ и МН 
являются их сходственными линиями или сторонами; пусть эти 
фигуры образуют равные углы с плоскостями АМ и МС; пусть на 
них, как на основаниях, построены цилиндрики АМ и ВН, стороны 
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ПРЕДЫДУ- : | я - . ь 
ШЕЕ СЛ. и Которых.АС и СН. Эти цилиндрики будут, очевидно, телами оди 


накового строения, произведенными из параллелограмов АМ п МС 
ув Е по регулам @М п МН. Все квадраты этих 
тел относятся, как квадраты. оснований СМ 
и МН; следовательно, цилиндрики АМ в МС 
И будут относиться, как квадраты оснований 

СМ и МН, т. е. как подобные фигуры ОТМВР 
ц МЗНТ. Итак, цилиндрики, имеощие ту же высоту и подобные 
основания, относятся, как основания. 


В Т 


С. ЧАСТЬ ТРЕТЬЯ 


К из предложения Х и рассуждая сходным образом, мы д0- 

кажем, что цилиндрики, имеощие те же цли подобные п равно- 
великие основания, относятся, как высоты или как стороны, одина- 
ково наклоненные к их основаниям. 


р. ЧАСТЬ ЧЕТВЕРТАЯ 


сходя из предложения Х1, мы придем к выводу, что отношение 

друг к другу цилиндрик равно сложному отношению, составлен- 
ному из отношений оснований и высот, или оснований и сторон, обра- 
зующих равные углы с основанием. 


Е. ЧАСТЬ ПЯТАЯ * 


сходя из предложения ХИ, мы докажем, что цилиндрики, у ко- 

торых основания подобны и обратно пропорциональны. высотам 

нли сторонам, образующим равные углы с основаниями, равновелики 

и, наоборот, равновеликие цилиндрики, имеющие подобные основа- 

ния, имеют основания, обратно пропорциональные либо высотам, 
либо сторонам, образующим равные углы с основаниями. 


Е. ЧАСТЬ ШЕСТАЯ 


ря из предложения ХШ, мы получим, ито отношение подоб- 


ных цилиндрик расно тройному отношению их сходственных 
сторон. 


С. ЧАСТЬ СЕДЬМАЯ 


сходя из предложения МУ, мы докажем, что даже ц в том 

случае, когда указанные цилиндрики имеют основания, не подобные 
друг другу, все указанные выше’ свойства остаются для них верными 
(за исключением следствия о подобных цилиндриках, так как такие 
тела необходимо должны иметь и основания подобными). 


Н. ЧАСТЬ ВОСЬМАЯ 


оС из предложения ХХИ (см. приложенный к нему чертеж) 
мы получаем, что тело одинакового строения, произведенное из 
274 параллелограма А$ по регуле Е5, так же относится к телу оди- 


накового строения, произведенному из треугольника ОЕ$, как тело 
одинакового строения, произведенное из параллелограма ТВ по регуле 
23, относится к телу одинакового строения, произведенному из тре- 
угольника &78; например, цилиндрика, произведенная из А5, так отно- 
сится к конике, произведенной из треугольника ОЕ$, как цилино- 
рика, произведенная из [фигуры] ТЗ, относится. к конике, произведенной 
из треугольника &73. Итак, поскольку коники оказываются пропор- 
циональными частями цилиндрик, имеющих ту же высоту, что 
п они, те выводы, которые были сделаны в частях 2, 3,45 6и7 
для цилиндрик, мы можем считать доказанными и для коник. 


1. ЧАСТЬ ДЕВЯТАЯ 


Идя из предложения ХХП\У, мы получим, что всякая цилинод- 
рика в три раза больше коники,` имеющей с ней то же основание 


и ту же высоту. Пусть дана какая угодно цилиндрика АЕ, имеющая 
основанием ОНЕЕ, и пусть на том же основа- 


ний и на той же высоте построена коника 
РВЕЁ, таким образом расположенная по отно- 
шению к основанию, что, если провести плос- 
кость через стороны коники, она пропдет и че- 
рез стороны цилиндрики АЕ. Проведем такую 
плоскость, ц пусть она образует в конике ОВЕ р ( 
треугольник ОБЕ, а в цилиндрике АЕ параллело- | 
грам АЕ. Тогда [фигура] АЕ и треугольник БВЕ [-. 

будут образующими фигурами тех тел, которые называются 
телами одинакового строения друг с другом, произведенными по 
общей регуле ОЕ. Тело, произведенное из [Фигуры] АЕ, так отно- 
сшиися к телу, произведенному из треугольника ОВЕ, как все ква- 
драты [фигуры] АЕ относятся ко всем квадратам треугольника 
РВЕ, взятым по регуле ОЕ, т. е. как З к 1. Но тело одинако- 
вого строения, произведенное из [фигуры] АЕ по регуле РЕ, фи- 
‘уры которого подобны фигуре ОЕЕН, и есть цилиндрика АЕ. 
а тело одинакового строения, произведенное из треугольника ОВЕ 
по регуле РЕ, фигуры которого равным образом подобны фигуре 
ОЕЕН, есть коника ОВЕ. Итак, цилиндрика АЕ в три раза больше 
коники ОВЕЁ, а следовательно, в три.раза больше и любой другой 
коники, построенной на том же основании ОЕЕН и высоте, что 
и РВЕ, ибо (как доказано уже выше) коники, имеющие одну и 
ту же высоту, относятся, как основания, а следовательно, если 


основания равновелики, то равновелики и коники, а следовательно, 
наше утверждение верно. 


К. ЧАСТЬ ДЕСЯТАЯ 


сходя из предложения ХХУП, мы получим, что тела одинако- 


в0го строения равновелики друг другу, если они произведены из тра- 
пеций, инеющих общим одно из оснований (каковым является одна 
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из параллельных сторон) и высоту, и если основания их, парные 
с общим основанием, равны между собой и если, наконец, эти, тела 
произведены по основанию, как по общей регуле. Иными словами, 
усеченные коники, парные основания которых суть фигуры, построен- 
ные на параллельных сторонах указанных трапеций, равновелики, 


Г... ЧАСТЬ ОДИННАДЦАТАЯ * 


® взять две сходственные прямые на парных основаниях усеченной 

коники, то, исходя из предложения ХХУШ, получим, что цилинд- 
рика, имеющая то же основание и высоту, что и усеченная коника, 
относится к этой усеченной конике, как квадрат большей из этих 
сходственных прямых к сумме прямоугольника, построенного на этих 
сходственных прямых, с з. квадрата разности этих же сходственных 
прямых. Пусть дана цилиндрика АС, ицмею- 
щая основанием какую угодно фигуру ВС. 
Пусть на том же основании построена усе- 
ченная коника ЕВС, имеющая ту же высоту 
ни отличающаяся тем свойством, что если 
провести плоскость через стороны цилиндрики 
АС, то она пройдет через стороны усеченной коники ВЕГС. Пусть 
проведена такая плоскость и пусть она образует в цилиндрике АС 
параллелограм АС, а в усеченной конике ВЕГС трапецию ВЕГС. 
Прямые БС и ЕГ будут сходственными между собой линиями парных 
оснований усеченной коники; цилиндрика АС есть тело одинакового 
строения, произведенное из АС по регуле БС, а усеченная коника 
ЕБС! есть тело одинакового строения с первым и произведенное 
из трапеции ЕВСГ. Эти тела одинакового строения так относятся 
друг к другу, как относятся друг к другу все их квадраты, а все 
квадраты АС по регуле ВС так относятся ко всем квадра- 
там трапеции ЕВС! по той же регуле, как квадрат ВС к сумме 
прямоугольника, построенного на ВС и Е|, с = квадрата разности 
тех 2эе линий. Следовательно, цилиндрика АС так относится 
к усеченной конике ЕВС, равно, как и к какой угодно другой конике, 
имеющей то же основание и ту же высоту (поскольку такая‘ ко- 
ника равновелика телу ЕВСП, как квадрат вс относится к сумме 
прямоугольника, построенного на ВС и ЕТ, с = квадрата разности 
этих же величин ВС и Е! которые а сю собой какие 
угодно сходственные прямые двух парных оснований Е1 и ВС, так 
как плоскость, пересекающая эйш тела, проведена как угодно, с 
единственным условием, чтобы она прошла через стороны этих тел. 


М. ЧАСТЬ ДВЕНАДЦАТАЯ * 


тсюда ясно, что если на той же фигуре ВС как на основании и при 
той же высоте, что и у усеченной коники, т. е. что и у цилиндрики 

АС, построена коника ВОС, то это тело равновелико т ИНО 
рики, и поэтому оно относится к усеченной конике ЕВС, как = 3 квад- 


рата ВС к сумме прямоугольника, построенного на ВС и ЕЁ 
с + квадрата разности ВС и Ер т.е. как целый квадрат ВС от- 
носится к сумме прямоугольника, построенного на ВС и утроенном 
Е|, с целым же квадратом разности тех же величин ВС и Е! Обрати 
внимание, насколько плодотворнее это. доказательство, чем то, 
которое дают другие, показывающие, что цилиндр в три раза больше 
конуса, а призма в три раза больше пирамиды, имеющей то же 
основание и ту же высоту, что и она; в самом деле, наше дока- 
зательство распространяется на столь же многие п столь же 
разнообразные тела, сколько существует различных типов фигур, 
а разнообразие этих типов не может быть ограничено никаким 
определенным числом. Всеобщность такого рода доказательств мы 
покажем на других фигурах, которые мы будем рассматривать 
ниже. Это станет яснее из дальнейшего. 


№ ЧАСТЬ ТРИНАДЦАТАЯ 


аконец, исходя из предложения ХХХ и его следствия, мы убе- 

димся, что тела одинакового строения, произведенные из одного 
п того же параллелограма или из одного и того же треугольника по 
одной и другой из сторон, образующих угол, как по регулам, т. е. 
цилиндрики, произведенные из одного и того же параллелограма, 
и коники, произведенные из одного и того же треугольника по ука- 
занным регулам, относятся друг к другу, как эти регулы. 


ТЕОРЕМА ХХХУ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ * 


Построенный на каком-либо прямоугольнике, как на основании, 
параллелепилед, высотой которого служит некоторая прямая линия, 
равен [сумме] параллелепипедов, имеющих основаниями тот же пря- 
моугольник, а высотами какие угодно части, на которые может быть 
разделена высота. Если же представим себе, что прямоугольник, слу- 
жащий основанием, разделен каким угодно образом на какое угодно 
число прямоугольников, то указанный параллелепипед будет равен 
[сумме] параллелепипедов, имеющих высотами отдельные части вы- 
соты, а основаниями — отдельные части основания. 

Пусть дан прямоугольный параллелепипед АР, основание которого — 
прямоугольник ТН--предполагается в данном случае неразделенным, а высота 
ОТ разделенной каким угодно образом на какое угодно число частей, на- 
пример, 05, 5Т. Я утверждаю, что параллелепипед АР равен сумме 
параллелепипеда, имеющего высотой 0$ и основанием ТН, с параллелепипедом, 
имеющим высотой 5Т и основанием ТН. Проведем через точку $ плоскость, 
параллельную основанию ТН, которая образует в параллелепипеде прямо- 
угольник, например 56. Тогда АМ и МР — параллелепипеды, из которых АМ 
имеет высотой 0$ и основанием $(, или, что то же, ТН (так как $ и ТН 
подобные и равные фигуры), а МР — высотой $5$Т и основанием ТН. 
Но, поскольку целое равно сумме своих частей, параллелепипед АР, имеющий 
высотой ОТ, а основанием ТН, равен сумме параллелелипедов АМ и’ МР. 
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Итак, параллелепипед, имеющий высотой ШТ, а основанием ТН, равен 
сумме параллелепипедов, из которых у одного высота 0$, а основание ТН, 
У другого высота $Т, основание ТН. 

Пусть теперь основание ТН разделено каким угодно образом на какое 
угодно число прямоугольников, например, ТУ, УР. Я утверждаю, что парал- 

- С лелепипед с высотой РТ и основанием ТН 
равен сумме параллелепипедов: с высотой О5, 
основанием ТУ; с высотой 0$, основанием УР; 
с высотой УТ, основанием ТУ; с высотой $Т, 
основанием УР. Проведем через прямую ОУ 
плоскость, параллельную плоскостям ОХ и ЕН. 
Пусть она образует в параллелепипеде АР пря- 
моугольник Е\У\У, в параллелепипеде АМ пря- 
моугольник ЕО; а в параллелепипеде МР пря- 
моугольник КУ. Плоскостью Е\У параллелепи- 
педы АМ и МР разделяются на параллелепи- 
педы АК, ВМ, МО, ОР, и весь параллелепипед 
АР равен параллелепипедам АК, ВМ, М№О 
и ОР. 

Параллелепипед АВ имеет высоту РЪ, 
основание 5О, или, «то то же, высоту Б5$, 
основание ТУ; параллелепипед ВМ имеет вы- 
соту ЕК, основание КС, или, что то же, высоту 
0$, основание ОН; параллелепипед МО имеет 
высоту ЭТ, основание ТУ; параллелепипед ОР имеет высоту КО, основание 
ОН, или, что то же, высоту ЗТ, основание ОН. Итак, параллелепинед АР, 
т.е. параллелепипед с высотой ОТ и основанием ТН, равен сумме параллеле- 
пипелов с высотой 05, основанием ТУ; с высотой 0$, основанием УР; с высотой 
ЭТ, основанием ТУ; с высотой $Т, основанием ОН, т. е. сумме параллелепипедов, 
построенных на отдельных частях высоты и отдельных частях основания. 


СХОЛИЯ * 


сли три прямые образуют один из пространственных углов парал- 

леленипеда, причем каждые две из этих прямых перпендикулярны 
друг к другу, то я называю параллелепипед построенным на трех 
прямых* или же на одной из них и на прямоугольном параллело- 
граме, имеющем сторонами остальные две. Следовательно, буду 
ли я говорить „параллелепипед, построенный на такой-то прямой 
линии и таком-то прямоугольнике“ пли „на таких-то трех прямих 
линиях“, я в обоих случаях буду иметь в виду параллелепнипед, имею- 
щий пространственный угол, образованный из трех прямых углов; 
такое выражение и применяется мною при доказательстве теорем. 
Отсюда ясно, что из трех прямых, между которыми заключен парал- 
лелепипед, я могу взять за высоту какую угодно, а прямоугольник, 


278 построенный на остальных двух, принимать за основание. 


ТЕОРЕМА ХХХУ!. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ\* 


В. прямая линия разделена каким угодно образом в какой-либо 

точке, то параллелепипед, имеющий высотой всею линию, а_основа- 
нием — квадрат одной из образовавшихся частей, равен паралле- 
лепипеду, имеющему эту часть высотой, а основанием — прямоуголь- 
ник, одна сторона которого — вся линия, а другая — эта часть. Тот 
же параллелепипед (имеющий высотой всю линию, а основанием — ква- 
драт указанной части), будет равен сумме параллелепипеда, имеющего 
высотой остальную часть прямой, а основанием — квадрат этой части, 
с кубом этой же части. 

Пусть дана прямая линия АС, разделенная каким угодно образом 
в точке В. Я утверждаю, что параллелепинед, построенный на АС и на квад- 
рате СВ, равен параллелепипеду, построенному на ВС и прямоугольнике со 
сторонами ВС и СА. Это очевидно из предыдущей схолии. В самом деле, парал- 
лелепипед, построенный на АС и квадрате СВ, заключен между этими тремя 
линиями, именно между АС и двумя СВ; поэтому он же построен и на СВ и 
на прямоугольнике со сторонами АС и СВ, а зна- 
чит, и равен параллелепипеду, построенному на ВС В С 
н на прямоугольнике со сторонами АС и СВ. 

Далее, я утверждаю, что параллелепипед, построенный на АС и квад- 
рате СВ, равен сумме параллелепипеда, построенного на АВ и квадрате СВ, 
с кубом СВ. Это очевидно, ибо параллелепипед, построенный на разделенной 
высоте АС и ня неразделенном основании, именно на квадрате СВ, равен 
сумме параллелепипедов, построенных на отдельных частях высоты и на ос- 
новании, т.е. на АВ и на квадрате ВС и на ВС и квадрате ВС, т. е. на 
кубе ВС, что и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХХХУП. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУИ*+ 


сли прямая линия разделена в какой угодно точке, то куб всей пря- 
мой будет равен сумме параллелепипедов, построенных на частях 
и на квадрате всей прямой. Этот же куб равен также сумме параллеле- 
пипедов, построенных на всей прямой и частях квадрата всей линии, 
образовавшихся при таком делении, т. е. сумме параллелепипедов, 
построенных на всей линии и на квадратах частей и дважды взятом 
прямоугольнике, построенном на этих частях. 
Пусть прямая линия АС разделена каким угодно образом в точке В. 
Я утверждаю, что куб АС равен сумме параллелепипедов, построенных на 
частях АВ и ВС и на квадрате всей прямой. Это очевидно, так как куб АС, 
т.е, параллелепипед, построенный на разделенной АС и неразделенном квад- 
рате АС, как на основании, равен сумме параллелепипедов, построенных на 
частях АВ и ВС той же разделенной прямой АС и на том же квадрате АС, 
как на основании. 
Далее, я утверждаю, что куб АС равен сумме параллелепипелов, построен- 
ных на АС и на квадрате АВ, на квадрате ВС и дважды взятом прямоуголь- 
нике, имеющем сторонами АВ и ВС. В самом деле, куб АС, т.е. параллеле- 
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пипед, построенный на неразделенной высоте АС и на основании, разделен- 
ном на указанные четыре площади, равен параллелепипедам, построенным 
на той же неразделенной высоте АС и на указанных частях основания, именно 
на квадрате АВ, квадрате ВС и дважды взятом прямоугольнике со сторо- 
нами АВ и ВС, что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


(Сода ясно, что куб всей прямой АС равен сумме параллеле- 
пцпедов, построенных на отдельных частях АС и на отдельных 
частях квадрата АС, что ясно также из теоремы ХХХУ. 


ТЕОРЕМА ХХХУШ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУШ* 


и прямая линия разделена в какой угодно точке, то куб всей 

линии равен сумме кубов частей с трижды взятыми параллелепи- 
педами, построенными на каждой из частей и квадрате остальной. | 
Или, иначе: он равен сумме кубов частей с тремя параллелепипедами, 
построенными на всей прямой и на ее частях. 

Пусть прямая линия АС разделена каким угодно образом в точке В. 
Я утверждаю, что куб АС равен сумме кубов АВ и ВС с взятым трижды парал- 
лелепипедом, построенным на АВ и квадрате ВС, и с взятым трижды парал- 
лелепипедом, построенным на ВС и квадрате АВ. В самом деле, параллеле-‘ 
пипед, построенный на АС и квадрате АС (это и есть куб АС), равен сумме 
параллелепипедов, построенных на отдельных частях АС и на отдельных частях 
квадрата АС, получившихся в результате этого деления, т.е. следующим 
параллелепипедам: 

построенному на АВ и на квадрате АВ, т. е. кубу АВ, на АВ и на квал- 
рате ВС; на АВ и на взятом дважды прямоугольнике со сторонами АВ и ВС, 
т. е. на СВ, и на дважды взятом квадрате ВА. 

Значит, мы уже имеем один куб АВ, один параллелепипед, построенный 
на АВ и квадрате ВС, и два--на ВС и квадрате ВА. 

Теперь перейдем к другой части, к ВС. Мы получим еще следующие 
параллелепипеды: построенный на ВС и на квадрате ВС, т. е. один куб ВС; 
на СВ и на квадрате АВ; и, наконец, на СВ и на взятом дважды прямоуголь- 
нике со сторонами СВ и ВА, т. е. па АВ и на дважды взятом квадрате ВС. 

Присоединим эту вторую группу параллелепипедов к первой; получим 
куб АВ, куб ВС, трижды взятый параллелепипел, построенный ва АВ и на 
квадрате ВС и трижды на ВС и на квадрате ВА; всем этим параллелепипе- 
дам будет равен параллелепипед, построенный на СА и квадрате СА, т. е. 
куб СА. Но так как сумма параллелепипеда, построенного на СВ ина квад: 
рате ВА, т. е. на АВ и прямоугольнике со сторонами АВ и АС, с паралле- 
лепипедом, построенным на АВ и на квадрате ВС, т. е. на ВС и на прямо- 
угольнике со сторонами АВиВС, равна, в силу предложения. ХХХУ/ этой книги, 
параллелепипеду, построенному на всей АС и на прямоугольнике, построенном на 
частях АВ, ВС, то шесть указанных параллелепипедов будут равны трем, построен- 
ным на всей АС и на ее частях АВ и ВС, что и было предложено доказать. 


ТЕОРЕМА ХХХ!Х. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХЖХ * 


сли прямая линия разделена на две равные и две неравные части, 
то сумма параллелепипеда, построенного на половине линии и на 
прямоугольнике, заключенном между неравными частями, с паралле- 
лепипедом, построенным на той же половине и на квадрате отрезка, 
заключенного между точками деления, будет равна кубу той же 
половины данной линии. 
Пусть прямая линия АЕ разделена в точке В на две равные части, а в точке 
С на две неравные. Я утверждаю, что сумма параллелепипеда, построенного на 
ВЕ и на прямоугольнике со сторонами АС и СЕ, с параллелепипедом, построен- 
ным на ВЕ и на квадрате ВС, равна кубу той же ВЕ. В самом деле, сумма прямо- 
угольника, имеющего сторонами АС и СЕ, с квадратом ВС равна квалрату ВЕ. 
Прямоугольник со сторонами АС и СЕ вместе с квадратом ВС так относится 
к квадрату ВЕ, как (если взять за общую высоту ВЕ) параллелепипед, построен- 
ный на ВЕ и на прямоугольнике со сторонами АС и СЕ, вместе с параллелепипе- 
дом, построенным на ВЕ и на квадрате ВС, 
А В т Е относится к параллелепипеду, построенному 
= | на ВЕ и на квадрате ВЕ, т. е. к кубу ВЕ. 
Итак, нараллелепипед, построенный на ЕВ 
и на прямоугольнике со сторонами АС и СЁ, вместе с параллелепипедом, 
построенным на той же ЕВ и на квадрате ВС, будет равен кубу ЕВ, что 
и требовалось доказать. 


ТЕОРЕМА ХЕ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЬ * 


сли прямая линия разделена на две равные части и на ее продол- 
жении к ней присоединена некоторая прямая линия, то параллелепи- 
пед, построенный на сумме половины данной линии с присоединенной 
линией, и на прямоугольнике, построенном на сумме всей прямой 
с присоединенной и на присоединенной, вместе с параллелепипедом, 
построенным на сумме той же половины данной прямой с присоеди- 
ненной линией и на квадрате той же половины, будет равен кубу 
суммы этой половины с присоединенной линией. 
Пусть данная прямая линия АС разделена пополам в точке В и пусть 
к ней на ее продолжении присоединена какая угодно прямая СЕ. Я утверж- 
даю, что параллелепипед, построенный на ВЕ и на прямоугольнике со сто- 
ронами АЕ и ЕС, вместе с параллелепипедом, построенным на ВЕ и на 
квадрате ВС, равен кубу ВЕ. В самом деле, прямоугольник со сторонами 
АЕ и ЕС вместе с квадратом СВ равен квапрату ВЕ; следовательно (если 
взять за общую высоту ВЕ) параллелепипед, построенный на ВЕ и на пря- 
моугольнике со сторонами АЕ иЕС, вместе с параллеленипедом, построенным 
на ВЕ и на квадрате ВС, будет равен параллелепипеду, построенному на ВЕ 
и на квадрате ВЕ, т. е. кубу ВЕ, что и требовалось доказать. 
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СЛЕДСТВИЕ 


дз метода, примененного в предыдущих доказательствах, очевидно, 
что мы можем, изменив их подобным же образом, доказать и про- 

чие предложения книги П „Начал“, в которых рассматривается. линия, 
разделенная в одной или во многих точках. Для этого мы замении 
прямоугольники параллелепипедами. В самом деле, если над каждой 
рассматриваемой в этих предложениях площадью мы представим 
себе построенными параллелепипеды с равной высотой, то они будут 
относиться друг к другу, как основания, и, следовательно, все то, 
что там доказывается для оснований, может быть доказано и для 
параллелепипедов с равной высотой, построенных на тех же осно- 
званиях. Эти предложения ввиду их ясности и простоты я опускаю. 


ТЕОРЕМА ХМ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИ * 


Т |араллелепипед, построенный на трех прямых линиях, образующих 
пропорцию 1, равен кубу средней. 
Это очевидно, так как эти два тела будут иметь основания, обратно 
пропорциональные высотам, что в еще более общем виде доказано в 
книге ХГ „Начал“, предложение ХХХУ!]. 


ТЕОРЕМА ХИ. ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЛ * 


сли дана ограниченная прямая линия, разделенная в какой угодно 
| точке, то можно продолжить ее в одну из сторон таким образом, 
чтобы куб суммы данной линии с присоединенной был равен кубу 
данной линии вместе с кубом суммы присоединенной линии с приле- 
жащим к ней отрезком разделенной линии. 

Пусть лана прямая линия АС, ограниченная * и разделенная в какой 
угодно точке В. Требуется доказать, что возможно продолжить ее в одну 
из сторон, например, за точку С, так, чтобы куб суммы АС с присоединен- 
ной линией был равен кубу АС вместе с кубом суммы той же присоединенной 
линии с ВС, т. е. с частью АС, прилежащей к присоединенной линии. Про- 
должим СА за точку А, скажем, до М, так, чтобы МВ была в три раза больше ВА. 
Пусть, далее, МВ так относится к ВС, как квадрат ВС к квадрату прямой 
линии М, начерченной отдельно. Далее, начертим прямую ЕЁ, равную 
сумме АС с СВ; на ней построим прямоугольник, равновеликий ква- 
драту М им выступающий за ЕЁ квадратом *, стороной которого пусть бу- 
дет ЕН. Далее, продолжим АС за точку С, скажем, до О, таким образом, 
чтобы СР равнялась ЕН. Я утверждаю, что куб всей АО равен сумме двух 
кубов АС и ВО. Так как МВ относится к ВС, как квадрат ВС к квадрату М, 
то параллелепипед, имеющий высотой АВ (равную а указанной высоты МВ) 
и основанием квадрат М, будет равен трети куба ВС. Но так как квадрат М 


1 Непрерывную. С. Л. 


равен прямоугГольнику со сторонами ЕН и НЕ, т. е. прямоугольнику, построен- 
ному на сумме АБ с ВС и на СО, то параллелепипед с высотой АВ ис пря- 
моугольником, построенным .на сумме АД с ВС и на ОС в основании, будет 
равен ; куба ВС. Прибавим к обеим частям параллелепипед, построенный 
на ВС и на прямоугольнике со сторонами ВР и ОС, как на основании. 
Тогда в одной части получим этот параллелепинед с 5 куба ВС, а в другой 
следующую сумму: параллелепипед, построенный ` 

на АВ и на прямоугольнике, построенном на сум- и Н НИ 
ме АР с ВС ина ШОС, вместе с параллелепипелдом, к 
построенным на ВС и на прямоугольнике со сто- РН 
ронами ВО и ОС. Но эта сумма равна паралле- | 
лепипеду, построенному на АС и на прямоугольнике со сторонами АО 
и ОС. Таким образом мы уже получили параллелепипед, построенный на АВ 
и прямоугольнике со сторонами АБ и ОС, и параллелепипед, построенный 
на АВ и прямоугольнике со сторонами ВС и СО, или, что то же, параллелепипел, 
построенный на ВС и на прямоугольнике со сторонами АВ и СР. Если к послел- 
нему прибавить еще параллелепипед, построенный на ВС и на прямоугольнике 
со сторонами ВО и СО, то составится параллелепипед, построенный на ВС и на 
прямоугольнике со сторонами АРиШОС. Сюда надо прибавить еще параллелепинел, 
построенный на АВ и на том же прямоугольнике со сторонами АРБ и ОС, 
после чего составится параллелепипед, построенный на АС и на прямоуголь- 
нике со сторонами АР и ОС; но он будет равен второй указанной выше 
сумме, именно параллелепипеду, построенному на ВС и на прямоугольнике 
со сторонами ВО и ОС, вместе сз куба ВС. Но, очевидно, и утроен- 
ные эти количества будут равны между собой. Следовательно, трижды 
взятый параллелепипед, построенный на АС и прямоугольнике со сторонами 
АО и ОС, или, что то же, трижлы взятый параллелепипед, построенный на 
АО и прямоугольнике со сторонами АСиСО, будет равен трижды взятому паралле- 
лепипеду, построенному на ВС и прямоугольнике со сторонами ВР и ОС, или, что 
то же, построенному на ВО и прямоугольнике со сторонами ВС и СО, вместе с ку- 
бом ВС. Прибавив к обеим частям кубы АС и СБ, получим, что взятый трижды 
параллеленипед, построенный на АО и прямоугольнике со сторонами АС и СО, 
вместе с кубами АС и СО, т. е. весь куб АО, равен взятому трижды парал- 
лелепипеду, построенному на ВР и на прямоугольнике со сторонами ВС и СБ, 
вместе с кубами ВС и СО (каковые в сумме составляют куб ВО) и вместе 
с кубом АС. Следовательно, куб АБ равен сумме двух кубов АС и ВО. Итак, 
можно выполнить то, что было предложено. 


[И 
г 


СЛЕДСТВИЕ = 


тсюда очевидно следующее: если дано ребро куба АС и если дана, 

кроме того, прямая линия, как, например, АВ, меньшая, чем АС, то 
можно найти два куба, например, кубы отрезков АР и ОВ, так, 
чтобы их разность была равна данному кубу АС и чтобы. разность 
между ребрами кубов, именно между АР и ОБ, также была данной 
величиной АВ; в самом деле, куб АС равен указанной разности 
кубов АР и ОВ, как доказано выше. Но так как отношение каких 
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угодно подобных тел равно тройному отношению их сходственных 
линий или сторон ип, следовательно, равно отношению кубов этих 
сходственных линий или сторон, то то. же отношение, которое 
существует между кубож АР и кубом ОВ, будет, например, и между 
икосаэдром, построенным на стороне АР, и икосаздром, построен- 
ным на стороне БО, сходственной с предыдущей. Итак, куб АБ 
будет так относиться к кубу АС, как икосаэдр АР к икосаздру АС. 
СоШвеп4о, куб АР так относится к сумме кубов АС и ВО, как 
икосаэдр АР к сумме икосаэдров АС и ВО. Итак, икосазор АР будет. 
равен сумме икосаэдров АС и ВО и будет больше икосаздра ВО на 
икосаэдр АС. Итак, если бы был дан икосаэдр АС и прямая линия 
АВ, меньшая, чем ребро икосаэдра, то точно таким же способом, 
как это было найдено для кубов, найдем икосаздры АР и ОВ, раз- 
ность между которыми будет равна данному икосаэдру АС, а раз- 
ность между их ребрами будет равна данной прямой АВ. Таким же 
способом можно найти шаровой слой данной толщины, равновеликий 
данному. шару, при условии, что толщина слоя меньше радиуса шара. 
Но и в самом общем виде, когда дано какое угодно тело, можно 
будет таким путем найти два других подобных ему тела, так 
чтобы разность между ними была равна этому телу, а также 
была бы дана разность между сходственными линиями или сторо- 
нами этих тел, лишь бы только эта разность была меньше сход- 
ственной с этими ляниями или сторонами линии или стороны 
данного тела, что легко уяснить себе из сказанного выше. 


СХОЛИЯ 


ЕСоелетр из изложенного в последних предложениях было доказано 

уже другими, но для того чтобы читателю для уяснения этих 
вещей не приходилось прибегать к помощи этих книг, я счел нужным 
присоединить их сюда, особенно ввиду того, что доказательства, 
даваемые другими авторами по своему способу, если не ошибаеовь, 
весьма отличаются от моих, выведенных из одного только предло- 
жения ХХХУ весьма кратким путем. Гочно так же когда-то, как 
я помню, я поступил с первыми десятью предложениями книги П 
„Начал“, выведя их все кратчайшим путем из первого: лишь впослед- 
ствии я узнал, что это же проделал отев Клавий. 


КОНЕЦ ВТОРОЙ КНИГИ 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


«ОПЫТ ЧЕТВЕРТЫЙ» 


ИЗ КНИГИ 
«ШЕСТЬ ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ ОПЫТОВ» 


(ЕХЕКСЕАТОМЕ$ СЕОМЕТЕГСАЕ $ЕХ) 
изданной | 


КАБАЛЬЕРИ 


в 1647 году 


ТТ 
ИО 
ОПЫТ ЧЕТВЕРТЫЙ 


в коем для вящшего обнаружения пользы и значения нелс- 
'имых изъясняется применение их к Коссическим, иначе, 
Алгебраическим степеням 


числе вопросов *, которые остроумнейший К еплер пре- 
дложил геометрам для исследования, содержится п 
знаменитая задача нахождения объемов двух замеча- 
тельных тел, которым он в своей , Стереометрии бо- 
чек“ дал название веретена параболического и вере- 
тена гиперболического (так как первое рождается 
из параболы, второе — из гиперболы, когда обе эти 
Фигуры вращаются вокруг их собственных оснований ). Случилось, что 
я однажды, будучи погружен в изучение объемов такого рода тел, 
совершенно неожиданно, вскапывая заступом ума почву геометри- 
ческой нивы, натолкнулся на клад, и клад этот я счел более цен- 
ным, чем то выражение для объема вышеназванных тел, которое 
я искал с такими трудами; выражение же это я в конце концов 
(как это станет ясно из дальнейшего) нашел впоследствии для того 
случая, когда предполагается, что площадь (квадратура) самой 
гиперболы известна. Когда я погрузился в особенно тщательное 
изучение гиперболического веретена, я заметил, что его объем может 
быть найден, если, проведя в каком угодно- данном параллелограме 
биагональ и взяв за регулу какую угодно из его сторон, найти 
отношение всех квадратоквадратов параллелограма ко всем квад- 
ратоквадратам каждого из образуемых диагональю треугольников. 
Я искал такое отношение и, наконец, обнаружил, что оно равно 
отношению о к 1. Гогда я восстановил в памяти предложе- 
ние ХХ книги П моел „Геометрии“, в силу которого все линии 
названного параллелограма вдвое больше всех линий названного 
треугольника, и предложение ХХУ, в сплу которого все квадраты 
[первого] втрое больше всех квадратов [второго]. Чтобы не 
образовалось пробела между квадратами п квадратоквадратами, 
я приложил старание к нахождению также и отношения 
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всех кубов параллелограма ко всем кубам указанного тре- 
угольника и обнаружил, что оно равно отношению дк 1. Гак что 
в конце концов я с превеликим удивлением постиг, что все линии 
относятся, как 8 к 1, весе квадраты, как 3 к 1, все кубы, как 4к1, 
все кубокубы, как 5 к 1, и т. д., на основании чего я утверждал, 
что все квадратокубы должны относиться, как 6 к 1, все кубокубы, 
как Тк1, и так далее, согласно натуральному ряду чисел, распо- 
ложенных по порядку, начиная от единицы. Это-то и есть тот 
клад, который я (поскольку мне известно, первый”) открыл случайно 
в поисках за объемом параболического веретена и который я опу- 
бликовал и предложил вниманию геометров уже до 1640 г. в моих 
„Ста различных задачах“, в последней задаче“. Непосредственным 
следствием отсюда является отношение того же параллелограма 
к площадям, образуемым диагональными линиями`, рассматривае- 
мыми ниже в предложении ХХШ (другие ученые назвали, часть, 
лежащую с вогнутой стороны диагоналей, бесконечной параболой, 
— именно первою, второю, третьею и т.д. или линейной, квадратной, 
кубической и т. д.). Отсюда можно сделать много других замечатель- 
ных выв0д0в. Случилось, что, в то время когда я был погружен 
в эти исследования, через наш город проезжал отец Ничероне*, знаме- 
нитый автор остроумного „Груда о занимательной перспективе“, 
Когда я сообщил ему обо всем этом, он счел нужным предложить 
замечательному парижскому геометру Жану де Богран, который 
был мне лично известен и прежде *, заняться изучением как указан- 
ных бесконечных парабол, так и параболического веретена. Вынуж- 
денный против воли заниматься другими делами, я не мог больше 
думать об этих вопросах*, как вдруг узнаю из письма ученейшего 
отца Мерсенна, что названного Бограна нет более в живых; вместе 
с тем он оповестил меня, что Богран дал доказательство предло- 
экенных ему через Ничероне положений. Я сильно скорбел, что 
погиб столь даровитый муж, ибо о его даровитости свидетельст- 
вовали посланные им мне доказательства, приводимые ниже. Но в 
то время я был слишком занят, чтобы посвятить себя этим во- 
просам. Лишь спустя долгое время* мне удалось, наконец, снова за- 
няться этим вопросом, и при этом случае я заметил, что учение, 
изложенное в книге И моей „Геометрии“ и относящееся только 
к линиям и квадратам, может быть распространено на все алгеб- 
раические степени фигур. Взявшись за эту работу, я приложил 
старания к тому, чтобы  связно изложить следующие пред- 
ложения, надеясь сделать это лучше, чем мне позволили в 0дей- 
ствительности обстоятельства. Я счел своим нравственным долгом 
включить в этот труд и открытия Бограна, дабы не лишить тебя, 
благосклонный читатель, достойного твоего высокого ума чтения. 


1 Так Кавальери называет ряд проведенных в прямоугольнике парабол разли“- 
ных порядков. С. Л. 


Прими же с благорасположением все то, что мною обработано 
для тебя, и если ты натолкнешься на что-либо, не столь тща- 
тельно отделанное в ве столь хорошо расположенное, как тебе бы 
хотелось, то не откажи в своих любезных советах и т. д. 


Прощай! 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ №. 


[28 перемножении друг на друга двух каких угодно чисел в после- 
довательном ряду пропорциональных чисел, начинающихся с еди- 
ницы, получается число из того же ряда, причем показатель его 
равен сумме показателей перемножаемых чисел. 

Если взглянуть на прилагаемую таблицу, то мы увидим, что 
первый ряд ее составляют числа 0, 1, 2, 3, 4 и т. д., называемые 
показателями последовательных пропорциональных чисел, начинаю- 
щихся с единицы, данных во втором ряду таблицы, именно чисел 
1, 2.4, 8, 16 ит. д. В третьем ряду подписаны значения достоинств 
или степеней, называемых Коссическими или Алгебраическими, при- 
чем |. означает сторону (аз), 4.— квадрат (диайгаНит), с. —куб 
(сцбиз), 94.— квадратоквадрат (диаагаодиаага ит), с. — квадратокуб 
(дпаата4осириз) ит. д. Пусть, например, надо помножить (. на с., т.е. 
4 на 8. Я утверждаю, что получится 4с., т.е. 32, показатель которого 
5, сумма 2 и 3 — показателей 4. ис. В самом деле, единица так отно- 
сится к одному из множителей, например к 4, как второй множи- 
тель 8 относится к произведению, к 32, как это очевидно из арифме- 
тических начал. Следовательно, для того чтобы получить отноше- 
ние | к 4, надо перемножить между собой столько же отношений, рав- 
ных первому, т. е. столько же отношений 1 к2, сколько нужно пере- 
множить, чтобы получить отношение 8 к 32, именно 2 отношения. 
Итак, число единиц, содержащихся в показателях, показывает число 
таких отношений, считая от единицы; так, например, показатель 1 
показывает, что между 1 и 2 содержится одно отношение, показатель 2 
указывает на два стношения между 1 и 4 ит. д.; следовательно, 
подобно тому как показатель числа 4, т. е. 2, больше 0, показателя 
единицы, на 2 единицы, так и показатель числа 3, т. е. 3, должен 
быть меньше показателя произведения, т. е. 32, на 2 единицы. Итак, 
показатель произведения будет 5, т. е. сумма 2 и 3, показателей 
множителей 4 и 6. 
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СЛЕДСТВИЕ 1 


| [етрудно понять, что означает этот вывод и применительно 

к линиям. Гак, например, линия, взятая как бы за сторону и по- 
мпоженная сама на себя, даст квадрат; помноженная на квадрат 
образует куб. Таким же образом можно продолжать и дальше 
при переходе к мнимым степеням: помноженная на куб линия обра- 
зует квадратоквадрат и т. 0. Точно так же квадрат, помножен- 
ный на куб, образует квадратокуб; куб, помноженный на квадрато- 
квадрат, образует квадратоквадратокудб и т. д. 


СЛЕДСТВИЕ П*+ 


(29004 очевидно также, что, если одну линию заменить всеми 

линиями данной фигуры, взятыми по данной регуле, цли 
вместо квадрата, куба, квадратоквадрата и т. д. этой фигуры 
взять все квадраты, или все кубы, или все квадратоквадраты, и, т. д., 
то при перемножении всех линий данной фигуры на все ее же линии 
получатся все ее квадраты; подобным же образом все линии, помно- 
женные на все квадраты, образуют все кубы; эти же линии, помно- 
женные на все кубы, образуют, все квадратоквадраты и т. д. Гак, 
все квадраты, помноженные на все кубы, образуют все квадрато- 
кубы; все кубы, помноженные на все квадратоквадраты, образуют 
все квадратоквадратокубы той же данной фигуры по данной 
регуле и тт. д. 


СХОЛИЯ 


(еще внимание на то, что в дальнейшем ради краткости 

вместо указанных выражений я буду писать только первые буквы. 
Гак, вместо линии, квадрата, куба, квадратоквадрата и т. д. иы 
будем писать только [., 4., с., 94. и т. д.3 точно так же вместо 
всех линий, всех квадратов, всех кубов, всех квадратоквадратов 
и т. д. мы будем писать только о. [. (отпез Ипеае), о. с., о. 94. 
и т. д. Произведение двух каких угодно степеней или произведение 
произведений степеней мы будем называть „построенным на этих 
степенях“. Наконец, все степени той или иной фигуры по 
той или иной регуле мы будем сокращенно обозначать буквами о. р. 
(отпез роез1е$). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ П 


< какая-либо величина, принимаемая за неразделенную, мно- 
жится на другую разделенную величину, то их проязведение будет 
равно сумме произведений неразделенной величины на каждую из 

290 разделенных. 


Это можно легко доказать тем же способом, как доказывается 
предложение [ книги П „Начал“ или как предложение ХХХУ книги 
П моей. „Геометрии“, т. е. исходя из того, что целое равно сумме 
его частей; затем вывод можно распространить на какие угодно о. р. 
данной фигуры, точно так же, как мы в следствии П пре- 
дыдущего предложения распространили ‘вывод на о. р. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш 


а две какие угодно фигуры имеют одну и ту же высоту и 

если, проведя в них сколько угодно прямых линий, параллельных 
одной и той же регуле— той, разумеется, но отношению к 
которой взята высота, — мы найдем, что имеющие одни и те 
же показатели степени соответственных частей этих линий, 
заключенных внутри каждой из фигур, пропорциональны между 
собой, то о. р. одной из этих фигур будут так относиться к о. р. 
другой, как каждая из степеней в предыдущем члене отношения 
к соответствующей степени в последующем. 

Это предложение отличается большей всеобщностью, чем пред- 
ложение ГУ книги П „Геометрии неделимых“; то, что там утверждается 
только для линий или для плоскостей тел, здесь распространяется 
на о. р. Повторив снова тот же чертеж и допустив, например, что 
с. АМ относится к с.МЕ, как с.ВЮ кс. ЮО, мы придем к заключе- 
нию, что 0. с. фигуры САМ так относятся к 0. с. фигуры СМЕ, 
как один из предшествующих членов к одному из последующих, 
а именно, как с. АМ к с.МЕ или как с.ВВ к с. ЮО. 


СЛЕДСТВИЕ 1 


сы - следует, что 0.р. с одинаковым показателем в паралле- 
лограмах, имеющих одну и ту же высоту, например, о. с.или 0.04. 
и т. 0. взятые по основанию, как по регуле, относятся друг 


к другу, как те же степени оснований. Гак, 
в параллелограмах АМ и МС о. 94. парал- 7. В С 
лелограма АМ так относится к о. 49. па- О РЕ 
раллелограма МС по регуле СН, как 49. СМ 0 ы 
относится к 99.МН. Если же провести рем | 
какую угодно прямую РЕ, параллельную С м Н 
СН, то 


99: )Е:949 - ЕЕ= 99: @М:949. МН. 


СЛЕДСТВИЕ П* 


алее, верным будет и такой вывод: произведение, построенное 
на о-р. параллелограма ЕМ и на о. р. параллелограма АМ*, так 
относится к произведению, построенному на о.р. параллелограма 
РМ и на о.р. параллелограма СМ, как произведение, построенное 
на степенях ГМ и МС, относится к произведению, построенному 
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на степенях ОМ и МН, или, что то же, как произведение, построен- 
ное на степенях КЕ и ЕВ, относится к произведению, построен- 
ному на степенях № и ЕТ, при 
условии, что соответственные сте- 
пени имеют одинаковые показатели. 
И здесь мы будем исходить из того, 
что каждое относится к каждому, 
как все ко всем. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ПУ 


р. с обинаковым показателем в параллелограмах, имеющих 

° равные основания или одно и то же основание, взятые. по 
основанию, как по регуле, относятся как высоты, пли, если парал- 
лелограмы равноугольны, как боковые стороны, образующие равные 
углы с основаниями. 

То, что доказывает предложение Х книги П „Геометрии неделимых“ 
только для 4. или для подобных фигур, настоящее предложение доказывает 
в общем виде для о.р. Построим, как на указанном чертеже, два парал- 
лелограма АР и ВО на одном и том же основании СО, причем высота одного 
АО, а другого СМ или же боковая сторона одного АС, а другого СВ, при- 
чем они образуют одинаковые углы с основанием СО. Я утверждаю, что, 
если взять за регулу СО, то не только их 0. 4. относятся, как указанные 
высоты или как стороны, образующие равные углы с основанием ВО, но 
что так относятся и о. с. или о. 44., или о. 4с., или какие угодно все степени этих 
лараллелограмов. Это доказывается тем же способом, каким было доказано 
указанное предложение. Продолжим СА и СВ на неограниченное расстояние 
в противоположные стороны и отложим на этих продолжениях сколько 
угодно одинаковых частей А1, ПН, равных СА, и ВР; равную ВС. Построим 
параллелограмы АМ, ШК, ВО. Параллелограмы СЕ, АМ, Ш имеют равные 
высоты и основания; ‘поэтому 0. р. ТОЙ же степени относятся, как 
степени оснований, т. е. они равны. Равным образом мы докажем, 
что 0. р. параллелограмов ВШ и ВО равны между собой. Но 
высоты параллелограмов СЕ, АМ, ЩЖ равны АО, а высоты парал- 
лелограмов СЕ и ВО равны СМ. Итак, мы имеем величины, в одно и то же 
число раз превосходящие первую и третью из сравниваемых величин: именно 
сумму высот параллелограмов СЁ, АМ, К и сумму о.р. параллелограмов 
СР, АМ, К, причем первая во столько же раз больше высоты АО, во сколько 
раз сумма о. р. параллелограмов СЁ, АМ, К, или, что то же, о. р. паралле- 
лограма СК, больше о.р. параллелограма СЕ. Таким же образом мы докажем, 
что сумма высот параллелограмов ВО, РЕ во столько же раз больше высоты 
СМ, во сколько раз сумма о.р. параллелограммов ВО и РЕ или о. р. парал- 
лелограма РР больше о.р. параллелограма ВО. Но если кратное первой 
величины, именно сумма высот параллелограмов СЕ, АМ, {К равна кратному 
второй, т. е. сумме высот параллелограмов ВР и РЕ, иными словами, если 
высота параллелограма СК будет равна высоте параллелограма РО, то крат- 
ное третьей величины равно кратному четвертой, т. е. и о. р. параллело- 


грама СК будут равны о.р. параллелограма РО, так как они относятся, как 
степени оснований; если будет больше, то больше, если будет меньше, то меньше. 
Итак, `.первая величина так относится ко второй, как третья к четвертой. 
Иными словами, высота АО так относится к высоте СМ или соответственно 
АС так относится к СВ (так как эти линии образуют равные углы с осно- 
ванием СР и, следовательно, треугольники АОС ‘и СМБ подобны), как о.р. 
параллелограма СЕ относитея к о.р. той же степени параллелограма ВО. 
Само собой очевидно, что это будет верно и для того случая, когда парал- 


лелограмы СЕ и ВР будут иметь не одно и то же, а равные основания. Это 
и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


НЫ ясно следующее. Вернемся к чертежу следствия П преды- 

дущего предложения и представим. себе, что какая угодно прямая 
КМ пересекает высоту, скажем, параллелограмов ЕМ и АМ. Тогда 
произведение, построенное на о.р. фигур КМ и МО, так относится 
к о. р. Фигуры МО, как [произведение] степеней КЕ [#1 ЕО] к степени ЕР. 
71. е. как произведение, построенное на о.р. фигур ЕЕ и КА, относится 
к 0.р. ЕА. Откуда, регтщапао, получим, что произведение, построен- 
ное на о. р. фигур КМ и МО, так относится к произведению, по- 
строенному на о.р. фигур ЕЕ и ЕА, как о. р. [фигуры] МР относится 
к о.р. [Фигуры] ОВ. Но уже доказано, что последние величины 
относятся, как высоты параллелограмов МО и ОВ или как стороны 
МЕ и ЕВ, образующие равные углы с КЕ. Следовательно, и произ- 
ведение, построенное на о.р. фигур КМ и МО, так относится 
к произведению, построенному на о.р. фигур РЕ и ЕА, как указан- 
ные высоты или стороны МЕ и ЕВ. При этом требуется только, 
чтобы о0.р. параллелограмов КМ и КВ имели одни и те же пока. 
затели и притом такие же, что и КЕ, и равным образом, чтобы 
о.р. параллелограмов ОМ и ОВ имели одни и те же показатели 
и притом такие же, что и РЕ; но величины первой группы могут 
иметь иные показатели, чем величины второй. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ У 


Оуиеняе друг к другу 0. р. с одинаковыми показателями каких 
угодно параллелограмов, взятых по основаниям, как по регулам, 
равно сложному отношению, составленному из отношения высот 
или же сторон, образующих равные углы с основаниями, в случае 
если параллелограмы равноугольны, и из отношения степеней 
оснований, равных степеням указанных о. р. 
Пусть даны какие угодно параллелограмы АР и ЕМ, высоты которых 
ВУ и ОМ, а основания и в то же время регулы — СО и СМ. Я утверждаю, 
что отношение о.р. параллелограма АР к о0.р. параллелограма ЕМ «сдина- 
ковой степени) равно произведению отношения высоты ВУ к высоте ОМ 
или отношения ВР к ОМ, в случае если параллелограмы равноугольны, 
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на отношение степени СО к степени СОМ, равных степеням указанных о.р. 
Это предложение соответствует предложению Х! книги П „Геометрии неде- 
лимых“ и доказывается по тому же образцу 1. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ \1 


Е у двух параллелограмов какие угодно степени оснований 
с одинаковыми показателями обратно’ пропорциональны высотам, 
взятым по отношению к тем же основаниям или сторонам, обра- 
зующим равные углы с основаниями, то 0.р. с тем же показателем, 
что и степени оснований, взятые, как по регулам, по основаниям, 
равны между собой. И, наоборот, если у параллелограмов о.р., взя- 
тые по основаниям, как по регулам, равны между собой, то сте- 
пени оснований с тем же показателем, что и степени о.р., обратно 
пропорциональны высотам или сторонам, образующим равные углы 
с основанием. 
Это предложение соответствует предложению ХПИ той же 
книги П „Геометрии неделимых“ и доказывается по образцу этого 
предложения для любых степеней °. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ УП* 


тношение друг к другу каких угодно о.р. с одним и тем же 
показ пелем в двух подобных параллелограмах, взятых, как по 
регулам, по сходственным сторонам, естё сложное отношение, состав- 
ленное из стольких отношений сходственных сторон, сколько единиц 
содержится в показателе взятой степени, увеличенном на единицу. 

И это предложение соответствует предложению ХШ той же’ 
книги П „Геометрии неделимых”; оно доказывается способом, сход- 
ным с доказательством той теоремы. 

Пусть даны подобные параллелограмы АС и ЕС; пусть их 
сходственные стороны, они же и основания, ВС и ЕС будут регу- 
лами. Я утверждаю, что отношение друг к другу этих о. р. параллелогра- 
мов есть сложное отношение, составленное из стольких отношений 
ВС к ЕО@, сколько единиц содержится в показателе взятой степени, 
увеличенной на единицу. Это означает, что, например, отношение 
о. 1. равно сложному отношению, составленному из двух отношений 
ВС к ЕС; 0.4.— из трех, о.с. — изчетырех, о. 44. — из пяти, о. 4с. — 
из шести и т. д. для этих параллелограмов. В самом деле, так как 
параллелограмы АС и ЕС подобны друг другу, то они будут и 
равноугольны, и стороны, прилежащие к равным углам, будут 
пропорциональны; при этом ВС и СО, ЕС и СН будут сторонами, 


1 Следует точное повторение этого предложения .с той единственной разни- 
цей, что о.с. заменены о.р. с любым одинаковым показателем. Образцом такого 
повторения является предложение 1\М, повторяющее предложение Х книги ИП 
„Геомстрии“; в дальнейшем доказательства, точно повторяющие доказательства 
в „Геометрии“, мы будем опускать. С. Л. 

° См. примечание к предложению У. С. Л. 


образующими между собой равные углы, причем основания ВС и 
ЕО принимаются за регулы. Очевидно, отношение о.р. [фигуры] АС 
к о. р. [фигуры] Е@ равно сложному отношению, составленному 
из отношения РС к НС и из отношения степени ВС к степени ЕС 
с тем же показателем, что иу о. р., иными словами, из сложного 
отношения, составленного из стольких отношений ВС к ЕС, сколько 
единиц имеет показатель взятой степени’ (так как каждая единица 
в показателях показывает одно из отношений, равных первому, 
в образовавшейся геометрической прогрессии). Если к этому ряду 
отношений присоединить еще отношение ОС к НО, равное отно- 
шению ВС к ЕС, т. е. если к указанным отношениям присоеди- 
нить еще одно отношение ВС к ЕС и если соответственно 
к указанному показателю взятой степени, соответственно добавлен- 
ному отношению, прибавить единицу, то окажется, что отноше- 
ние 0.р. фигуры АС к о.р. фигуры Е@ равно сложному отно- 
шению, составленному из всех указанных отношений, т. е. из столь- 
ких отношений ВС к ЕС, сколько единиц в указанном показателе, 
увеличенном на единицу. Итак, отношение о.р. подобных параллело- 
грамов, взятых по сходственным сторонам, как по регуле, равно 
сложному отношению, составленному из стольких отношений сход- 
ственных сторон, сколько единиц в показателе взятой степени, уве- 
личенном на единицу. Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


(сюда следует, что 0.р. фигур АС и ЕС относятся друг к другу, 

как степени с показателем, на единицу большим, чем степени сто- 
рон ВС и РО: так, например, 0. 9. [фигур] АС и ЕС относятся 
друг к другу, как кубы сторон ВС и ЕО; 0.с., — как 94. сторон, и т. д. 
В самом деле, отношение этих степеней сторон равно сложному 


отношению, составленному из указанного числа отношений этих 
сторон. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ УП * 


О. р. какого угодно параллелограма, взятые по какой-либо 
стороне, как по регуле, так относятся к 0. р. с тем же показа- 
телем, взятым, как по регуле, по другой из сторон, образующих угол 
с первой стороной, как степень первой стороны к степени второй, 
причем обе эти степени одинаковые и на единицу ниже степени, 
взятой в этом параллелограме. 

Пусть даны какой угодно параллелограм АР и две регулы СО 
ирВ. Я утверждаю, что о. р. параллелограма по регуле СО так относятся 
к о.р. с тем же показателем того же параллелограма по регуле 
ОВ, как степень СО к степени РВ, причем эта степень на единицу 
ниже взятой степени параллелограма. В самом деле, отношение о. р. 
параллелограма АР по регуле СО к о.р. того же параллелограма 
по регуле РВ (мы можем рассуждать так, как если бы это было два 
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параллелограма с основаниями СО и ОВ) равно сложному отношению, 
составленному из отношения ВШОк РС и из отношения степени СР к сте- 
пени ОВ, причем эта степень равна степени о.р. Но ОВ так относитсяк ЭС 
(если взять как бы за общее основание степень ОВ, но на единицу мень- 
ую, чем степень о. р.), как произведение, построенное на РВ и этой же 
степени*, относится к произведению, построенному на СО и той же 
степени ОВ. Итак, отношение о.р. параллелограма АР ‘по регуле 
СО к о.р. с тем же показателем того же параллелограма АР по 
регуле ОВ равно сложному отношению, составленному из отношения 
той же степени СО к произведению, построенному на ВО и сте- 
пени ВШ с показателем, на единицу меньшим, чем показатель сте- 
пени о.р., и из отношения этого же произведения к произведению, 
построенному на СР и на такой же степени ВО. Следовательно, о. р. 
параллелограма АО по регуле СОШ так относятся к о.р. с тем же 
показателем того же параллелограма АР по регуле ОВ, как 
та же степень СО, т. е. как произведение, построенное на СО и на 
степени СО, меньшей на одну единицу, чем степень о.р., к произве- 
дению, построенному на СР и на степени ОВ, меньшей на одну еди- 
ницу, чем степени параллелограма. Так как у этих двух произведе- 
ний одна и та же высота, именно СО, то они относятся, как осно- 
вания, т. е. как степени СО и ОЕ с показателем на единицу мень- 
шим, чем степени параллелограма. Но, как мы показали, эти два 
произведения относятся друг к другу так, как относятся друг к другу 
о.р. параллелограма АО по регулам СОР и ОВ. Итак, о.р. йаралле- 
лограма АР) по регуле СО так относятся к о.р. той же степени 
параллелограма по регуле РВ, как степень СР относится к степени 
ОВ, где обе степени ступенью ниже, чем о.р. параллелограма. Это озна- 
чает, что, например, о. 4с. параллелограма АР по регуле СР так относятся 
к 0. 4с. того же АР по регуле ОВ, как 44. СО относятся к 94.ОВ, ит. д. 
для прочих степеней. Что и требовалось доказать. Это предложение 
соответствует предложению ХХХ книги ИП „Геометрии неделимых“, 
в которой говорится только о квадратах. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ [Х 


ре два каких угодно параллелограма имеют одну и ту же 
высоту и пусть ту же высоту имеют две какие угодно вписан- 
ные в них фигуры, причем за регулу взята прямая, перпендикуляр- 
ная к высоте. Пусть во вписанных фигурах проведены какие угодно 
прямые, параллельные регуле, и пусть каждая пара этих прямих 
или каких угодно степеней их, лишь бы эти степени были с оди- 
наковыми показателями, имеет одно ий то же отношение. Гогда 
степени. этих параллелограмов будут пропорциональны степеням 
этих фигур. 
Пусть даны параллелограмы АЕ и ЕО, имеющие оба одну и ту же 
высоту, пусть ту же высоту имеют и влисанные в них фигуры ВСЕ 
и ВЕЁ, причем за регулу взята СЕ. Пусть прямой СЕ параллельны 


какие угодно прямые, проведенные в фигурах ВСЕ и ВЕЕ, как, 
например, 10 и ОР, и пусть 1О так относится к ОР, как СЕ к ЕЁ, 
или пусть такую пропорцию образуют какие угодно степени этих 
четырех прямых, лишь бы все они имели одинаковые показатели. 
Я утверждаю, что о. р. параллело- д р р 


грама АЕ так относятся к о.р. фи- | 
гуры ВСЁ, как о. р. параллелограма „ИО 0 
РЕ к о.р. фигуры ВЕЕР. Это следует А 

из доказанного выше предложения Ш, 

из которого мы вправе сделать вы- 6 Е Г 
вод, что как о.р. фигур ВСЕ и ВЕЕ, так и о. р. параллелограмов АЕ 
и ЕД относятся друг к другу, как степени оснований СЕ и ЕЕ. Итак, 
эти величины образуют пропорцию; переставляя в ней средние члены, 
получим, что о.р. параллелограма АЕ так относятся к о.р. фигуры ВСЕ, 
как о.р. параллелограма РЕ к о.р. фигуры ВЕЕ. Это соответствует 


предложению ХХУ книги П „Геометрии неделимых“. Что и требо- 
валось доказать. 


СХОЛИЯ 


[ее о.р. параллелограма АЕ и фигуры ВСЕ, хотя бы они имели 

одни и те же показатели, имеют разные показатели со. р. парал- 
лелограма РЕ и фигуры ВЕЕЁ, то невозможно сравнивать между 
собой ни предыдущие, ни последующие члены пропорции ввиду их 
разнородности *. Но так как, очевидно, справедливо более общее 
положение, что эти о.р. пропорциональны, даже если они разной 
степени, то мне пришлось для доказательства этого присоединить 
сюда еще два следующих предложения с относящимися к ним след- 
ствиями. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х 


[сте величина А так относится к величине О, как величина С 
к величине К; пусть, далее, 


АО СК 

ВыбуеырАн ВЕ! НГ 

АЙ СЕ! ТМ 

и т. 0., сколько бы таких величин ни было. Пусть в то же вреия 
ДВОЕ 
ВЕЕРА Й 


в таком случае сумма А, В, С ит. д. так относится к сумме О, Е, 
Е Е т. 0., как сумма Ц, Н,1ит.д.к сумме К, Е, Мит. д.: 


АВ = АВС:Н. 
В: А=Н: С. 
Вв:)=Н:К, 297 


Сопуе[епао, 


Ех асацай, 


__— 
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Откуда А с В относится к О, как С сН относится к К. Таким же 
путем докажем, что 
С-В а 

и что сумма А, В, С так относится к О, как сумма С, Н, Готносится 
к К. Не иным способом придем к выводу, что и А, Ви С так относятся 
КЕ, как С, Ни Готносятся к Г.. Точно так же мы докажем, что А, В, С 
так относятся к Р, как С, Н, 1 относятся к М. СоШеепао последую- 
щие члены, получим, что А, В, С так относятся к О, Е, Е, как СЕН 
к К, Г, М. Ясно, что это предложение, доказанное для четырех рядов 
величин, будет верным независимо от того, даны ли три или четыре, 
или любое иное число рядов, лишь бы только величины, стоящиа 
на одних и тех же местах в разных рядах, соответствовали друг 
другу. Это доказал также Торичелли в его „Задачах на измерение 
параболы“, леммы ХУШ и ХХ. 


СЛЕДСТВИЕ 


тсюда очевидно, что, если А, В, С — величины, каждая. из которых 
равна другой, и С, Н, Г также равны между собой, то сумма А, В, С 
так относится к сумме 1) Е, Е, как сумма С, Н, Г относится 
к сумме К, Е, М. Ведь в этом случае 
А:В=а(:Н, а В:С=Н:[ 


ввиду их равенства между собой. 


СХОЛИЯ 


Но, кроме того, справедливо и следующее. Пусть дано какое угодно 
° ^ число однородных величин А, В, СО, Е истолько же других Е, С 
? 


А Е Н, 1 К, тоже однородных между собой, причем но 
В С отношению к величинам первой группы они могут 
С | Н Оыль и однородными и разнородными. Пусть 

р ] АВЕ: 

Е К к ба 


и т. д. для всех остальных. Тогда сумма любого числа величии 
А, В, С относится к сумме любого другого числа величин О, Е, как 
сумма величии Г, Ц, Н, число которых равно числу величин А, В, С, 
коим они соответствуют, относится к сумме других величин [, К, 
число которых равно числу величин О, Е, которым соответствуют 
эти величины. 

Б самом деле, 


АВЕС 
Сотропепао, получаем: А с В так относится к В, как Ес а 
® (Ц. Но 
ВСЕ 


Ех аедиай, А с В относится к С, ккКЕ с СКН. Сотропеп4о, имеем: 
[сумма] А, В, С относится к С, как [сумма] Е, С, Н относится к Н. Но 
был 7 Ее НЯ А 13 


—«ЭЗ„„|„ А ———-_.- че о льин —— —-- 


Ех аедиай, [сумма] А, В, С, относится к О, как [сумма] 
Е, В, Н относится к [. Далее, поскольку 
Ре -- АА. 
ех аедиай, А, В, С так относятся к Е, как Е, С, Н относятся к К 
Откуда, сошкей4о последующие члены, получаем: А, В, С относятся 
ко, Е как Е, 0.НкГК. Если же А, В, С, О и Е— величины одно- 
родные Е, а, Н, ТК, то, регпийапфо, 


ДВ @ == СЕ 


ит. д; но одно к одному относится, как все ко всем, откуда А, В, С 
так относятся к Р, @, Н, как О к [1 т.е. как О, Е относятся к А 
Регтиёап4о, приходим к указанному выводу: А, В, С относятся к р, 
Е, как Е, а,Н к Ь К. Впрочем, этот же вывод вытекает п из данного 
зшие доказательства. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ж 


озьмем чертеж и все условия предложения ПХ, где регула СЕ. 
Пусть степень МО так относится к одинаковой с ней степени ОГ, 
как степень ФО относится к степени ОР, причем показатели этих 
последних степеней равны между собой, но не равны первым двум. 
Я утверждаю, что о.р. [фигуры] АЕ так относятся к о. р. фигуры 
ВСЁ, показатель степени которых равен показателю степени МО 
и ОТ, как о-р. [Фигуры] РЕ относятся к 0.р. фигуры ВЕЕ, пока- 
затель степени которых равен показателю степени ОО и ОР. 
Так, например, пусть с. МО относится к с. О], как а. ОО к 
9. ОР, и пусть та же пропорция верна и для прочих прямых, парал- 
лельных СР. Я утверждаю, что о. с. [фигуры] АЕ так относятся 
к о. с. фигуры ВЕС, как о. 4. [фигуры] ОЕ относятся к о. д. фи- 
гуры ВЕЁ, хотя эти степени и имеют различные показатели. Это 
очевидно из следствия к предыдущей теореме. В самом деле, мы 
имеем четыре группы величин, в каждой из которых одинаковое 
число членов; при этом члены первой группы равны между собой, 
поскольку каждый из о. с. [фигуры] АЕ равен другому; точно так же 
равны между собой и члены третьей группы, поскольку каждый из о. 4. 
[фигуры] РЕ равен другому. Далее, каждая величина первой группы, 
каков с. МО, так относится к соответствующей ей во второй группе, 
каков с. О[, как соответственный член третьей группы, какова. ОО, 
к соответствующему ему члену четвертой группы, каков а. ОР. Сле- 
довательно, о. с. [фигуры] АЕ так относятся к о. с. фигуры ВЕС, как 
о. 4. [фигуры] ОЕ к 0. 4. фигуры ВЕЕ. Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ | 


то предложение делает понятным следующее. 

Пусть дан какой угодно параллелограм со вписанной в негс 
фигурой, как, например, на том же последнем чертеже параллело- 
грам АЕ с фигурой ВСЕ; пусть за регулу взято основание СЕ. Тогда 
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произведение, посгзроенное на о. р. параллелограма АЕ, как на высоте, 
и на каких угодно других 0.р. того же параллелограма, как на 
основании, так относится к произведению, построенному на о. р. АЕ, 
как на общей с первым произведением высоте и на о. р. фигуры В/СЕ, 
как на втором основании (поскольку показатель степени о.р. 
здесь тот же, который был взят для основания в первом произве- 
дении), как о. р. [фигуры] АЕ относятся к 0.р. вписанной фигуры 
ВСЕ с тем же показателем, что и выше. Так, например, если мы 
возьмем о. 9. АЕ заобщую высоту и составим два произведения, именно 
одно, построенное на 0.49. АЕ и на 0. 496. той же [фигуры] АЕ, как 
на основании, а другсе на тех же о. 4. АЕ и на о. 496. фигуры ВСЕ, 
то первое произведение будет относиться ко второму, как о. дс. АЕ 


относятся к о. 49. фигуры ВГСЕ. Это можно вывести из того же 
следствия предыдущего предложения. 


СЛЕДСТВИЕ П 


Сус что это предложение будет верно также и в том случае, 
когда основание данной фигуры не будет равно СЕ (в этом случае 
фигура не будет вписанной), так как и в этом случае ход рассу- 
ждений в предыдущем следствии остается неизменным. 


СЛЕДСТВИЕ Ш 


очно так же, если взять высоту 0.р. не параллелограма АЕ, 

а какого угодно другого параллелограма, имеющего ту же высоту, 
что и АЕ, как, например, о. р. параллелограма ЕР, то станет ясно 
на основании того же рассуждения, что, например, произведение, 
построенное на 0.49. параллелограма ЕЙ, как на высоте, и на о. вс. 
‚параллелограма АЕ, как на основании, так относится к произве- 
дению, построенному на той же высоте и на о. дс. данной фигуры, 
как о. 4с. параллелограма АЕ относятся к о. 9с. данной фигуры. 


СЛЕДСТВИЕ [У 


наконец, если сравнить тот же параллелограм, как, например 
АЕ, с двумя какими угодно фигурами, как, например, ВСЕ и ВЕЕ, 
имеющими ту же высоту, что и он, то тем же путем убедимся, 
что те же два произведения, именно построенные, например, на о. 4. 
параллелограма АЕ, как на высоте, и на о. 46. фигур ВСЕ и ВЕЕ, 
как на основаниях, относятся друг к другу, как о0.49с. этих фигур. 
В самом деле, произведение, построенное на 0.4. АЕ и о. ас. ВСЕ, 
так относится к произведению, построенному на о. 4. АЕ и на 
о. 4. той же фигуры АЕ, как о. 46. фигуры ВСЕ к 0. ас. АЕ 
согласно сказанному в предшествующих следствиях Ги П. Но 
произведение, построенное на 0.9. АЕ и на о. 46. АЕ, так относится 
к произведению, построенному на 0-49. АЕ и на о. дс. фигуры ВЕЕ, 
как о. 9с. АЕ относится к о. дс. фигуры ВЕЕ, как это вытекает из 
300 мех же следствий. Откуда, ех аедиай, произведение, построенное 


| 
] 


на 0.4. АЕ цв на о. 9с. фигуры ВСЕ, так относится к произведению, 
построенному на о. д. АЕ и на 0. дс. фигуры ВЕЕ, как о. 4с. фигуры ВСЕ 
относятся к о. дс. фигуры ВЕЕ. Так же будем вести доказательство 
и для других степеней. То же положение, но только для прямоуголь- 
ников, доказывается также в книге УП „Геометрии неделимых“, 
см. предложение ХШ и следствия из него. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХП . 


ак бы ни было произведено деление какой угодно данной прямой 

линии и ее любых степеней, о. [. какой угодно данной фигуры 
и их степени с тем же показателем окажутся разделенными та- 
ким же образом. 

Так, например, в предложении ХХШ книги П „Геометрии 
неделимых“ на основании книги ПН „Начал“ принималось за дока- 
занное, что если линия, например ВО, рассечена в точке Е, то а. ВО 
равен сумме квадратов ВЕ и ЕР и удвоенному прямоугольнику или 
произведению, построенному на ВЕ и ЕР.. Мы распространили это 
на фигуру АВША, утверждая в части 1У следствия к этому предло- 
жению, что о. 4. фигуры АВА, разделенной одной только линией АЕТ, 
равны о. 9. фигур АВ1 и АП и двум прямоугольникам или про- 
изведениям, построенным на этих фигурах АВ! и АФ. Точно таким 
же образом, если бы мы знали, на какие составные части разла- 
гается аа. прямой АО, рассеченной в точке Е, мы убедились бы, что 
можно на такие же составные части разделить и разложить линией 
АЕГ о. 99. фигуры АВСРВА по регуле ВО. То же получим и для 
любых степеней. Что и требовалось доказать. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХШ 


сли прямая разделена в одной какой угодно точке, то 4. всей 
линии равен сумме квадратов частей и двум прямоугольникам, 
построенным на этих частях. 
Это доказано Евклидом в книге П „Начал“, предложение ТУ. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ЖУ 


сли прямая линия разделена в одной какой угодно точке, то с. всей 
линии равен сумме кубов этих частей и произведениям, построен- 
ным на каждой из частей в на 9. остальной части, взятым каждов 
трижды. Или, иначе: он равен сумме кубов частей и трем произ- 
ведениям, построенным на всей линии и произведении ее частей. 
Это доказано мной в моей „Геометрии“, книга П, предложе- 
ние ХХХУШ, откуда и бери доказательство. 


1 Для которой эта прямая является’ одной из „всех линий“, тогда как для 
частей ее соответственными из „всех линий“ являются части этой прямой. Таков 
смысл; теорема формулирована крайне не ясно. С. (Л. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ * 


| прямая разделена в одной какой угодно точке, то 99. всей 


линий равен сумме 44. частей с прибавлением 6 произведений, по- 
строенных на квадратах частей, и произведениям, построенным на 
каждой из частей и на с. остальной части, взятым каждое цетыре 
раза. 

И эту теорему я докажу по методу Евклида*. Пусть прямая АС 
разделена в какой угодно точке В. Я утверждаю что 494. АС равен 
сумме 94. АВ с 944. ВС с прибавлением 6 произведений, построенных 
на 4. АВ и 4. ВС, 4 произведений, построенных на СВ ис. ВА, и4 
произведений, построенных на АВ ис. ВС. В самом деле, аа. АС, или 
произведение, построенное на АС и с. АС, равно сумме произведений, 
построенных на частях АВ и ВСи на том же с. АС (так как пока- 
затели линии АС и с. АС, и зЗив сумме составляют 4, т.е. пока- 
затель 44., авыше мы показали, что показатели изменяются по такому 
правилу). Но с. АС можно разложить на с. АВ, с. ВС, три произ- 
ведения, построенных на АВ и 4. ВС, и три произведения, построенных 
на СВ и 4. ВА; поэтому произведение, построенное на АВ, неразде- 
ленном количестве, и на с. АС, разделенном количестве, будет равно 
сумме произведений, построенных на АВ и отдельных частях разде- 
ленной величины. Таким образом произведение, построенное на АВ 
и с. АС, будет равно произведению, построенному на АВ и с. АВ, т. е. 
49. АВ, затем утроенному произведению, построенному на АВ, и на 
произведении АВ на 4. ВС, т. е. утроенному произведению, построен- 
ному на 9. АВи 4. ВС; далее, утроенному произведению, построев- 
ному на АВ и на произведении 4. АВ на ВС, т. е. утроенному произве- 
дению, построенному на СВ и с. ВА; и, наконец, взятому один раз 
произведению АВ на с. ВС. Точно так же произведение, построенное 
на ВС и с. АС, будет равно произведению, построенному на ВС 
и с. ВС, т. е. 94. ВС, далее, утроенному произведению, построенному 
на ВС и произведении ВС на 4. ВА, т.е. утроенному произведению 
4. АВ на 4. ВС; кроме того, произведению, построенному на ВС и произ- 
ведении 4. ВС на ВА, т. е. утроенному произведению, построенному 
на АВ и с. ВС, и взятому один раз произведению ВС на с. ВА. Если 
сложить все это, то получится: 494. АВ, 94. ВС, 6 произведений, 
построенных на 4. АВ и 4. СВ, 4 произведения, построенные на СВ 
и с. ВА, и 4 произведения, построенные на АВ ис. ВС. Все это равно 
949. АС, что и требовалось доказать. 


СХОЛИЯ * 


р" как для того, что мне нужно доказать, нет необходимости 

итти дальше 44., то я опустил доказательство для более высоких 
степеней. Однако же я должен заметить, что если кому-либо заблаго- 
рассудится двигаться дальше по тому же евклидову пути, то путь 
этот будет для него становиться с каждым шагом все труднее 


и труднее: чем выше степень, тем более разнообразны получающиеся 
произведения и.тем труднее умножения. Легче получить тот же 
результат путем умно- 
жений по правилам 
алгебры, показанным в 
следующей таблице. 


В этой таблице под „а“ шы--Ьа 
и „д“ разумеются части я 
данной линии, именно по -Но9 


под „а“ — часть АВ, под 
„бо“ — часть ВС; эти ве- 
личины мы умножаем 
на самих себя и друг на 
друга и получающиеся 
произведения снова ум- 
ножаем наа и наб 
ит. 0. до бесконечности. 
При этой — процедуре 
обнаруживается также 
и правильность трех и так до бесконечности. 
предыдуших теорем. 


ас аа? па м6) 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ 


3“ прямая разделена на две равные и на две неравные часпии, то 
сумма квадратов неравных частей равна 29. половины вместе 
с 29. среднего отрезка. 
Это доказывается в книге П „Начал“, предложение [Х. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУНП 


| прямая разделена на две равные и на две неравные части, то 
сумма кубов неравных частей равна 2с. половины прямой и 6 произ- 
ведениям, построенным на этой половине и ва 4. среднего отрезка. 
И это предложение, следуя методу Евклида, я докажу таким 
образом. Пусть прямая АС разделена пополам в точке р и не пополам 
в точке В. Я утверждаю, что с АВ вместе сс. ВС равен 2 с. АР 
и 6 произведениям, построенным на АР и (4. ОВ. В самом деле, 
с. АВ равен с. АБ, с. РВ, 3 произведениям, построенным на АР и на 4.ОВ, 
и $ произведениям, построенным на ВР иа. РА. Но 3 произведения, 
построенные на АР (или, что то же, на СО), ид. ОВ, равны 3 произ- 
ведениям, построенным на СВ и на 4. ВО и Зс. ВО. Точно так же 
р 3 произведения, построенные на ВО и 4. ДА, 
Пао В 56 или, что то же, на ВР и 4. ОС, равны трем 
произведениям, построенным на ВР и д. ОВ, 

т.е. 3 с. ОВ, далее, 3 произведениям, построенным на ОВ и а. ВС, 
и 3 произведениям, построенным на ОВ и 2 прямоугольниках ОВС, 
т.е. 6 произведениям, построенным на ОВ и прямоугольнике со сторо- 
нами РВ и ВС, т. е. 6 произведениям, построенным на СВи 4. ВО. Скла- 
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дывая части с. АВ, получим, что он равняется 9 произведениям, по- 
строенным на СВ и 9. ВЮ, 3 построенным на РВ и а. ВС, 7 с. В 
и одному с. АР. Прибавляя к с. ВС (см. начало теоремы) с. ОВ, 3 произ- 
ведения, построенные на ОВ ина 4. ВС, и 3 произведения, построенные 
на СВ и наа. ВО, получим с. ОС, или, что то же, с. РА. Остаются еще 
бс. ОВ иб произведений, построенных на СВ и 9.В0, что со- 
ставляет 6 произведений, построенных на СО, или, что то же, на АР 
и на 4. ОВ, а выше мы получили с. РА. 

Итак, сумма с. АВ и с. ВС равняется 2 с. АБ и 6 произве- 
дениям, построенным на АБ и 94. ВВ. Что и требовалось доказать. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУШ * 


[сии прямая разделена на две равные и две неравные части, то 44. 
неравных частей равны 2 94. половины, 2 44. среднего отрезка 
и 12 произведениям, построенным на д. половины и на 49. того же сред- 
него отрезка. 

Пусть и в этом случае дана прямая АС, разделенная пополам 
в точке Р и не пополам в точке В. Я утверждаю, что 494. АВ вместе с 
94. ВС равны 2 944. АБ, 2 44. РВ и 12 произведениям, построенным на 
4. АО и на 4. ОВ. В самом деле, 94. АВ равен д4. АБ, а4. БВ, 6 произ- 
ведениям, построенным на 9. АР и 4. ОВ, 4 произведениям, построенным 
на АО и с. ОВ, и 4 произведениям, построенным на ВО и с. ПА. 
Оставим пока в стороне .44. АО и 494. ОВ и рассмотрим остальное. 
6 произведений, построенных на 4. АР, или, что то же, на а. ОС, и на 
а. ОВ, равны 6 произведениям, построенным на 4. ОВ и на том же 
а. ОВ, т.е. 6 94. ОВ; далее, 6 произведениям, построенным на (4. ОВ 
и на а. ВС, 6 произведениям, построенным на 4. ОВ и на 2 прямо- 
угольниках со сторонами ОВ-и ВС, т.е. 12 произведениям, построен- 
ным на а. ОВ и на прямоугольниках со сторонами ОВ и ВС, или, иначе, 
12 произведениям, построенным на СВ и на с. ОВ. Далее, 4 произве- 
дения, построенные на АР, или, что то же, на СО, и на с. ОВ, равны: 
4 произведениям, построенным на СВ и на с. В, и 4 произведениям, 
построенным на РВ ина с. ОВ, т.е. 4 94. РВ. Затем, 4 произведения, 
построенные на ВО и на с. РА, или, что то же, на ВШ и на с. ОС, 
равны: 4 произведениям, построенным на ВО ина с. ОВ, т.е. 4 44. ОВ, 
и4 произведениям, построенным на ВР и с. ВС, сверх того, 4 произ- 
ведениям, построенным на’ ОВ и на произведении ОВ на 3 4. ВС, т.е. 
12 произведениям, построенным на 4. ОВ иц. ВС, и 4 произведениям, 
построенным на ВГ и произведении 3 94. РВ, на ВС, т. е. 12 произ- 
ведениям, построенным на СВ и на с. ВО. Складывая части 49. АВ 
и соединяя вместе однородные, мы найдем, что он разлагается на 
44. АБ, 15 94. ОВ, 18 произведений, построенных на 4. ОВ ина 4. ВС, на 
4 произведения, построенные на РВ и на с. ВС, ина 28 произведений, 
построенных на СВ и на с. ВО, к которым еще надо прибавить один 


304 ча.ВС. Теперь выделим один 44. АБ, который мы оставили: в стороне, 


и 244. ОВ. Так как 494. ОВ всего 15, то останется 13 да. ОВ. Теперь 
покажем, каким образом из оставшегося можно составить один 44. АБ 
и 12 произведений, построенных на 4. АБ и 94. РВ*. Соединим 
94. ВС с одним 49. ВР, с 6 произведениями, построенными на 4. СВ и на 
9. ВО, и с 4 ‘произведениями, построенными на СВ и на с. ВО, 
и с 4 произведениями, построенными на РВ и на с. ВС, что 
составит 44. СО или 94. РА. Останутся еще: 24 произведения, по- 
строенные на СВ и на с. ВО, 12 произведений, построенных на 9. СВ 
и на 4. ВО, и 12 94. РВ. Но 12 произведений, построенных на а. ОВ 
и на а. ВС, 24 произведения, построенных на СВ и на с. ВО, или, 
что то же, 24 произведения, построенные на 4. РВ и на прямоуголь- 
нике со сторонами ОВ и ВС, или, что то же, 12 произведений, по- 
строенных на 94. РВ и 2 прямоугольниках со сторонами РВ и ВС, 
вместе с 12 произведениями, построенными на том же а. ЭВ и на 
9. ОВ, т. е. вместе с 12 44. РВ, — все это вместе составляет 12 произ- 
ведений, построенных на а. ОВ и на а. ОС или на 94. ОА. Итак, 
сумма 44. АВ с 49. ВС равна 2 994. АБ, 2 а4. РВ и 12 произведе- 
ниям, построенным на 4. АР и на 4. ОВ. Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


ак видно из содержащегося выше предложения ХП, эти уравнения 
можно также перенести и на о. 94. любой фигуры, взятые по дан- 
ной регуле, если о. 1. ее разделены на две равные и две неравные части; 
точно так же и все то, о чем говорилось в последних 4 предложениях, 
можно равным образом распространить и на подобные степени 
данной фигуры. 


7 СХОЛИЯ 


№ 


ак как (как было сказано выше), для того, что мне нужно дока- 

зать, нет необходимости итти дальше 44., то я и вэтих предложе- 
ниях остановился на 499. Кто хочет пойти дальше, тот легко это сде 
лает, умножая по правилам алгебры, на что уже указывалось выше 
и что будет еще разъяснено ниже. 


- ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ 


сли в каком угодно параллелограме провести диаметр и взять за 
регулу основание, то все линии параллелограма будут. в два раза 
больше всех линий каждого из образовавшихся треугольников. 

Это ясно из сказанного в предложении ХХ книги ИП „Геоме- 
трии неделимых“. Там показано согласно приложенной к доказа- 
тельству фигуре, что о.1. треугольников АСЕ и ЕСО по регуле СО 
равны друг другу. Сошропеп@о, получим, что о. 1. обоих треуголь- 
ников, т. е. о. |. параллелограма АР относится к 0.1. каждого из 
треугольников АСЕ или ЕСО, как 2 к 1. Что и требовалось доказать. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ 


а том же чертеже и при той же регуле: все квадраты параллело- 
грама Ар в три раза больше всех квадратов каждого из указан- 
ных треугольников АСЕ и РСР. 
Это доказано в предложении ХХУ книги П „Геометрии неде- 
лимых“. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ * 


а том же чертеже и при той же регуле: все кубы параллело- 
грама АО в четыре раза болыше всех кубов каждого из указан- 
ных треугольников АСЕ и ЕСО. 

В самом деле, о. с. параллелограма АГ равны о. с. треуголь- 
ников АСЕ и ЕСО, 3 произведениям, построенным на о. 1. треугольника 
АСЕ и на 0. 4. треугольника ЕСО, и 3 произведениям, построенным 
на о. 1. треугольника ЕОС и на 0. 4. треугольника АСЕ. Но о. с. [фигуры] 
АО, т. е. произведение, построенное на 0. 1. АР и на о. 4. АО, так отно- 
сится к произведению, построенному на тех же о. 1. АО и на о. (4. 
треугольника ЕОС, как 0. 4. параллелограма АР относятся к 0. 49. 
треугольника РОС (так как оба произведения имеют одну и ту же 
высоту, именно о. |. АП *), т.е. как Зк 1. Итак, о. с. АБ в три раза 
больше произведения, построенного на 0. 1. АР и на 0. 4. треуголь- 
ника РОС. Это произведение равно в свою очередь сумме ‘произве- 
дения, построенного на 0.1. треугольника ГАС и на 0. 4. треуголь- 
ника РОС, с произведением, построенным на 0.1. треугольника ЕРС 
и на о. 4. того же треугольника ЕОС, т. е. с о. с. треугольника ЕОС. 
Следовательно, о. с. [фигуры] АР в три раза больше суммы о. с. 
треугольника ЕШОС с произведением, построенным на 0. 1. треуголь- 
ника АСЕ и на 0. 4. треугольника ЕОС. Если разложить о.с. АБ 
на составные части, т. е. на о. с. АСЕ, на 0. с. ЕСО, на 3 произведения, 
построенные на 0. |. треугольника АСЕ и на 0. 49- ЕСО, на 3 произ- 
ведения, построенные на 0. 1. треугольника ЕОС и на 0. 4. треуголь- 
ника АСЕ, то окажется, что сумма этих частей в три раза больше 
суммы о. с. ЕСО с произведением, построенным на о. 1. треугольника 
АСЕ и на 0.4. треугольника ЕОС. Но 3 произведения, построенные 
на о. 1. треугольника АСЕ и на о. 4. треугольника ЕСО, 
в три раза больше одного такого произведения. Значит, и остальная 
часть второй суммы в три раза больше остальной части первой суммы, 
‚иными словами, сумма о. с. АСР, о.с. ЕСР и 3 произведений, построен- 
ных на о. |. треугольника ЕСО и на о. 4. треугольника ЕАС, в три 
раза больше, чем о. с. треугольника ЕСО. Но сумма 0. с. треуголь- 
ника АСЕ с 0. с. треугольника ЕСО в два раза больше, чем о. с. 
треугольника ЕС; значит, остаток, т.е. 3 произведения, построен- 
ные на 0.!. треугольника ЕСО и на 0. 4. треугольника АСВР, будут 
равны 0.с. треугольника ЕСО. Поэтому 3 произведения, построен- 
ные на о. 1. треугольника ЕАС и на 0. 49. треугольника ЕСРО, сложен- 


306 ные с 3 пооизведениями, построенными на о. 1. треугольника ЕСО 


и на о. 4. треугольника ГАС ис о. с. треугольников ЕАС и ЕОС, 
т. е. о. с. параллелограма АО, будут в четыре раза больше о. с. тре- 
угольника ЕСО или треугольника РАС. В самом деле, произведение, 
построенное на 0. |. АСЕ и на 0. 4. ЕСО, будет равно произведению, 
построенному на о. 1. ЕСО и на 0. 4. АСР, ввиду того, что как соответ- 
ствующие друг другу линии, так и соответствующие друг другу квад- 
раты в треугольниках ГАС и ЕСР попарно равны между собой, а сле- 
довательно, 3 произведения, построенные на о. |. АСР и на о. а. ЕСО, 
равны 3 произведениям, построенным на 0.1. ЕСО и 0. 4. ЕКАС. 
Откуда следует и т. д. Что и требовалось доказать 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ* 


ри образом, если в каком угодно параллелограме провести 

диагональ и взять за регулу основание, то все квадратоквадраты 
параллелограма в пять раз больше всех квадратоквадратов каждого 
цз треугольников, образованных диагональю. 

Пусть дан параллелограм ВР и в нем проведена диагональ АС; 
пусть СР — регула. Я утверждаю, что о. 44. ВО в пять раз больше 
о. 49. треугольника АСО или АВС. Я прибегну для этого к тому же 
способу, каким было доказано предложение ХХУ книги П „Геоме- 
трии неделимых“. Но так как это предложение основано на пред- 
ложении ХХИ, то и для доказательства настоящего предложения при- 
дется применить то же предложение ХХЦ, а это допустимо лишь 
постольку, поскольку оно остается справедливым для о. р., а следо- 
вательно, и для о. 94. Но это мы докажем без труда, если в том же 
предложении ХХП повсюду заменим о. 4. через о. р.; тогда станет 
ясно, что и вообще на указанном чертеже излишек, на который о. р. 
фигуры, описанной вокруг треугольника ОЕ$, превышают о. р. фигуры, 
вписанной в этот треугольник, равен о. р. (имеются. в виду о. р. 
той же степени, что и во всем предложении) параллелограма 0$ по 
регуле Е5. В самом деле, о. р. ГР, или, что 
то же, 90, с прибавлением излишка, на ко- 
торый о. р. @@ превышают о. р. 90, дают 
о. р. @© или о. р. 1; если сюда прибавить 
еще излишек, на который о. р. ЕЮ превы- 
шают о. р. №, получим о. р. ЕЮ или 
о. р. Н$; и, наконец, 0. р. Н$, с прибавле- 
нием излишка, на который о. р. 0$ превы- 
шает о. р. Н$, дают о. р. 05. Все прочее 
основано на доказанных выше предложе- С № _ 19) 
ниях, в чем внимательный читатель без труда убедится, перечитав 
указанное доказательство и вставив в него о. р. 

Приняв это предложение за доказанное, перейдем к доказатель- 
ству теоремы. Для этого разделим диагональ АС пополам в точке С 
и через С проведем прямую ЕЁ, параллельную СО, и прямую ММ, 
паралельную АР. Проведем еще какую угодно прямую ОЮ, парал- 
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лельную той же СО и пересекающую ММ и АС в точках Р и 0. 
Тогда прямая ОК окажется разделенной на две равные части в точке 
Ри на две неравные в точке О. Рассуждая так же, мы покажем, 
что и о. 1. параллелограма ВОР будут рассечены на две равные части 
линией ММ и на две неравные линией АС. Поэтому о. 44. треуголь- 
ников АВС и АСР будут равны дважды взятым о. 44. ВМ и треуголь- 
ников АМ и СМС и 12 произведениям, построенным на о. 4. ВМ 
и на о. 4. треугольников АМС и ССМ. Очевидно, половина первого 
из количеств равна половине второго, т.е. о. 94. только треугольника 
АРС будут равны 0. 94. ВМ и треугольнкков АМА и СМС (взятым 
только один раз) с прибавлением 6 произведений, построенных на 
о. 4. ВМ и на 0.4. тех же треугольников АМС и СМС. Но так как 
параллелограмы ВР и МЕ подобны друг другу, то и отношение о. ад. 
ВР к 0. 44. МЕ равно отношению сходственных сторон СР и СЕ (каковое 
равно 2 к 1), помноженному само на себя на столько раз, сколько 
единиц заключается в показателе 44-, который равен 4, плюс единица, 
т.е. 5. Так как 
2—2: 4148 —3:16—16:— 

то, сопуецеп4о пятую пропорциональную отношения 1 к 2, получим, что 


0. 99. ВО : 0.499. МЕ =32:1. 


Но в силу предложения ХХИ книги ИП „Геометрии неделимых“ 
(при подстановке в него о.р. вместо о. 4.) 0. 94. параллелограма ВО 
так относятся к 0. 94. треугольника АСЬ, как 0. 44. параллелограма 
МЕ к 0. 94. треугольника АСР. Регишап4о, получим, что и о. 40. 
треугольника АСО относятся к 0. 44. треугольника АСЕ, как 329 к 1. 
Но так же они относятся ик о. 494. треугольника АМС. Следовательно, 
о. 44. треугольника АСР будут относиться к о. 44. треугольников АМ 
и С СМ, как 38 к2, или как 16к 1. 

Но о. 44. АСО равны о. 44. ВМ, 0. 44. треугольников АМС и СМС 
и 6 произведениям, построенным на о. 4. ВМ и на 0. 4. тех же треуголь- 
ников АМС и ОМС, как было доказано выше; следовательно, и вся эта 
сумма относится к о. 44. треугольников АМС и ОСМ, как 16к 1. 
Румдепчдо, о. 94. ВМ и 6 произведений, построенных на о. 4. ВМ и на 
о. 4. АМ и СМС, так относятся к о. 44. АМС и ССМ, как 15 к 1. 
Но произведение, построенное на о. 4. ВМ и на 0. 4. ВО, так отно- 
сится к произведению, построенному на о. 4. ВМ и на тех же о. 4. ВМ, 
т. е. к о. 94. ВМ, как о. 4. ВР к 0. 4. ВМ, т.е. как 4. ОС относится 
к 9. С№ т.е. как 4 к 1. Произведение, построенное на о. а. ВМ 
и на о. д. ВМ, так относится к 6 произведениям, построенным на о. 4. 
ВМ и на 0. 9. АМС, ССМ, как о. 4. ВМ к о. 4. АМС, ССМ, взятым 
б раз, т. е. как 1к 2, что можно доказать следующим образом. О. 4. 
ВЯ в три раза больше о. 4. треугольника АМС, а о. 4. ЕМ в три 
раза больше, чем о. а. ССМ; значит, о. 4. ВМ в три раза больше, 
чем о. 4. АМ@ и СМС, т. е. о. 4. ВМ относятся к о. 4. АМ@ и ССМ, 
взятым шесть раз, как З кб, т. е. как 1 к 2. Далее доказано, что произ- 


ведение, построенное на о. а. ВМ и на о. 9. ВО, так относится 
к произведению, построенному на о. а. ВМ и на о. 4. ВМ, т. е. ко. аа. ВМ, 
как 4 к 1. Ех аедиаН, произведение, построенное на о. 4. ВМ и на 
о. 4. ВО, так относится к 6 произведениям, построенным на о. а. 
ВМ`и на о. 4. АМД, СМС, как4ко. СоШзеп4о последующие члены, 
получим, что произведение, построенное на о. а. ВМ и на о. а. ВО, 
так относится к сумме произведения, построенного на о. а. ВМ и на 
о. 4. ВМ, с 6 произведениями, построенными на о. 4. ВМ и на о. 4. 
АМС, ССМ, как 4 к 3, или как 90 к 15. Но выше мы показали также, 
что сумма того же произведения, построеннного на о. 4. ВМ и о. 4. 
ВМ, -т. е. о. аа. ВМ, с 6 произведениями, построенными на о. а. ВМ 
и на о. 4. АМС, ССМ, так относится ко. 94. АМО, ССК, как 15к 1. 
[Значит, ех аеднай, произведение, построенное на о. а. ВМ ио. Ч. 
ВО, так относится к. о. 94. АМО, ОСМ, как 290 к 11 *. Итак, 
соШвеп4о еще раз последующие члены, получим, что произведение, 
построенное на о. 4. ВМ и на о. 4. ВО, так относится к сумме о. ада. 
ВМ, 0. 94. АМС, ССМ иб произведений, построенных на о. а. ВМ 
и на о. 4. АМС, ССМ, т. е. ко. 99. треугольника АСВ (которые, как 
выше было доказано, равны сумме этих последующих), как 90 к 16. 

Наконец, так кака. РС в четыре раза больше а. СМ, то и о. а. ВР 
будут в четыре раза больше о. 9: ВМ. Кроме того, о. а. ВО так от- 
носятся к о. 4. ВМ, как (если взять за общую высоту о. 4. ВО) произ- 
ведение, построенное на 0. 4. ВР ио. 4. ВО, относится к произведению, 
построенному на 0. 4. ВР и о. д. ВМ. Следовательно, произведение, 
построенное на о. 4. ВР и 0. 4. ВО, т. е. о. 49. ВО, будет так отно- 
ситься к произведению, построенному на о. 4. ВР и 0.4. ВМ, как 
30 к 20. Но мы доказали, что произведение, построенное на о. 4. ВО 
и на о. 4. ВМ, так относится ко. 94. треугольника АСО, как 90 
к 16. Итак, о. 949. ВР так относятся ко. 94. треугольника АСО или 
АВС, как 80 к 16, те. как 5к1 Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ | . 


огласно сказанному в начале предыдущего доказательства относи- 

тельно предложения ХХП книги | „Геометрии, неделимых “в при- 
менении к 0. р. очевидно, что отношение о. р. каких угодно паралле- 
лограмов к о.р. треугольников, образуемых диагоналяма, поскольку они 
одной и той же степени, всегда одно и то же. А отсюда следует, 
что отношение их к о. р. той же степени каких угодно треуголь- 
инков, имеющих то же или равное основание п высоту с паралле- 
10грамами, когда за регулу взято основание, также всегда одно 
и то же. Ибо Ове стороны какого угодно треугольника можно до- 
полнить до параллелограма так, чтобы данные треугольники ока- 
зались образованными диагональю. Поэтому о. р. данных треуголь- 


мым. 


1 Эта фраза, несомненно, пропущена в подлиннике, она дополнена мною по 
контексту. С. Л. 
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ников будут относиться друг к другу, как о. р. описанных вокруг 
них параллелограмов, а следовательно, и как о. р. каких ‘угодно 
параллелограмов, имеющих те же или равные основания и ту же 
высоту. 


СЛЕДСТВИЕ П 


1. Кроме того, из предыдущего следствия понятно, что все 
сказанное относительно параллелограмов справедливо и относи- 
тельно о. р. треугольников, имеющих с ними ту же высоту, при 
тех же регулах. 

2. Следовательно, и у этих треугольников о. р., взятые по 
основаниям, как по регулам, будут относиться друг к другу, как те же 
степени оснований. Более того, и пройзведения, построенные на 
о.р. данных треугольников с одинаковой высотой, будут относиться 
друг к другу, как произведения, построенные на степенях оснований, 
как это было формулировано в следствиях Г и ИП предложения Ш для 
о. р. параллелограмов. 

3. Точно так же при равных основаниях, являющихся также 
и регулами треугольников, о. р. одной и той же степени будут от- 
носиться друг к другу, как высоты или как боковые стороны, обра- 
зующие равные углы с основаниями, если такие #меются. Более 
того, и произведения, построенные нао. р. треугольников, имеющих 
одно и то же или равные основания, причем регулой является общее 
основание или равные основания, относятся друг к другу, как вы- 
соты или как указанные стороны, и т. д., как это было формулиро- 
вано в следствии к предложению 1У относытельно параллело- 
грамов. 

4. Точно так же отношение о.р. каких угодно треугольников 
при основаниях, взятых за регулы, равно сложному отношению, со- 
ставленному из отношения высот или сторон, образующих равные 

углы с основанием, и из отношения степеней оснований, имеющих 
показатели, одинаковые с указанными выше. 

5. У треугольников (при основаниях, взятых за регулы), у ко- 
торых одинаковые степени их оснований обратно пропорциональны 
высотам или сторонам, образующим равные углы с основаниями, о. р. 
одинаковой степени равновелики между. собой. И наоборот, если 
о. р. будут равны, то те же степени оснований будут обратно 
пропорциональны высотам или сторонам, образующим равные углы 
с основаниями. 

6. Отношение. о. р. подобных треугольников, если за регулы 
| взяты сходственные стороны, равно отношению сходственных сторон, 

помноженному само на себя столько раз, во сколько раз больше 
| единицы показатель взятой степени, плюс единица. 
| 7. В каком угодно треугольнике о. р., взятые, как по регуле, 
| по какой угодно одной из сторон, относятся к 0. р. того же тре- 
310 угольника и той же степени, взятым, как по регуле, по какой-либо 


другой стороне, как степень первой регулы к степени второй, при- 
чем степени этих регул должны быть одинаковые и на единицу 
меньше степени, взятой в треугольнике. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХШ * 


Пусть в каком угодно параллелограме, например в БО, в ко- 
тором за регулу взято основание СО, будет проведена какая угодно 
прямая ЕЁ, параллельная СО, и пусть в нем будет проведена диаго- 


> 


наль АС, которая пересечется с этой линией в точке (; тогда 
РА: АЕ = Ср: ЕС = ЕЁ: ЕС. 
Назовем АС первой диагональю. Пусть, далее, 
4. РА: 4. АЕ--ЕЕ: ЕН. 


и пусть такое же соотношение существует для всех прямых, па- 
раллельных СО, так что все отрезки, соответствующие НЕЁ, кок- 
чаютея на кривой АНС. Равным образом 


е. "БА ест АБтинНА: 4, В А 
причем такое же соотношение существует ря 
для прочих линий, если провести кривую СПА. 

Далее, 
в - 90. АЕ-=БЕ: ЕЕ, Е &/ НИМЕК| Е 


причем такое соотношение существует и для 

прочих линий, если провести кривую СТА. 

Можно допустить, что такое же соотноше- ‘р р 
ние существует и для остальных степеней. 

Назовем СНА второй диагональю, СПА — третьей диагональю 
СГА — четвертой диагональю и т. 9. Гочно так же треугольник 
АССР назовем первой диагональной площадью параллелограма ВО, 
трехсторонник АНСО — второй площадью, А1СР — третьей, АГСО— 
четвертой и т.д. Я утверждаю, что площадь параллелограма в два 
раза больше первой площади, в три раза больше второй, в че- 
тыре — третьей, в пять — четвертой и т. д. 

То, что параллелограм ВО в два раза больше первого про- 
странства АСО, очевидно само собой, так как согласно предложению 
ХХ, о. 1. ВО в два раза больше 0. 1. АС, и поэтому согласно пред- 
ложению Ш книги И „Геометрии неделимых“ площадь ВР в два раза 


болыше площади АСО. 
То, что площадь ВО втри раза больше второй площади АНСЬ, 


доказывается следующим образом: 
д. ДА: 4. АЕ=ЕЁ:ЕН, 
или, что то же, | 
4..6 ава ЕЕ &ЁН, 
хт этой 


в такое же соотношение существует для прочих линий; следовательно, книги 
о. а. ВО так относятся к о. 94. треугольника АС, как о. |. Вр-ко. 1 Эм 
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площади АНСО, а значит, и сама площадь ВШ относится к площади 
АНСЬ, как о. 4. ВО к 0.4. треугольника АСШ. Но о. 4. ВО втри раза 
больше о. 4. треугольника АСР; следовательно, и плошадь ВР будет 
в три раза больше площади АНСЬ. 

Тем же способом докажем, что о. 1. ВО относятся к о. 1. третьей 
площади А1СО, как 0. с. ВО относятся к о. с. треугольника АСО, т. е. 
сама площадь ВО будет в четыре раза больше площади А1СО. 

Аналогично докажем, что о. 1. ВО так относятся к о. 1. пло- 
щади АГСО, как 0. 94. ВО к 0. 94. треугольника АСО, т. е. сама пло- 
щадь ВО в пять раз больше площади АГСО. 

Точно так же, если будет доказано, что последовательные о. р. 
ВР больше о. р. треугольника АСО одной с ними степени в шесть, 
семь, восемь и так далее раз, то тем самым мы докажем, что площадь 
параллелограма ВО в шесть раз больше пятой площади, в семь -— ше- 
стой, в восемь — седьмой и так до бесконечности. 


СЛЕДСТВИЕ 


(79 ясно также, каково отношение ВО к первой остаточной 

площади БСА, ко второй ВСНА, к третьей ВСГА, к четвертой ВСГА 
и т. д. В самом деле, ВР в два раза больше первого остатка, в 
15 раза второго, в 1; третьего, в 1 четвертого и т. д. Подобным 
же образом можно найти отношение этих остаточных площадей 
к площадям соответственных трехсторонников. Первый остаток 
АВССА равен первой площади АССР, второй остаток ВСНА в 2 раза 
больше второй площади, третий — в 3 раза третьей, четвертый — 
в 4 раза четвертой и т. д. Что же касается диагоналей, то очевидно, 
что первая изних АС —прямая линия, СНА —парабола, вершина кото- 
рой А, так как ясно, что можно сделать такое обратное заклю- 
чение из следствия к предложению [1 книги [У „Геометрии недели- 
мых“ *. В самом деле, по условию СР:НЕ=д. ОА; 4. АЕ. Наконец, 
ЕР, СВ, НЕ, [Е, [Е и т.д. составляют непрерывную пропорцию, что 
моокно легко доказать. 


СХОЛИЯ 


се сказанное выше о степенях линий, параллелограмов ц треугольни- 

ков было мной открыто, как сказано в предисловии, в связи с моими 
исследованиями по нахождению объема параболического веретена; 
для. этой цели я и нашел отношение о. 494. данного параллелограма 
к 0. 94. каждого из треугольников, образуемых его диагональю. 
Правда, для нахождения этого обзема было бы достаточно лишь 
немногих из доказанных выше предложений, но я не счел правиль- 
ным, чтобы остальные предложения относительно этих степеней, 
найденные мною по указанному случаю, были оставлены без вни- 
мания и удалены из моей работы не только потому, что они ине 
кажутся стоящими изучения и не вовсе уж бесполезными для ре- 
шения других задач, но и для того, чтобы пополнить пробглы в учении, 


изложенном в моей „Геометрии неделимых“, и чтобы еще более вы- 
пукло представить легший в ее основание метод. Т еперь, когда най- 
дено отношение о. 94., я считаю уместным немедленно же дать до- 
казательство следующего предложения об обземе параболического 
веретена. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ * 


П Усть параллелограм и парабола имеют одно и то же основание и 
пусть они вращаются около этого основания. Тогда цилиндр, произ- 
веденный из параллелограма, так относится к телу, произведенному 
из параболы (это тело Кеплер назвал параболическим. веретеном), 
как 15 к 8. 
Воспользуемся чертежом предыдущего предложения, где кривая 
СНА — параболическая линия, вершина которой А, как сказано выше. 
Поэтому АНСВ будет параболической площадью или полупараболой. 
Пусть АВ — ось параболы и пусть параллелограм ВП вместе с лолупа- 
раболой АНСВ вращается вокруг полуоснования ВС; тогда ВО обра- 
зует цилиндр, а АНСВ половину параболического веретена. Я утвер- 
ждаю, что цилиндр относится к этой половине веретена (а следо- 
вательно, двойной такой цилиндр ко всему веретену), как 15 к 8. 
Оставляя без изменения все условия предыдущего предложения, 
имеем, что 
РЕ ЛА 
Следовательно, 


: @& АК. ВЕ 33а И 


4. ЕР : 4. ЕН = 99. ЕЁ ; 99. ЕД. 


Мы докажем также, что такое же соотношение существует и для про- 
чих каких угодно прямых, параллельных СО, взятой за регулу. Значит, 
о. 4. ВР так относятся к о. 4. трехсторонника АНСЬ, как 0. 44. ВО 
относятся к о. 94. треугольника АСО, а это отношение равно 5 к 1. 
Значит, и о. 4. ВР будут в пять раз больше о. 4. трехсторонника 
АНСР. Но о. 4. ВР, т. е. произведение, построенное на о. 1. ВО и на 
о. 1. ВО, так относится к произведению, построенному на 0.1. ВО и на 
о. |. АНСО, как ВО к АНСЬ, т. е. как 3 к 1; иными словами, о. 4. 
ВР относятся к произведению, построенному на о. 1. ВО и на о. 1. 
АНСЬ, как 15 к 5. Но произведение, построенное на 0. ]. ВО и на 
о. |. АНСО, равно сумме произведения, построенного на о. 1. АНСО 
и на о. |. АНСО с о. а. АНСО. Следовательно, и к этой сумме о. 4. 
ВО относятся, как 15 кб5. Но, как мы показали, о. 4. ВО в пять раз 
больше о. 4. АНСО; следовательно, о. 4. ВО относятся к произведе- 
нию, построенному на о. 1. АНСВ и АНСО, как 15 к ак двум та- 
ким произведениям, как 15 к 4. Но так как о. 4. ВО относятся к о. Ч. 
АНСЬ, как 15 к 3, то, соШеепао, получим, что о. а. ВО так отно. 
сятся к сумме о. 4. АНСЬ с 2 произведениями, построенными на о. [. 
АНСВ и АНСЮ, как 15 к7. Следовательно, о. 9. ВБ относятся к раз- 
ности предыдущего с последующим *, т. е. к 0. 4. АНСВ, как 15 к 8. 
А следовательно, и всякое тело одинакового строения, произведенное 
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из ВО, так относится к телу одинакового с ним строения, произве- 
денному из АНСВ, как 15 к8, как видно из предложения ХХХШ 
книги ЦП „Геометрии неделимых“. А следовательно, и цилиндр, произ- 
веденный из ВО, относится к параболическому полуверетену, произ- 
веденному из полупараболы, АНСВ, а равно и удвоенное первое тело 
к удвоенному второму, т. е. цилиндр, произведенный из параллело- 
грама, описанного вокруг всей параболы, который в два раза больше 
упомянутого выше, так относится к веретену, произведенному из 
самой параболы, как 15 к 8. Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


з этого доказательства видно, что найденное отношение 15 к 8 

справедливо не только для указанных цилиндра и веретена, но и 
для каких угодно тел одинакового строения друг с другом, произ- 
веденных из этого пораллелограма и параболы, притом же незави- 
симо от того, будет ли АВ осыо или только диаметром. 


СХОЛИЯ * 


Де эти доказательства, мы для углубления изложенной выше тео 
рии приведем еще то, что добавил к открытому мною упомяну- 
тый выше К. де Богран, из чего читатель убедится, что этот метод 
неделимых бил принят, применен и усовершенствован знаменитыми 
геометрами. Ход его мыслей будет ясен из следующих предложений. 


ПЕРВАЯ ЛЕММА БОГРАНА 


р прямая линия, разделенная на две равные и две неравные части. 
| Найти, чему равна сумма одинаковых степеней (каковы бы они ни 
были) неравных частей. 

Пусть прямая ЮУ разделена на две равные части’в точке 5 
и на две неравные в точке Т. Требуется найти, чему равна сумма 
одинаковых степеней (каковы бы они ни были) неравных частей КТи ТУ. 
Для исследования этого вопроса будем рассматривать КТ, как сумму, 
а Т\, —как разность прямых Ю$ и $Т. Чтобы притти к решению более 
коротким путем, применим буквенную алгебру, причем часть К 

прямой ЮУ назовем а, часть ЭТ назо- 
п $ т и вем Ь. Тогда РТ будет а--Ъ, а ТУ 6у- 
дет а— 5. 

Если мне нужно найти, чему равен 4. КТ, сложенный с 4. ТУ, 
то я сложу произведение, корень которого двучлен а--Ъ, именно 
аа -|- 2а5-- ББ, с произведением, корень которого а— 6, именно аа— 
— За -- ЪЬ. Складывая эти 4., получим 2аа-- 265. Отсюда следует, что 
а. РТ плюс а. ТУ равно 2 4. К$ плюс 2 а. Т$. Мы приходим таким 
образом к выводу, данному Евклидом в книге П. 

Если же мне нужно найти, чему равен с. КТ, сложенный с с. ТУ, 
я таким же образом нахожу с., корень которого а--5; он будет ааа-|- 

314 -Зааь -Р ЗаЪЬ -- БЪЬ. Равным образом и с., корень которого а —Ъ будет 


ааа — Заа6 -- ЗаБЪ — Ъ5Б. При сложении кубов получим сумму 2ааа -|- 
—Г баб. Откуда ясно, что с. ЕТ, сложенный с с. ТУ, равен 9.с. Ю$ 
плюс ушестеренное произведение К$ на 4. ЗТ. Поступая также для 
каких угодно степеней, получим нужный нам результат, как видно 
с полной ясностью из приложенных примеров. 


ПРИМЕР ПЕРВЫЙ ДЛЯ КВАДРАТОКУБОВ \ 


— 
—— 


`кв.-куб от а--ь кв.-куб от а— Ъ Сумма 
ы у кв.-куба от а-- Ь 
равен равен и кв.-куба отаЫ—Ь 
а’ а" оз 
Роя — ба УЬ 
р 10а, Ь = Е 10а" т Ч 20айг п 
-- 10а Ъ —10. Ь 
1У ТУ 
г 3 р ни ру -- 10а Ы\ 


ыЫМШ——и— а 
ПРИМЕР ВТОРОЙ ДЛЯ КУБОКУБОВ 


—жщ— 


Ь Кубокуб ота—Ъ Сумма 
Кубокуб от а -- ет кубокуба а НБ 
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| ЕЕ ЕЕ ак О_о тень. | 
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ЕЕ ЕЕ СЕЕРЕВЕНЕНИ-ВИИНЕНИНИЕ 


К.к.куб ота-ГЬ К.к.куб ота—Ь Сумма 
к.к.куба а-- Ь 
равен равен и к.к.куба а—Ь 
вета. а Е 
4 ча’ШЬ ор 
УПИ УП ри 
: а ея ша о йа + Тать" 
-- 84а'`Ь — 84а’ Ь 
Е 126ау ыу -Е 12а" 5 + 252.” ы\ 
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т И 
+ 9а к + 92 о + 18: БШ 
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+ Знак -|- имеет у Кавальери в этих таблицах форму мальтийского креста (как 
на таблице предложения Х\, жолия, стр. 303). С. (Л. 315 
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СХОЛИЯ 


Из этих примеров читатель, знакомый с такими алгебраическими 

умножениями, поймет, что этот путь много легче, чем евклидов- 
ский, более длительный и хитросплетенный, которому мы следовали 
в предложениях ХУП и ХУШ. Далее следуют три предложения 
относительно степеней выше 94. того же Бограна. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУ 


ела дан какой угодно параллелограм АС с диагональю ОС при 
регуле ФЦ, то 0. дс. параллелограма АС будут в шесть раз больше 
0. с. треугольника СОС или САО. 

Пусть СО разделена пополам в точке М и пусть через М 

проведены прямые ВР и РН, из коих первая параллельна АО и Ес, 
а вторая —АС и ОЦ. Далее проведем где 
А В С 

угодно внутри А@ прямую Ю$ТУ, парал- 
лельную ОО. Так как 4.с. РТ плюс 4.с. ТУ 
равны 2 4. с. Ю$ плюс 20 произведений, по- 
строенных на с. КЗ и 4. 5Т, плюс 10 произ- 
ведений, построенных на №5 и дача. $Т, а 
прямая КУ проведена где угодно, то отсюда 
| следует, что 0. 4с. треугольников АОС и 
б Жи б СОС равны дважды взятым о. ас. АЕ плюс 
_ 20 произведений, построенных на о. с. АМи 
на 0.4. треугольника ВМС, плюс 20 произведений, построенных на 
о.с. ОЕ и на 0.4. треугольника ОМЕ, плюс 10 произведений, построен- 
ных на 0.1. АМ и на 0.494. ВМС, плюс 10 произведений, построенных 

на 0.1. ОЕ и на 0.949. треугольника ОМЕ. 

Но 0.4с.АОФС равны 0.4с.СОС. Точно так же произведение, 
построенное на о.с. АМ и на 0.4. ВМС, равно произведению, построен- 
ному на о.с.рЕ и на 0.4. ОМЕ. Далее произведение, построенное 
на 0.1. АМ и на 0.99. ВМС, равно произведению, построенному на 
0.1. ОЕ и на 0.44. ОМЕ. Следовательно, заменяя равное равным, полу- 
чим, что взятые дважды о.4с. треугольника СОС равны взятым два- 
жды 0.4с.АЕ плюс 40 произведений, построенных на о.с. ОЕ и на 
о.4. МЕ, плюс 20 произведений, построенных на 0.1. ОЕ и на 0.44. ОМЕ. 
Но произведение, построенное на 0.с. ОЕ и на 0.4: МЕ, так отно- 
сится к 0.4с.0ОЕ, как о.а.ОМЕ относятся к о.4.0Е, т. е. как 1 к 3. 
Итак, 40 произведений, построенных на о.с.ОЕ и на 0.4. МЕ, равны 
< 0.4с.ОЕ, или? о.ас. АЕ. 

Сверх того, произведение, построенное на 0.1. ОЕ и на 0.94. ОМЕ, 
так относится к 09.4с.0Е, как 0.494. ОМЕ относятся к 0.49.2Е, т. е. 
как 1 ко. Поэтому 20 произведений, построенных на 0.1. РЕ и на 


0.44. СМР, равны 0.4с.ОЕ, взятым четыре раза, или 0.4с. АЕ, взятым 
два раза. 


Теперь заменим равные члены равными. О.4с. СОЦ, взятые 
дважды, равны о.4с. АР, взятым дважды, плюс = 0:4: АЕ плюсо. С.АЕ, 
взятым дважды. Сложив и утроив, получим, что шесть о.4с.СОС 
равны 0.4с. АЕ, взятым 32 раза. Но 0.4с. АЕ так относятся к о.4с.АС, 
как 4с. ОЕ к (с. ОЦ, те как 1к 32: Следовательно, 0.4. АЕ, 
взятые 32 раза, равны. о.4с. АС. Поэтому `0.ас.АС, взятые шесть 
раз, равны 0.4с треугольника СОС или САО, что и требовалось 
доказать. 

Весьма изящные доказательства путем неделимых для этой 
и следующих степеней прислал ине также упоминаемый выше’ 
8 моих „Опытах“ Рокка; его метод может быть применим и к дру- 
гим степеням. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУ! 


НЕ пом же чертеже, что и в предыдущем предложении: о.сс. АС 
в семь раз больше о.сс. треугольника СОС или САС. 

В самом деле, сс. РТ плюс сс. ТУ равны 2 сс. р5 плюс 30 про- 
изведений, построенных на 49. ЮЗ и 4. 5Т, плюс 30 произведений, 
построенных на. К$, на аа. ЭТ, плюс Эссе. эт, а КУ проведена как 
угодно; ясно, что о.сс. АХС плюс о.сс. Соа равны о. сс. АЕ, взятым 
дважды, плюс 30 произведений, построенных на 0.44. АМ и на 0.4. ВМС, 
плюс 30 произведений, построенных на 0-44.ПЕ и на 0.4. О МЕ, плюс 
30 произведений, построенных на 0.4. АМ и на о.аа. ВМС, ‘плюс 
30 произведений, построенных на 0.4. РЕ и на 0.494.ОМЕ, плюс 
о. сс. ВМС, взятые дважды, и плюс о.сс. ОМЕ, взятые дважды. По- 
этому ввиду тождественности параллелограмов АМ и РЕ, а также 
треугольников АФС и СОС, равно как и треугольников ВМС и 
ОМЕ, получим, что о.сс. СОС, взятые дважды, будут равны о.сс. АЕ 
взятым дважды, плюс 60 произведениям, построенным на о.аа. РЕ 
и на о. 94. ОМЕ, плюс 60 произведениям, построенным на 0.а.ОЕ и на 
0.99. МЕ, плюс о.сс. ОМЕ, взятым четырежды. Но произведение, 
построенное на 0.44.ОЕ и на 0.44. ОМЕ, так относится к о.сс. ОЕ, 
как 0.4. МЕ относятся к о.4.ПЕ, т. е. как 1 к 3. Поэтому 60 про- 
изведений, построенных на 0.949.2Е и на 0.4. МЕ, равны 90 раз 
взятым 0.сс.ОЕ, т. е. десять раз о.сс. АЕ. 

Далее, произведение, построенное на 0.4. ОР и на 0-94. ОМЕ, 
так относится к 0.сс.ОЕ, как 0.94. ОМЕ отйосятся к 0.94. РЕ, т. е. 
как 1 к 5. Следовательно, 60 произведений, построенных на 0.4. РЕ 
и на 0.44. ОМЕ, равны 120.сс.ОЕ, т. е. бо.сс. АЕ. Затем, так как 
треугольники ОМЕ и СОС подобны, о.сс. ОМЕ равны _* о.сс. СОС. Зна- 


125 
чит, 40.сс. ОМЕ равны =. 0.сс. СОС. Теперь заменим равные равными 
и получим, что 20.сс. СО@ равны 20.сс.АЕ, плюс 100.сс. АР, плюс 
60-сс. АР, плюс з; 0.сс. СОС. Следовательно, 2 0.сс. СОС равны 18 о.сс. 
АЕ. Разделим. все члены на 9 и помножим на 32; ясно, что 7 о.сс. СОС 
равны 64 0.сс. АР. Но о.сс.АЕ так относятся к 0.сс. АЦ, как сс.ОЕ 
К сс. ОО, т. е, как 1 к 64. Поэтому 0.сс. АС равны 64 о.сс. АЕ и, сле- 
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довательно, 70.сс.АОС равны о.сс. АС. Значит, 0.сс. Аа в семь раз 
больше о.сс. АС или СФО. Что и требовалось доказать. 

Гак как ход рассуждения такой же и для остальных сте- 
пеней, то Богран не присоединил сюда доказательства для других 
степеней, за исключением лишь данного им для большей ясности 
доказательства для кубокубокубов, каковое и приводим. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУП ! 


а том же чертеже, что и в предыдущем предложении: о.свс. АС 
в десять раз больше о.ссс. треугольника СОС ил САО. 
В самом деле, 
ЮГ ТУ —=2А53 -|- 72 051 Ж $Т?- 252 55 Х 5 - 
—- 168 ^53 Ж 576 -- 18 Ю$х $Тв, 
причем КУ проведена как угодно. 
Отсюда следует, что 
о.ссс. АОС-Е 0.с6с. СОС = 2 0.ссс. АЕ- 720.49с. АМ Ж 0.9. ВМС -- 
Е 720-494с. РЕ Х 0-4. ОМЕ- 252 0.4с. АМ Х 0.99. ВМС-Е 
—- 252 0.46. ОЕ Х 0.99. ОМЕ- 168 0.с. АМ Х 0.сс..ВМС —- 
-- 168 0.с. РЕЖ 0.сс.МЕ-| 180.1. АМ Ж о-дсс. ВМС-Е 
—- 180... )ДЕХ 0.9сс. ОМЕ. 

Ввиду тождественности треугольников АОС и СОС, а также 
треугольников ВМС и ОМЕЬ, равно как и параллелограмов АМ и ПЕ, 
20.ссс. АЦС = 20.ссс. АР-- 144 0.99с.ОЕ Х 0.9. ОМР-Е 
-|-- 504 0-9. РЕЖ 0.494. ОМЕ- 336 о.с. ОРЕХ 0.сс. ОМЕ-- 

— 360.1. ДЕ Ж 0.4сс. ОМЕ. 
Но, рассуждая так же, как выше, получим 
144 0.04с. ОЕ ЖХ 0-4. ОМЕ == 48 0.ссс. ОЕ == 24 0.ссс. АЕ. 
Точно так же 


504 0.96. ДЕЖ 0.99. ОМЕ = ее 0.ссс. РЕ = ты 0.ссс.РА. 
Далее, 

336 0.с. ДЕ Ж 0.сс. ОМЕ == 480.ссс. ОЕ = 240.6сс.АЕ. 
Далее, у 


360... ДЕР \ 0.9сс. ОМЕ = 40.ссс. РЕ =2 0.ссс. АР. 
А следовательно, заменяя равные члены равными, 
20.ссс. А/С =20.сс2. АЕ- 24 0.ссс. АЕ -- е- 0.ССС- АЕ- 
—- 240.ссс. АЕ -- 20.ссс.АР. 


1 Это предложение я даю в транскрипции, близкой к нынешней; о.р.АВ Х о.р.Ср 
условно означает: произведение, построенное на о0.р.АВ и о.р.СЬ; в подлиннике 
это предложение выглядит, как предложения ХХУ и ХХУГ. С. Л. 


Итак, СЛЕД. Г ИЗ И 
10 0.ссс. ДОС=5129 0.ссс. АЕ. - ЭТОЙ книги 


И так как 
0-ссс. АР: 0.ссс. А = ОЕ: 9009=1 : 519, 
то 
10 0.ссс. АОС = о.ссс. АС. 


Итак, 0.ссс.А@ в десять раз больше 0.ссс. треугольника 
АСС или СОС. Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ * 


Из доказательств для взятых выше степеней, а следовательно, п 
для всех степеней, так как -ход доказательства во всех случаях 
один и тот, же, ясно, что в каком угодно параллелограме, если про- 
вести диагональ и взять за регулу какую угодно из сторон, то о. р. па- 
раллелограма больше о.р. той же степени какого Угодно из треуголь- 
ников, образуемых днагональю, во столько раз, сколько единиц в пока- 
зателе степени о. р. плюс единица. А следовательно, ясно и то, что пред- 
ложение ХХШ, сообщенное выше, будет верно также и для о. р. 


СХОЛИЯ р 


Д сих пор мы рассматривали о.р. как в параллелограмах, так и 

в треугольниках. Теперь остается сравнить параллелограм с тра- 
пецией, рассматривая и для этих фигур отношение тех же о. р. 
Мы присоединяем сюда еще такое предложение не только потому, 
что этого требует и порядок изложения и законченность нашей 
теории, но и потому, что, подобно, тому как нахождение объема 
параболического веретена зависело от предложения ХХШ, так 
и для нахождения объема сегментов этого веретена, образующихся 
от пересечения его плоскостями, параллельными оси, необходимо 
знать отношение друг к другу о.од. ‘параллелограма и трапеции, 
имеющих одинаковые высоту и основание. Следующее предложение, 
основанное на открытом нами методе, дает отношение этой 
и других степеней. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУШ* 


усть какой угодно параллелограм имеет одно и то же основание 
и одну и ту же высоту с трапецией, парные основания которой 
параллельны друг другу, причем за регулу взято основание. Тогда о.р. 
параллелограма так относятся к 0.р. трапеции той же степени, 
как произведение, построенное на разности указанных противопо- 
ложных оснований, взятой столько раз, сколько единиц в показателе 
степени, плюс еще единица, и на взятой степени большего основания, 
относится к разности степеней тех же противоположных оснований, 
на единицу высших, чем взятые степени. 

Пусть дан параллелограм ЕАВС, ‘имеющий то же основание 

и ту же высоту, что и трапеция АСВ, парные основания которой АВ 39 


и @![ параллельны друг другу, а регулой служит АВ. Я утверждаю, 
что о.р. параллелограма ЕВ так относятся к о.р. той же степени тра- 
пеции АСВ, как произведение, по- 

Е р строенное на разности АВ и (|, т. е., 
допустим, на ЕН, взятой столько раз, 

сколько единиц в степени, плюс еще 

единица, и на взятой степени АВ, от- 

[2 С носится к разности степеней АВ и С, 
на единицу высших, чем взятая сте- 
пень. Соединим точки А и Н прямой 
4 й В АН и продолжим прямые АН и ВС 
до пересечения в точке 2. Дополним прямые АВ и ВО до паралле- 
лограма ЕВ. Так как ЕН есть разность АВ и С1, то НС равна ©1, 
и о.р. какой угодно степени трапеции АСВ будут равны о.р. той же 
степени трапеции АНСВ. Это докажем тем же способом, каким мы 
в предложении ХХУП книги П „Геометрии неделимых“ доказали это 
для 0.4. таких трапеций. Приняв это за доказанное, останется дока- 
зать, что отношение между о.р.ЕВ и о.р. трапеции АНСВ будет 
равно указанному выше. Отношение о.р. ЕВ к о.р. трапеции АНСВ 
равно сложному отношению, составленному из отношений: о.р. ЕВ 
к 0.р. ЕВ; о.р.ЕВ к о.-р. треугольника РАВ и 0.р. треугольника РАВ 
к о.р. трапеции АНСВ, причем все эти степени те же, что и взятые по 


к условию. Но о.р.ЕВ так относятся к о.р. ЕВ, как СВ к ВО или как НЕ 
СЛЕД. ИЗ. к АВ. Далее, отношение о.р.ЕВ к о.р. треугольника РАВ на единицу 
КНИГИ о больше показателя взятой степени. Так, например, 0.1. ЕВ в два раза 


больше 0.1. треугольника РВА; 0.4.— в три раза; 0о.с. —в четыре раза 
и т. д. Пусть АВ во столько раз больше, скажем, АК, во сколько раз 
о.р. ЕВ больше о.р.ОВА. Тогда, ех аеацаН, о.р.ЕВ так относятся 
к о.р. треугольника ОВА, как ЕН к АК, т. е. как число, во 
столько раз большее, чем ЕН, во сколько раз ВА больше АК, отно- 
сится к АВ. Итак, о.р.ЕВ так относятся к о.р.ОВА, как ЕН, взя- 
тое столько раз, сколько единиц в показателе взятой степени, плюс 
еще единица, относится к АВ. Так, например, 0.1. ЕВ будут так 
относиться к 0.1]. треугольника ОВА, как удвоенное ЕН к АВ; о.4.ЕВ 
к 0.4.РВА, как утроенное ЕН к АВ; 0.с. и т. д., как учетверенное 
ЕН; 0.94., как упятеренное, и т. д. Остается еще сравнить о.р. РАВ 
с о.-р. трапеции АНСВ. Так как треугольники АВР и НСО подобны 
друг другу, то о-р. треугольника ОВА относятся к о.р. треугольника 
РСН, как степень АВ к степени НС, причем обе эти степени на 
единицу выше взятых степеней. Рег сопуегзюопет гаНоп!з, получаем, 
что о.р.ОВА так относятся к о.р. трапеции АНСВ, как степень АВ 
к разности между степенями АВ и НС. А выше мы показали, 
что о.р. ЕВ так относятся к о0.р.ОВА, как ЕН, взятое столько раз, 
сколько единиц в показателе взятой степени, плюс еще единица, от- 
носится к АВ, или, что то же (если мы возьмем как бы за общую 
320 высоту ту же степень АВ), как произведение, построенное на ука- 


$ к 


занном кратном ЕН и на степени АВ, к произведению, построенному на 
АВ и на той же степени АВ, т. е. к степени АВ, высшей на единицу. 
Наконец, выше было доказано, что о.р. ОВА так относятся к о.р. АНСВ, 
как на единицу высшая степень АВ к разности высших на единицу 
степеней АВ и НС. Ех аедиай, получим, что о.р. ЕВ относятся к о.р. 
трапеции АНСВ, а следовательно, и к о0.р. данной трапеции АС\В, 
как произведение, построенное на ЕН, взятом столько раз, сколько 
единиц в показателе степени, плюс еще единица, и на взятой степени 
АВ, относится к разности степеней АВ и НС, или, что то же, АВ 
и (1, причем эти степени на единицу выше взятой. Так, например, 
0.1. ЕВ так относятся к 0.1. трапеции АСТВ, как произведение, построен- 
ное на удвоенном ЕН и на АВ, относится к разности квадратов АВ 
и НС; о.4. ЕВ так относятся ко-4. АСВ, как произведение, построен- 
ное на утроенном ЕН и на 9.АВ, относится к разности кубов АВ 
и НС; 0.с. так относятся к 0.с. как произведение, построенное на 
учетверенном ЕН и на с.АВ, относится к разности 44. АВ и НС; 0.44: 
относятся к 0.449., как произведение, построенное на упятеренном ЕН 
и на 99. АВ, к разности 99с. АВ и НС. И так далее до бесконеч- 
ности. Что и требовалось доказать. 

Это соответствует предложению ХХУШ книги П „Геометрии 
неделимых“. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ * 


П усть дана какая угодно парабола НВЕ, имеющая основанием НЕ, 
а осью ВЦ, и пусть вокруг нее описан параллелограм АЕ; пусть в АЕ 
проведена какая угодно прямая, например СЕ, параллельная ВС ц 
пересекающая обвод параболы ВЕ в точке К. Если [фигура] АЕ и 
парабола НВЕ будут вращаться вокруг основания НЕ, то из АЕ 
получится цилинор, а из параболы НВЕ — параболическое веретено. 
Далее, из СЕ получится часть указанного цилиндра, а из трехсто- 
ронника КРЕ получится сегмент указанного веретенаот рассечения его 
плоскостью, проведенной через СЁ перпендикулярно к НЕ, оси этого ве- 
ретена. Пусть дана какая угодно величина [; пусть произведение, 
построенное на утроенной. ЕЕ и на 9. ЕС, так относится к разности 
кубов ЕС и СЁ, как Ё к МО. Пусть Г так относится к ММ, как 
произведение, построенное на упятеренной ЕЕ и на 94. ЕС, относится 
к разности квадратокубов ЕС и СЕ. Отложим отрезок ОР, равный ОМ. 
так, чтобы получилась прямая МР, которая будет меньше отрезка 
МО, равного Г, как будет доказано. Я утверждаю, что [. так отно- 
сится к РЦ, как цилиндр, полученный от вращения СЕ, относится 
« сегменту, образованному трехсторонником. 
Проведем диагональ ВЕЁ, и пусть она пересечет СЕ в точке [. 
РС относится к СК, как 4. ОВ к 4. ВС, т.е. как 4. ЕС к 4. С1. То 
же будет верно и для всех прочих прямых, проведенных в паралле- 


СЛЕЛ. ИЗ УИ 
ЭТОЙ КНИГИ 
И РАЗДЕЛ 6 
СЛЕД. И ИЗ 
ХХИ ЭТОЙ 
КНИГИ 


лограме СЕ параллельно ВЦ. Поэтому о. 1. СЕ так относятся ко.1 321 


2] Еэзвальери. 


ма изо. четырехсторонника ОСКЕ, как о. 4. СЕ к 0. 4. трапеции СОЕТ. Рав- 


ие ным образом а. ЕС так относится к 4. СК, как 94. ЕС к 994- С; 


СЛЕД. ГИЗ Х1 в. поэтому 0.4. СЕ так относятся к 


ЗЗВЙЕ 


этой книги 
А = В о. 4. четырехсторонника СПЕК, как 


о. 44. СЕ к 0. 94. трапеции СПЕ]. 
Но 0.4. СЕ так относятся к 0.4. 
трапеции СРЕТ как произведение, 
построенное на утроенном Е] и (4. 
ЕБ, к разности кубов ОЕ и С1, или 
как произведение, построенное на 
утроенном ЕРи на а. ЕС, относи- 
тся к разности кубов ЕС и СР так, 
как РЕ соответствует Е1, ЕС со- 
ответствует ЕО и СЕ соответствует 
Ч в одной итой жепропорции ввиду 
подобия внутренних треугольников. 
Но произведение, построенное на 
утроенном ЕЕ ина 4. ЕС, по усло- 

М МОР 0 вию, так относится к разности ку- 

ЕСТ ВЕ бов ЕС и СЕ, как Г. к МО. Значит, 
0.4. СЕ так относятся к 0.4. трапеции СРЕ, а следовательно, 
о.1. СЕ так относятся к 0.1. четырехсторонника СОЕК, или о. 4. 


СЛЕД. 1 ИЗ Хх! 
этой книги 

В СИЛУ ПРЕ- 
ДЫДУЩЕГО - 
ПРЕД. 


СЁ так относятся к произведению, построенному на о.1. СЕ 
ой киига и четырехсторонника СПЕК, как Г. к МО. Но произведение, построен- 
п этой ное на о.1. СЕ и СРЕК, равно произведению, построенному на о.1, 


РИ трехсторонника РЕКЕ и четырехсторонника СПЕК, плюс 0.4. СОЕК. 


Итак, 0.49. СЕ так относятся к сумме произведения, построенного 
на о.1. РЕКЕ и КЕОС, со.4. СОЕК, как 1. к МО, что и запомни. 
Кроме того, выше доказано, что 0.44. СЕ так относятся 
к 0-99. трапеции СРЕ как 0.4. СЕ к 0. 94. четырехсторонника 
В, СИЛУ ПРЕ. СРЕК; эти 0.44. относятся друг к другу, как произведение, по- 
ПРЕД. строенное на упятеренной ЕЕ и на 94. ЕС, относится к разности 
квадратокубов ЕС и СБ, а эти величины относятся друг к другу, 
как Ь к ММ. Следовательно, 0.4. СЕ так относятся к о. 4. СКЕБ, 
как . к ММ. Но 0.4. СЕ, как было доказано, так относятся 
к произведению, построенному на 0.1. СЕ и 0.1. СПЕК, как Г, к МО; 
произведение же, построенное на 0.1. СЕ и на 0.1. СОЕК, больше, 
чем о. 9. СОЕК, так как выше было доказано, что оно равно сумме 
произведения, построенного на 0.1. ЕКЕ и КСШЕ, с о.а. КСОЕ; значит, 
очевидно, и МО больше ММ. Итак, о. 4. СЕ так относятся к произведению, 
построенному на 0.]. трехсторонника ЕКЕ и четырехсторонника 
КСРЕ, как Г к №О, а к двум таким произведениям, —как 1. к №Р. 
Но те же о. 4. СЕ, по доказанному выше, так относятся к о. 4. четырех- 
сторонника КСОЕ, как Г к ММ. СоШоеп4о, получим, что 0.4. СЕ 
так относятся к сумме о. 4. СРЕК со взятым дважды произведением, 
322 построенным на СОЕК и КЕЕ, как 1, к МР. Поскольку эта сумма 


меньше, чем о.4. СЁ, и МР будет меньше, чем [., или чем МО, равная 
Г. Но 0.4. СЕ так относятся к сумме о. а. СОЕК со взятым дважды 
произведением, построенным на о.1. СРЕК и КЕЕ, как 1. к МР, [а выше 
было доказано, что о.а. СЕ равны сумме 0. 4. СРЕК и КЕЕ сдважды 
взятым произведением, построенным на 0.1. СРЕКи 0.1.КЕЕ] 1; откуда, 
рег сопуегзопет таНоп1$, получим, что 0.4. СЕ относятся к о. Ц. 
трехсторонника КЕЕ, как [к РО. Таково же будет отношение и 
между всякого рода телами одинакового строения, а следовательно, 
и между телами вращения; значит, таково же отношение цилиндра, 
произведенного из СЁ, к сегменту параболического веретена, произ- 
веденногс из КЕ. Что и требовалось доказать. 


СЛЕДСТВИЕ 


в что найденное нами отношение будет справедливо и для 

всяких тел одинакового строения, произведенных из паралле- 
лограма СЕ и трехсторонника КЕЕ, даже если бы ВС было только 
диаметром. Чтобы найнш это отношение, необходимо, ‘чтобы были 
известны СЁ, СЁ, РЕ и угол СЕЕ. 


СХОЛИЯ 


т как упомянутый выше’ Богран вместе с данными цм доказа- 

тельствами прислал также чрезвычайно изяшное доказательство 
для нахождения объема параболического веретена и его сегментов, 
на что мы указывали в предисловии, то, желая, чтобы и читатель 
мог насладиться вместе с нами, мы приводим это доказательство 
здесь, предпослав ему присланную им же следующую замечательную 


лемму. 
ВТОРАЯ ЛЕММА БОГРАНА * 


М* хочется, пишет он, присоединить сюда еще и другую лемму, 
весьма изящную и отличающуюся всеобщностью; в „Геометрии не- 
делимых“, книга Ц, предложение ХХХ, она доказана только для пря- 
мых линий. Я формулирую ее в виде правила нахождения (когда 
даны параллелограмы АО и ОС с равными высотами и проведена 
диагональ ОС, причем ОЕ взята за общую регулу) отношения про- 
изведения, построенного на о. р. АО и ВЕ, к произведению, построен- 
ному на о. р. трапеции АРОС и треугольника СОР. Необходимо 
ашиь принять, что 0.р. Аб) — той же степени, что и о.р. трапеции 
АДОС, а о. р. ВЕ— той же степени, что и 0.р. треугольника СОЕ. 
Для нахождения первого или предыдущего члена искомого отно- 
шения возьмем степень прямой 2, такую же, как и степени АО 
или трапеции АШОС. Затем образуем степень от ОЕ минус ОЕ 
в случае, изображенном на первой фигуре; или же от ОЕ плюс ЕО 
в случае, изображенном на второй, причем это должна быть такая 
же степень, как и степень о. р. АО или трапеции АРОС. Коли- 
чества, из которых состоит эта степень, расположим в том порядке, 
Е оС ЬНН 


\ Слов, стоящих в скобках, нет в тексте; как показывает ссылка на поле, — это 
просто опечатка. С. Л. 


хш этой 
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как это принято в алгебре. Затем первое количество разделим на 
число, большее на единицу, чем степень о. р. ВЕ или треуголь- 

А .* 3 В р: ника СОЕ. Второе количество разделим 
на следующее число в ряду натуральных 
чисел, третье—на число, следующее дальше 
в том же ряду; таким же образом поделим 
и все остальные количества. Так, напри- 


_- 


а 1 
р [и г: мер, если первое количество поделено на 5, 
>57 С В то второе надо разделить на 6, третье 
на 7, четвертое на 8 и т. д. Проделав 


эти деления, получим второй член отно- 
шения. 

Гак, например, согласно этому пра- 
вилу я утверждало, что произведение, по- 
строенное на о. 4. АО и ВЕ, так относится к произведению, по- 
строенному на о. 4. трапеции АРОС и треугольника СОР, как 49. ОО 


относится 2 Е д. ОЕ, минус : прямоугольника, асоеныоаа на ОЕ 


и ЕО, плюс 5 ыы ОЕ, при первой фигуре; или же, к :. 9. ОЕ, плюс 
т прямоугольника РЕЦ, плюс = 9. ОР, при второй фигуре. ". 

На частном случае этой леммы, когда взяты о. 4., основано 
нахождение параболического веретена и образование по определен- 
ным правилам его сегментов. Поэтому я даю доказательство 
для этого случая; из него будет видно, как надо доказывать и 
остальные предложения, основанные на данном выше правиле; 


т ры ВР. 
. 9. АЕЖ 0. 4. СОЕ о. 4. треугольника СОЕ 1 а 
о АЕКо.4. ВЕ быеНЕ, 4. 2рЕХ ЕО 
20. 1. АЕЖо.с.СЦЕ 0. с. СОЕ Е 2? РЕЖЕО ' 
0. СВЕ д: «Ве ОЕ? | 
0. 99. СЕ 1 = ОЕ? 
о. 9. АРХ 0. 9. ВЕ _ параллелограм АР РЕ ДЕ? 


20. [. АЕЖХ 0.с. ЕВ 2 параллелограма ВЕ 220 — ЭрЕХ ЕО’ 
20.1. АРХ 0. с. ВЕ — 2 параллелограма АЕ 2027г  2)ЕХ 2РЕ Ж ЕО 


_ ——_ иди ————ды—дкдк о =——А—Аы —— 
—— ==. =— 


о. 99. ВЕ параллелограм ВЕ 20 Е? “ 
Итак, в первой фигуре 
а и и 
. 9. АЕЖо. 9. СОЕ— 20. 1. АЕЖ 0. с. СОЕ-Н 0. 94. СОЕ 
РЕ? —2ОЕХ ЕО -- ОР? 
РЕ— 2 РЕЖ ЕО- 5 ОР 


1 
3 


===> 
ыы 


1 Ввиду большого интереса доказательств Бограна по самому их содержанию, 
а не по форме изложения, я позволяю себе дать лемму и предложение ХХХ в транс- 
крипции на нынешние математические знаки (см. выше, стр. 127 и 176, примечания), 
В подлиннике они сформулированы и написаны, как предыдущие предложения. С. .Л. 


Но в первой фигуре 
о. 9. АО Жо.4.ВЕ==0.4.АЕХ 0.4. ВЕ— 30.1. АЕХ о. с. ВЕ+ 0.94. ВЕ. «НАЧАЛ и 
0.9. трапеции АРОСХ 0. 4. треугольника СОЕ =0. 9. АЕХЖ 0.4. тре- ВИЕП 
‘угольника СОЕ— 20.1. АЕЖо.с. СОЕ-Р о. 99. СОЕ; КНИГ 
06? = РЕ? —2РЕЖ ЕО -- ЕС?. 

Теперь заменим в выведенной выше пропорции равные члены 

равными. Тогда 
о. 9. АОЖо. 4. ВЕ 
0. 9. трапеций АРОСХ 0. 4. треугольника СОЕ — 
20? 

т РЕ— 4 РЕЖЕО- + ОР 


Сходным образом мы для второй фигуры придем к выводу, 


= = 
ее = 


что 
О ОЕ ЕТ ты 
0. 4. АБОС Жо.4. СОР ОЕ? 2 РЕЖЕО- ОЕ? 
Далее, из предыдущего следует, что 
ие  “ 00% 
оС о. 9. СОР 200Е—З0РЕХ РО-| 120Р2° 
Но 


1520? = 15 ОЕ? —30)ЕЖ ЕО -- 1502? 
для первой фигуры; | 
1500? = 15 ОЕ? | ЗОРЕХ ЕО -- 1502? 
для второй фигуры. Итак, в обеих фигурах 
0. 9. АОЖо. 4. ВЕ 60720)? 
0.9. АДОСЖХ 0. 4. СОЕ — БОР? 1500*—ЗОЕ> 
Или, разделив оба члена второго отношения на 60, получаем 
реже НЕА в ра 
= Ро? ъ ОЕ — эх ОР. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ * 


рее даны парабола ОВЕ, прямая ОЕ, упирающаяся обоими кон- 

цами в каких угодно точках в параболу, и прямая ВО — один из 
диаметров параболы. Я утверждаю, что если взять за общую регулу 
прямую ВО, то 


о. 9. параллелограма ВЕ М> 2148589 
о. 9. трехсторонника ВОР 1! : ОО? т те БЕ иг ОЕ? ` 


Это можно доказать, применяя метод, который использован КАК ИВ 
Кавальери в!У книге „Геометрии неделимых“, а также и следующим КГ »ГЕО- 
способом. Построим параллелограм АЕ, соединим точку С сСОи НЕДЕЛИМЫХ- 
проведем прямую СНК где угодно между прямыми ВО и СЁ, лишьбы 395 


Ш кН. У 
ПЕ 
НЕДЕЛИ- 

мых * 


В ПРЕДЫДУ- 
ЩЕИ ЛЕММЕ 
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она была параллельна им. Через точку [ проведем прямую ГММ, 
параллельную ординате параболы ОЕ. По свойству параболы 


рох ОЕ _1мХ ММ _ ВО _ ОК 
ОКЖХ КР ГРУОТЕНАТЕЕ КЕ: 
Поэтому 
БАВА _ ФАЗ 
[2 М? НК?* 
Но так как СК проведена наугад между прямыми ВО и СЕ, 
то отсюда следует, что 
о. 9. АОЖ о. 4. ВЕ о. 9. ВЕ 
0. 9. АРОСХ 0.49. СОР т д. трехсторонника ВОЕ` 
Но первое отношение, как мы показали, равно 
Ро? 
г р0*-- - ОЕ: А 5 ОЕ? 


Следовательно, тому же равно и второе отношение. 


Далее, параболическое веретено есть тело, ВЬ от вра- 
щения ограниченной параболой поверхности вокруг хорды, сопря- 
женной с осью. Но мы приняли, что прямая ОЕ есть хорда, сопря- 
женная с осью; значит, тело, полученное от вращения фигуры ОВЕ 
вокруг прямой ОР, будет в случае, изображенном на первой фигуре, 
параболическим веретеном. 

Отношение же тел, полученных от вращения трехсторонника 
ВОЕ вокруг прямой ОЁ, к прямым цилиндрам, имеющим ту же ось 
и то же основание, найдено вьние: именно цилиндр так относится 
к этому телу, как 

О? 
— 20? 2ОР? — 5-ОР? 


Но на первой фигуре такого рода тела являются сегментами 
параболического веретена, отсекаемыми плоскостями, параллельными 
оси параболы. Поэтому если точка О рассечет прямую ОЕ пополам, 
то цилиндр, полученный от вращения прямоугольника ВЕ вокруг ОЕ, 
так относится к телу, полученному от вращения трехсторонника ВОЕ 
вокруг той же прямой ОЕ, как 15 к 8, что становится непосредст- 
венно очевидным, если вместо линий подставить числа. Но в этом 


случае прямой цилиндр, ось которого ОЕ, а основание круг, имею- 
щий радиусом прямую ВО, в два раза больше указанного выше. 
Точно так же и параболическое веретено, полученное от вращения 
фигуры РВЕ вокруг прямой РЕ, будет в два раза больше только 
что упомянутого. Следовательно, прямой цилиндр, осью которого 
является ОР, а основанием. круг, радиус которого равен прямой ВО, 
так относится к параболическому веретену, полученному от враще- 
ния фигуры ОВЕ вокруг прямой ПЕ, как 15 к 8. Итак, мы обстоя- 
тельно изъяснили и доказали, чему равен объем не только парабо- 
лического веретена, но и его сегментов, отсекаемых плоскостями, 
параллельными оси параболы. Что и требовалось доказать. 


СХОЛИЯ 


ти предложения были разработаны высокоталантливым ученым, 

прежде чем он заболел болезнью, которую врачи признали смер- 
тельной и от которой он вскоре скончался к всличайшему ущербу 
для всего научного мира. Но, несмотря на то, что он умер в цвете 
лет, он настолько подвинул вперед геометрию, что всякий, кто 
ознакомится ближе с его работами, легко представит себе, сколь 
важных и сколь крупных успехов от него можно было бы ожидать, 
если бы он прошел свой жизненный путь нормально. К моему методу 
неделимых он отнесся весьма одобрительно. Вот что писал он мине 
по этому поводу по-итальянски 8 ноября 1640 2г.: „Настоятельно 
прошу Вас написать мне, применили ли Вы открытое Вами дока- 
зательство при помощи неделимых для нахождения центров тя- 
жести, сообщите правило, выведенное Вами, к каковому присоедините, 
пожалуйста, и какой-нибудь пример. Я воистину чрезвычайно ценю 
этот способ доказательства, так как он очень краток и дает пря- 
мое доказательство, а не приведение к абсурду“ и т. д. 

Геперь мы к доказанному уже прибавим еще несколько поло- 
жений и тем закончим нашу теорию. Мы проработалиее постольку, 
поскольку это было в наших силах, но думаем, что для других этот 
метод открывает необозримое поле научных наблюдений. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ! 


каком угодно параллелограме при проведении стольких диаго- 
В налей согласно предложению ХХШ, начиная с первой, сколько за- 
благорассудится, сохранив то же правило, по которому они прово- 
дились выше, получим следующее: 
какие угодно 0. р. этого параллелограма так относятся 
к 0. р. той же степени какой угодно из плошадей, названных нами 
диагональними, как произведение, построенное на показателе взятой 
степени и на номере площади, плюс единица, относится к единице. 
Возьмем какой угодно параллелограм ВО; пусть в нем со- 
гласно предложению ХХШ проведено сколько угодно днагоналей: 
АСС — первая, АНС — вторая, А!С — третья, АГС — четвертая и т. д., 


[СМ.ЧЕРТЕЖ 
К ПРЕД. ХХ ИЕ 
НА СТР. 311 
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сколько заблагорассудится, причем за регулу взята сторона СО. 
Я утверждаю, что о. р. параллелограма ВО какой угодно степени 
так относятся к о. р. той же степени какой угодно из указанных 
выше площадей, как произведение, построенное на показателе взятой 
степени и на номере площади, плюс единица, к единице. Так, если, 
например, взяты кубы и четвертая площадь АГСО, то я утверждаю, 
что о. с. ВО так относятся к 0. с. площади АГСО, как произведение, 
построенное на 3, т. е. на показателе кубической степени, и на 4, 
т. е. на номере площади, или как 12, плюс единица, т. е. как 13, 
к единице. В самом деле, проведем в ВО какую угодно прямую ЕЁ, 
параллельную регуле СО и пересекающую диагонали в точках С, Н, 
1, [.. Отношение куба ЕЁ к кубу Е. равно тройному отношению ЕЁ 
к Е|[, т. е. сложному отношению, составленному из трех отношений 
ЕЕ к Е!Г.. Но отношение ЕЕ к ЕЁ есть сложное отношение, соста- 
вленное из отношения ЕЁ к ЕС, из отношения Е@ к ЕН, из отноше- 
ния ЕНк ЕЙ и из отношения Е! к ЕТ; все эти отношения равны друг 
другу, так как согласно правилу проведения этих диагоналей эти 
линии ЕЁ, ОЕ, НЕ, 1Е и ГЕ образуют непрерывную пропорцию, т. е. 
сложное отношение, составленное из четырех отношений АР к ЕО. 
Итак, три отношения ЕР к РГ. будут равны 12 отношениям ЕЁ кРО. 
Это число 12 получено от умножения 3, показателя степени, на 4, 
номер площади. Следовательно, отношение куба ЕЁ к кубу РГ будет 
в 12 раз больше отношения ЕЕ к ЕО. Но и отношение прямой ЕЕ 
к части этой прямой, заключенной между АР и 12-й! диагональю, 
скажем, КЕ, также есть сложное отношение, составленное из 12 от- 
ношений ЕЁ к ЕС, так как КЕ будет последним членом 12-го отно- 
шения, равного отношению АЕ к ЕС, как это очевидно при бли- 
жайшем рассмотрении. Итак, с. ЕЕ так относится к с. ЕЁ, как ЕР 
к ЕК, оканчивающейся на 12-й диагонали. Но ЕЕ проведена как 
угодно; значит, о. с. ВО так относятся к о. с. трехсторонника АГСЬ, 
как о. 1. ВО к о. 1. 12-й площади, а следовательно, и как ВО к самой 
12-й площади. Но ВО в тринадцать раз больше этой площади. Сле- 
довательно, и о. с. ВО так относятся к 0. с. трехсторонника АГСО, 
как 13 к 1, или первые в 13 раз больше вторых. Значит, и в самом 
деле, к произведению 3 на 4 прибавляется единица, так что полу- 
чается 13, имеющее указанное отношение к единице. 

Но для того чтобы доказательство имело всеобщий характер, 
будем рассуждать так. Отношение ЕЕ в какой угодно части ЕЁ, 
отсчитываемой от Е до диагонали взятой площади, скажем ЕК, 
равно отношению ЕЁ к ЕС, помноженному само на себя столько раз, 
сколько единиц в номере площади, так как у диагонали каждой 
площади кончается отрезок, образующий одно из отношений, равных 
отношению ЕЁ к ЕО. Если теперь взять какую угодно степень, то 
отношение степени ЕЕ к той же степени ЕК равно отношению ЕР 


1 Кавальери всюду пишет „двенадиатой“ буквами. С. Л. 


а 


к ЕС, помноженному само на себя столько раз, сколько единиь 
в этой степени. Поэтому произведение, построенное на номере взятой 
плошади и на показателе степени, даст число отношений АВ к ЕЁ, 
содержащихся в отношении ЕЁ к ЕС и составляющих непрерывную 
пропорцию, и номер той площади, к которой параллелограм, как по- 
казано выше, относится, как о. р. этого параллелограма ВО к о. р. 
взятой площади. Но параллелограм ВО так относится к найден- 
ной площади, как номер этой же площади, увеличенный на единицу, 


‘к единице. Итак, о.р.ВО так относятся к 0. р. взятой площади, как 


произведение, построенное на номере взятой площади и на пока- 
зателе степени, плюс единица, относится к единице, что и требова- 
лось доказать. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХИ 

в на том же чертеже взята какая угодно из площадей, при- 

чем за регулу принята СР. Тогда, чтобы получить отношение о.р. 
параллелограма ВО к`о. р. взятой площади (эти о. р. должны быть 
всегда той же степени, что и степень ВО), начиная с первой сте- 
пени и продолжая брать последовательные степени до бесконеч- 
ности, надо взять ряд чисел, начиная от номера взятой площади, 
плюс единица, так, чтобы каждый последующий превосходил преды- 
дущий на тот же номер взятой площади, и составить отношение 
каждого из них к единице. 


Так, если задана третья площадь А1СО, ее номер 3, прибавим 1, 
‘будет 4. Это — первое число ряда, в котором каждое число больше 


предыдущего на 3. Я утверждаю, что о. 1. ВО так относятся 
к о. 1. этой третьей площади А!СО, как 4 к 1; 0. 4. ко. $5, 
как 7 к 1: 0. с. ко. с. как 10 к 1; 0. 94. ко. 44. как 13 к ], ит. д., 
где единица всегда остается последующим членом. Это легко вы- 
вести из предыдущего предложения. В самом деле, если мы по- 
множим номер площади 3 на показатель первой степени или Линии, 
который есть 1, получим 3; прибавив единицу, получим 4 для преды- 
дущего члена пропорции. Его отношение к 1 будет равно отноше- 
нию о. 1. ВО ко. 1. площади АСВ. Подобным же образом, помно- 
жив 3 на показатель второй степени, т. е. 2, получим 6; прибавив 
единицу, получим 7, стоящее в ряду на втором месте и выражающее, 
что о. 4. ВО так относятся к 0. 49. трехсторонника АТСЬ, как 7:1. 
Равным образом, помножив 3 на показатель третьей степени, или 
кубов, равный 3, получим 9; прибавив единицу, получим число 10, 
стоящее в ряду на третьем месте и выражающее, что о. с. ВР так 
относятся к о. с. АСО, как 10 к1. Итак, значение чисел указанного 
ряда ясно. Таким же образом можно составить и остальные ряды 
для остальных трехсторонников. 


4 7 10 13 15 19 и так далее 
1 1 1 ] | | 
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СХОЛИЯ* 


Е“ следующей таблице дан ряд чисел для нахождения отношений 
о. р. ВО к 0. р. той же степени первой, второй, третьей 
площади и т. д. до десятой, начиная от первой степени и продол- 
жая по всем последующим до десятой, т. е. до квадратоквадрато- 
кубокубов. То, что эти числа могут, однако, без труда путем разных 
прибавок быть продолжены до бесконечности, как относительно номе- 
ров площадей, так и относительно степеней, очевидно само по себе. 
Способ пользования этой таблицей таков. Если тебе нужно 
узнать отношение 0. р. какой-либо. степени от первой д0 десятой 
параллелограма ВО к 0. р. той же степени какой угодно из площа- 
дей от первой до десятой, по ты должен искать в верхней строке 
показатель степени, & сбоку, в первом левом столбце, —площадь: на 
одном уровне с этими цифрами ты найдешь число, которое будет 
так относиться к единице, как указанные степени друг к другу. 

Гак например, допустим, что ты хочешь узнать отношение 
о. 4с. ВО к 0. 46. седьмой площади. Так как с. есть пятая сте- 
пень, то ищи в верхнем ряду 5, а сбоку седьмую площадь. Внутри 
таблицы бери число 36, которое будет так относиться к единице, 
как о. 49с. ВО к 0. 9с. седьмой площади. 

По эти же табличные числа можно легко найти без таблицы, 
если помножить число, стоящее в первом ряду, или показатель 
степени, на боковое число или номер площади и прибавить к про- 
изведению, как это было указано в предыдущем предложении, еди- 


ницу; сразу же получим искомое табличное число: 


Степени 


Нервая площадь. 2 3 = о 6 7 8 9 10 11 
Вторая » ы 3 5 у 9 11 13 |. 15 17 19 21 
Третья » : 4 7 10 13 16 19 22 25 28 31 
Четвертая » 5 9 13 И 21 25 29 33 37 4] 
Пятая у 6 11 16 21 26 31 36 41 46 91 
Шестая » г. 13 19 25 31 37 43 49 55 61 
Седьмая » 8 15 22 | 29 36 43 50 НИ 64 п 
Восьмая » 9 17 РА | 33 41 49 97 65 73 31 
Девятая » 10 19 28 | 37 46 95 64 73 82 9] 
Десятая » 11 21 31 | 41 51 61 71 81 91 101 
] 


СЛЕДСТВИЕ 1 


ро на этой таблице рассмотрим ряд нисходящих чисел в столб- 

цах, то сразу же заметим, что стоящие в столбце первых степе- 
ней о. [. параллелограма ВО в два раза больше, чем о. [ первой 
площади, в три раза больше, чем о.[. второй, в четыре раза больше, 
чем о. [. третьей, и т. д. Из столбца вторых степеней мы увидим, 
что о. 9. ВО в три раза больше о. 4. первой площади, в пять раз 
больше второй, в семь рез больше третьей и т. д. Равным образом 


из третьего столбца обнаружится, что о. с. ВО в четыре раза 
больше о. с. первой площади, всемь раз больше о. с. второй, в 
десять раз больше о. с. третьей и т. д.3 также и для прочих 
степеней. Гогда обнаружится, что в каждом столбце мы имеем 
прогрессию, или возрастание сообразно показателю степени, свой- 


ственному данному столбцу. 


СЛЕДСТВИЕ` П 


Е из предыдущего следствия мы получили последовательное 
отношение о. 4. ВО к 0. 4. площадей, именно первой, второй, 
третьей и т. д. то же отношение будут иметь не только тела, 
полученные от вращения поараллелограма ВР и указанных площа- 
дей вокруг А) (в этом случае необходимо принять, что АБР пер- 
пендикулярно к АВ), но и какие угодно тела одинакового строения 
друг с другом, произведенные из этих фигур по общей регуле СО, 
какой бы угол ОА ни образовывала с АВ. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХИ * 


Вы дана какая угодно из остаточных площадей ВО. Найдем 

в боковом столбце предыдущей таблицы площадь с тем же номе- 
ром и из соответствующей строки возьмем числа, стоящие соот- 
ветственно в первом и втором столбцах степеней. Гогда произве- 
дение этих чисел будет так относиться к разности между этим 
произведением и двойной разностью тех же двух чисел, сложенной 
с меньшим из этих чисел, как 0. 9. ВО относятся к о. 9. данной 
остаточной площади, если взята та же регула, что ип в предыду- 
щих случаях. 

Воспроизведя предыдущий чертеж, возьмем, например, первую 
остаточную площадь АССВ. Затем в предыдущей таблице из строки 
первой площади возьмем стоящие в первом и втором столбцах сте- 
пеней числа 2 и 3. Их произведение даст 6. Их разность 1 удвоим; 
получится 2. Прибавим сюда меньшее из чисел; получится 4. Вычтем 
4 из 6; останется 2. Я утверждаю, что 6 так относится к 2, как о. 4. 
ВО к 0. 4. АССВ по регуле СО. Справедливость этого утверждения 
ясна из предложения ХХ. 

Теперь возьмем вторую остаточную площадь, а в таблице 
возьмем для второй площади числа первого и второго столбдов 
степеней, именно 3 и 5. Произведение их 15; разность их 2; если ее 
удвоить и прибавить к 3, получим 7; отняв 7 от 15, получим 8. 
Я утверждаю, что 15 так относится к 8, как о. 9. ВО к о. 4. оста- 
точной площади, или полупараболы АНСВ. Справедливость этого 
утверждения ясна из предложения ХХ[У. 

Наконец, чтобы показать справедливость этого утверждения 
в общем виде, возьмем, например, четвертую остаточную площадь 
АГ.СВ. Мы знаем, что о. 4. ВО, или произведение, построенное на 
о. 1. ВО и на о. 1. ВО, так относится к произведению, построенному 
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на о. |. ВО и на 0. 1. площади АЁГСО, как ВО относится к АЁССО, т.е. 
как 5 к 1. Точно так же, чтобы найти отношение о. 4. ВО к 0. 4. 
А!Г.СО, надо в той же таблице найти степень 2 (соответствующую 
квадратам) в верхней строке, а сбоку — четвертую площадь; тогда мы 
из табличного числа увидим, что эти о. 4. относятся друг к другу, 
как Эк 1. Но 5 так относится к 1, как (умножаем оба числа на 9) 
45 к 9. А 9 так относится к 1, как (умножаем оба числа на 5) 45 к 5. 
Итак, мы привели эти обе пропорции к одинаковому предыдущему 
члену 45. Но так как о. (4. ВР так относятся к произведению, по- 
строенному на о. |. ВР и 0. 1. АГСЬ, как 45 к 9, а о. 4. ВО так отно- 
сятся к о. 49. АССЬ, как 45 к 5, то о. а. ВО так относятся к произ- 
ведению, построенному на о.1. ВО и на 0. 1. АГСЬ, минус 0. 4. АГ.СО, 
т. е. к произведению, построенному на о. |. АГСВ и 0. 1. АГСЬ, 
как 45 к разности между 5 и 9, т. е.к4. А к двойной этой разности 
они относятся, как 45 к 8. Но ко. а. АГСЬ они относятся, как 45 
к 5. Следовательно, соШееп@о, получим, что о. 4. ВО так относятся 
к удвоенному произведению, построенному на о. 1. АССВ и 0.1. А.С 
плюс о. а. АСС, как 45 к 13. Если 13 отнять из 45, останется 32. 
Значит, 0. а. ВО так относятся к 0. 4. АСС, как 45 к 32. Иными 
словами, эти о. а. будут относиться друг к другу, как произведение, 
построенное на числах 9 и 9, взятых в первом и втором столбцах 
степени из строки четвертой площади, относится к разности от вы- 
читания из 45 числа 13, которое получается из удвоенной разности 
4 этих чисел, т. е. из 8 и меньшего числа 5, т. е. как 45 к 32. Что 
и требовалось доказать. 

См. прилагаемую таблицу, где даны отношения 0.4. ВО к 0.6. 
остаточных площадей до десятой включительно. 


Для квадратов Для квадратов 
Остаточные Остаточные 


площади площади 


Отношение Отношение 


Е ВВ Чжи пететеениииито ити 


СЛЕДСТВИЕ 


оскольку известно отнощение о. 9. ВР к 0.9. остаточных пло- 

щадей того же ВР, оно дает также и отношение всех тел 
одинакового строения, произведенных из этих площадейпо данной 
регуле, которое, следовательно, также известно. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ * 


{< той же фигуре и при той же регуле о.с. Вр так относятся 
к 0.с. какой угодно остаточной площади, как произведение, по- 
строенное на числах первого, второго и третьего столбцов степе- 
ней той же таблицы [стр. 380], взятых из строки соответствен- 
ной площади, относится к разности от вычитания из этого цисла 
произведения, построенного на тройной разности между числами 
первого и второго столбцов и на числе третьего, плюс произведенце, 
построенное на тех же числах первого и второго столбцов. 

Так, например, если взять первую остаточную площадь, то надо 
взять из строки первой площади в таблице три числа, стоящие 
в первом, втором и третьем столбцах степеней, именно 2, Зи 4; про- 
изведение их 24. Разность между 2 и 3 есть 1. Утроив, получим 3. 
Помножив это утроенное число на 4, получим 12. Помножив 2 на 3, 
получим 6; прибавив 12, получим 18. Отняв 18 из 24, получим 6. 
Я утверждаю, что о.с. В. так относятся к 0.с. первой остаточной 
площади АССЬВ, как 24 к 6. Это очевидно из предложения ХХ]. 

Но чтобы доказать это предложение в общем виде, возьмем, 
например, четвертую остаточную площадь АГСВ. В предыдущем 
предложении доказано, что 0.4.ВР так относятся к произведению, 
построенному на о.1. АРСВ и 0.1. АГСО, как произведение 5 и 9, 
взятых в первом и втором столбцах из строки четвертой площади, 
т.е. 45, к разности между 9 и 9, т.е. к 4. Значит, ВО так относится 
к утроенному произведению, построенному на о. !. АГСВ и на о. 1. АГ.СО, 
как 45 к 12. Но 0.4. ВР так относятся к утроенному произведению, 
построенному на 0.1. АССВ и на 0.1. АГСО, как произведение, по- 
строенное на 0.1. ВРи на о. 4. ВО, т. е. как 0. с. ВО относятся к утроен- 
ному произведению, построенному на 0.1. ВЬ и на произведении о. 1. 
АГСВ на о. 1. АЕСР. Следовательно, о. с. ВО так относятся к 3 произведе- 
ниям, построенным на о.1. ВО. на 0.1. АГСВ и на 0.1. АГСО, как 45 
к 12, что и запомни. Далее, о.с. ВО так относятся к о. с. АГСО чет- 
вертой площади, как 13, число третьего столбца, относится к 1. Итак, 
о.с. ВО так относятся ктрем произведениям, построенным на 0.1. ВО, 
на 0.1. АГСВ. и на о. 1. АГСО, плюс о.с. АССО, как произведение 13 и 
45, т. е. 585, к 201. В самом деле, если мы в отношении 45 к 19 изме- 
ним члены, помножив каждый на 13, то в качестве предыдущего 
получим число 585, а в качестве последующего 156. Точно так же, 
если члены второй пропорции 13 и 1 помножить на 45, получим 
в качестве предыдущего 585, а в качестве последующего 45. Оставив 
без изменения общий предыдущий член 585 и сложив последующие 
156 и 45, получим для последующего члена число 901. Поэтому 
о.с. ВЫ так относятся к 3 произведениям, построенным на о.[.ВО, 
0.1. АССВ и 0.1. АГСЬ, плюс о.с. АГСО, как 585 к 901. Но о.с. ВО 
равны 0.с. АГСВ, 0.с. АБСЬ, плюс 3 произведения, построенных на 
о.1, ВО, о.1. АССВ и 0.1. АЕСО, согласно сказанному во второй части 
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предложения ХГУ. Итак, рег сопуегз1опет гаНоп!$, получим, что отношение 
о.с. ВО к 0.с. АГСВ равно отношению 585 к разности 384, получен- 
ной от вычитания 20] из 585. Далее, 585 есть результат умножения 
13 на 45, а 45 — результат умножения 5 на 9. Поэтому предыдущий 
член 585 есть результат умножения трех чисел 5, 9 и 13 первого, 
второго и третьего столбцов, а последующий есть остаток от вычи- 
тания числа 201, представляющего собой сумму чисел 156 и 45, из 
которых первое есть утроенная разность чисел 65 и 9, т. е. 19, по- 
множенная на 13, а второе — произведение 5 и 9. Отсюда ясно, что 
это предложение будет верно также и для каких угодно остальных 
остаточных площадей. 

См. приложенную таблицу, где даны отношения о.с. ВО к о.с. 
остаточных площадей до десятой включительно. 


ОСстАТОЧНЫЕ ПЛОЩАДИ 


=—- 


Для кубов Для кубов 
Отношение Отношение 
1 24 6 6 1729 1296 
2 105 48 74 2640 2058 
3 280 162 8 3825 372 
4 585 384 9 5320 4374 
э 1056 750 10 7161 6000 
СХОЛИЯ 


ее вперед подобным же способом, кто пожелает, смо- 

жет, пройдя через все другие степени, следующие за этими, найти 
отношения каких угодно о.р.ВО к о0.р. с тем же показателем 
в каких угодно остаточных площадях. 

Но так как у меня нет времени дольше заниматься этим 
вопросом, то я оставляю исследование его и других подобных про- 
блем, которые могут возникнуть в связи с этой чрезвычайно плодо- 
творной теоремой о бесконечном ряде диагоналей, или, как другие 
их называют, о бесконечном ряде парабол, другим, у кого больше 
досуга и здоровья, чем у меня. Я же спешу заняться другими 
делами. 


С Я 
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КНИГА ПЕРВАЯ 


ПРЕДЕЛЕНИЕ 1 А. Евклид, как известно, вовсе не дает определе- 

ния термина „вершина“ (хорофт, уецех), встречающегося в теореме 

ХУ книги [, считая, что это понятный и не нуждающийся в объ- 

яснении термин для прямолинейных фигур. Термин „касаться“ 
(2оаттесди, зе сопйпреге, зе Чапбеге) объяснен в опр. 2 и 3 книги 
Ш для обоих интересующих автора „Начал“ случаев — для касания 
прямой с окружностью и окружности с окружностью: „каваться — зна- 
чит вступить в соприкосновение, но не пересекаться, сколько бы ни были 
продолжены“ (бжхомеущу 10б ибхАоо ход виВа’Хошеуцу 09 черуау бу хохАоу). 
Задача Кавальери состояла в том, чтобы распространить это опреде- 
ление на любые прямолинейные и криволинейные фигуры (109 кривой ли- 
нией — Днеа сигоа — Кавальери понимает как кривую, так и ломаную 
линии!), сблизив понятие касания с понятием вершины. Распространяя опре- 
деление Евклида, он называет касательной только прямую, находящуюся 
целиком вне замкнутой фигуры (под фигурой он вообще разумеет часть 
плоскости, ограниченную замкнутой кривой или ломаной) и имеющую сней об- 
шие точки; см. определение при лемме Ш к теореме П кн. УП (стр. 15, изд. 1-го): 
„Я говорю, что прямая линия касается какой угодно кривой линии, лежащей 
в одной плоскости с нею, если эта кривая имеет с прямой либо общую точку, 
либо общий прямолинейный участок и лежит либо вся по одну сторону 
от кривой, либо по крайней мере никакая ее часть не лежит по другую 
сторону от кривой“!. Эти общие точки он, распространяя определение Апол- 
лония (см. комм. к опр. У, стр. 340), и называет вершинами фигур, взятыми 
по отношению к некоторой параллельной им прямой — регуле, играющей 
роль оси абсцисс. Эта вершина есть, очевидно, та точка, в которой орди- 
ната кривой имеет абсолютный, а не относительный шахипит; с другой 


1 В последнем случае имеется в виду прямолинейный отрезок ломаной 
линии, выпуклой в’одну сторону: о нем нельзя сказать, что он весь лежит но одну 
сторону от ломаной, но во всяком случае ни одна его часть не лежит по другую 
сторону от ломаной; стало быть, он касателен к ломаной. 


20 — Кавальери, 
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стороны, всякая прямая, проведенная через вершину (вершину — в этом 
смысле) прямолинейной фигуры параллельно оси координат, по терминоло- 
гии Кавальери будет касательной к этой фигуре. 

Так, с нынешней точки зрения прямые, проведенные на чертеже 1 
параллельно оси хх, не суть касательные, а такие же прямые, проведенные 


а 


<: 


(как сплошной линией, так и пунктиром) на чертежах 2 и 3, — касательные; 
с точки зрения Кавальери на всех 3 чертежах прямые, проведенные сплош- 
ной линией, — касательные, а пунктиром — секущие; вершинами же, „взятыми 
по отношению к регуле хх“, будут только точки касания сплошных линий 
(наивысшие точки). Равным образом с точки зрения определения Кавальери 


совершенно безразличен вопрос о разрыве непрерывности; на чертеже 4 
с нашей точки зрения пунктирная линия — касательная, а сплошные — не 
касательные; с точки зрения Кавальери наоборот: сплошные — касательные, 
пунктирная — секущая. | 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1, В. Если какую-либо прямую взять за ось (за регулу), 
то замкнутая фигура будет иметь две вершины: одну над осью, другую под 
осью, т.е. наивысшую точку (тахйпит шахипогат) и наинизшую точку 
(шипит пишипогит). Эти точки Кавальери и называет парными (точнее — 
противоположными, орро$1) вершинами, а касательные, проходящие через эти 
вершины, — парными (противоположными) касательными (оррозНае Тапзеше$). 

Обратим внимание на словоупотребление Кавальери, значительно менее 
точное, чем у Евклида (то, что у Евклида случай, у него правило). Слово 
1пеа имеет у Кавальери троякий смысл: 1) линия, 2) прямая линия (уразил =03эта, 
пеа тесфа с опущением теса) и 3) отрезок прямой (уразил пекерасьеуи, Ипеа 
{+егиипаа с опущением {4етпитаа). Слово аедиаМ$ (1005) означает, как и у 
Евклида, и „равный“ и „равновеликий“. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Ь С. Появляющийся у Евклида в кн. [Г предл. 9 без 
всякого определения термин „основание“ (Ъаз1°, Ваз“) получает красивое 
объяснение при том распространенном значении, которое придает ему Ка- 
вальери: понимая касание в указанном выше смысле, убедимся, что возможен 
случай, когда прямая касается фигуры по прямолинейному отрезку; этот 


отрезок и называется основанием. Ясно, что по. отношению к каждой оси 
(регуле) могут существовать (см. чертеж) два парных основания (фигура 
слева), одно основание (средняя фигура) или ни одного (фигура справа). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ П, О. 

Евклид определяет высоту 
(только для прямолинейных % х 
фигур) так (УТ, опр. 4): 

„Высота есть перпендикуляр, опущенный из вершины на основание“. Рас- 
пространяя по аналогии это определение и на криволинейные фигуры и 
понимая основание и высоту в смысле, приданном этим словам Кавальери, 
получим без труда определение Кавальери. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ПЦ, Е. См. введение, стр. 76 и след. 

СХОЛИЯ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ ЦП. Кавальери хочет сказать, что те опре- 
деления, которые имеются (или подразумеваются) у древних авторов для 
оснований, вершин и т. д. в прямоугольных фигурах и телах, образованных 
их вращением, не противоречат его определениям, а являются лишь частным 
случаем по отношению к его определениям. Так, определение вершины 
(хороет) мы имеем только у Аполлония („Конические сечения“ |, опр. Эи 
только для конуса: вершиной он называет точку образующей, остающуюся 
неподвижной. Ясно, что если через эту точку и через линию, образованную 
вращением другого конца образующей, провести две параллельные плоскости, 
то это булут с точки зрения Кавальери парные касательные плоскости, т. е. 
круг, ограниченный указанной линией, с одной стороны, и неподвижная 
точка, с другой, будут основанием и вершиной и с точки зрения Кавальери, 
что и доказывается в предложении ХУ этой книги. То же верно и для евкли- 
дова определения основания конуса (ХТ, опр. 20) и цилиндра (Х1, опр. 21). 
Об определениях касательной и высоты уже сказано выше. 

к ОПРЕДЕЛЕНИЯ Ш и У и СЛЕДСТВИЕ. Заметим, что под цилиндром 
и конусом Кавальери разумеет круговой конус и цилиндр; а понятиям конус 
и цилиндр в нынешнем смысле у него соответствуют „коника“ и „цилиндрика“. 
Потребность в таком расширении этого понятия (древние рассматривали только 
круговые конусы и цилиндры) замечается уже у Кеплера, который называл 
„цилиндрику“ Кавальери „колоннообразным телом“ (согриз сойитпайит). 
Нетрудно убедиться, что определения Кавальери есть только расширенное 
видоизменение определений Аполлония (для конуса) и Серена (для цилиндра). 
Сравни, например, с опр. ГУ, А определение конуса у Аполлония, 1, опр. 12: 
„Если из некоторой точки провести к окружности круга (у Кавальери вместо 
круга — любая фигура, дцаесатаие Нзига), не расположенной в той же пло- 
скости, что и эта точка, прямую, продолженную в обе стороны, и если точка 
остается закрепленной, а прямая, вращаясь по окружности, возвращается 
к положению, из которого она начала свое движение, то образовавшуюся 
поверхность я ‘называю конической поверхностью ... неподвижную точку я 
называю вершиной. Конусом я называю тело, ограниченное кругом и кони- 
ческой поверхностью и лежащее между вершиной и окружностью круга“. 
Само собой разумеется, что именно это замечательное определение Апол- 
лония (образующая продолжена у него уже в обе стороны), а не примитив- 
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ное определение Евклида !, должно было послужить исходным пунктом для 
универсализации Кавальери. С определением Ш сравни определение Серена, в 
изд. Гейберга 2, составленное в противовес определению Евклида по образцу 
Аполлониева определения конуса: „Если два круга, равные и параллельные 
между собой 3, остаются неподвижными, & диаметры обоих кругов вращаются 
так, что центры остаются неподвижными, а они сами параллельными друг 
другу, и если вместе с ними вращается и прямая, соединяющая соответствен- 
ные концы их, пока не возвратится в прежнее положение, то поверхность, 
начерченную этой вращающейся прямой, мы будем называть цилиндрической 
поверхностью... цилиндром же — тело, ограниченное параллельными кругами 
и... Цилиндрической поверхностью“. 

Обратим внимание на особенности словоупотребления Кавальери и 
в стереометрии. Тело (зоИ4ит) он называет часто также „телесной фигурой“ 
(Нога зоНЧа), переводя греческое суши стеребу, в отличие от „плоской фи- 
гуры“ (Ноига р!апа). В нашем переводе мы не отметили этого оттенка, пере- 
водя выражение Неига р!апа просто словом „фигура“, а Неига зоНаа просто 
словом „тело“. 

Образующую [1%‹006& =03г!а, „чертящая (поверхность) прямая“, у Апол- 
лония |, опр. 1 и Серена] в ее отдельных положениях Кавальери называет 
1а{и$ суппайс или 1а$ сошс1. Га, тАегора, означает в планиметрии сто- 
рону, в стереометрии ребро; возможно, что Кавальери, мыслящий, как мы 
видели, атомистически, имеет в виду боковое ребро пирамиды или призмы 
С „неопределенно большим“ числом сторон в многоугольнике основания, 
пределом которых и являются конус и цилиндр. Я перевожу 1а%$ не словом 
„ребро“, а словом „сторона“ во избежание двусмыслицы (с точки зрения 
русского языка ребром конуса или цилиндра естественнее было бы называть 
окружность основания). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ У. Для исследования конического сечения Аполло- 
ний проводит в нем ряд параллельных друг другу прямых. Линия, соеди- 
няющая их средины, оказывается прямой линией; Аполлоний называет ее 
диаметром конического сечения (п б'биетрос, кн. УП, опр. 4), а указанные 
параллельные — прямыми, проведенными определенным способом к диаметру 
тета иеуюс хот ти сту бийцетооу, от@паНт аррИсафае, там же), откуда и 
взято нынешнее слово „ордината“. Конец диаметра он называет вершиной 
(хорозт, там же); нетрудно видеть из определения Аполлония, что ордината 
в вершине может иметь только одну общую точку с кривой и, следова- 
тельно, является с точки зрения Кавальери, касательной; значит, вершина 
по определению Аполлония является вершиной с точки зрения Кавальери; 
более того, здесь, несомненно, источник определения Кавальери. Если диз- 


1 Х!, опр. 18: „Конусом называется тело, которое получается, когда у 
прямоугольного треугольника одна сторона остается неподвижной, а треугольник 
вращается вокруг прямого угла, пока не придет в первоначальное положение“. 

2 Зегепиз, Ое зесйопе суйпам, е4. НеЪего, ргае{., Гери, Тецьпег 1896, стр. 4. 
Кавальери знал Серена по латинскому переводу Коммандино: Зегет Шо 4ио, е4. 
Соштапти$, Вопощае, 1566, 1..1 уегзо (конволют с Аполлонием)., 

3 То-есть лежащие в параллельных плоскостях, 


метр оказывается перпендикулярным к ординатам, то такой диаметр он на- 
зывает осью (у, ах15). Вершина служит у Аполлония как бы началом 
системы координат кривой; наряду с ординатами у него фигурируют 
„отрезки. оси, отсекаемые (атотерудиеуи, аБзс15зае) ординатами, считая 
от вершины“ 1, откуда и взято введенное Кавальери для всяких фигур и 
употребляемое доныне слово „абсцисса“ (перевод аполлониева термина & 
атотеруо немой словом ар5с1ззае Кавальери. нашел уже у Коммандино в его пере- 
воде Аполлония, которым он, повидимому, пользовался вместо подлинника). 

» * - „ ПАРАМЕТРЫ“; у Кавальери — ПЦпеае, щж{а диаз роззип\, перевод грече- 
ского выражения: пар’ боудути ой калатбщеуи тета-уиёус т ту дретроу, т. е. 
„линии, соответственно которым имеют силу (степень) ординаты“. Так как по- 
гречески „иметь силу (степень)“ (66уд8и) означает также „быть возведенным 
в квадрат“, то это выражение означает: „отрезки, по коим определяется квадрат 
ординаты“, т.е. постоянную величину, на которую надо умножить абсциссу 
или определенную функцию абсциссы, чтобы получить квадрат ординаты. 
Эту же прямую Аполлоний называет (1, 11) и „прямой стороной“ (боб 
п\вора, 1а#и$ теснлт). 

»-.-ПАРНЫЕ СЕЧЕНИЯ“ (ОррозНае зес#опез), Аполлоний 1, 14: „Если по- 
верхности, расположенные вертикально (т. е. поверхности двух конусов, сло- 
женных вершинами так, что они образуют вертикальные углы. С. Л.), пересечены 
плоскостью, не проходящей через ось, то в каждой из поверхностей получится 
сечение, называемое гиперболой. Такие сечения называются парными“. 

Привожу также архимедовы определения сфероидов и коноидов, дан- 
ные им ВО введении к трактату „О коноидах и сфероидах“ (необходимо 
при этом иметь в виду, что в его время эллипс назывался еще „сечением 
остроугольного конуса“, парабола — „сечением прямоугольного конуса“, ги- 
пербола — „сечением тупоугольного конуса“) ?. Стр. 274 в изд. Гейберга: 
„Если сечение прямоугольного конуса (парабола), вращаясь вокруг диаметра, 
возвратится в первоначальное положение, то тело, ограниченное сечениями 
прямоугольного конуса, называется прямоугольным (параболическим) конои- 
дом“. Стр. 276: „Если сечение тупоугольного конуса (гипербола). . .то тупо- 
угольным (гиперболическим) коноилом“. Стр. 280: „Если сечение остро- 
угольного конуса (эллипс)... то сфероидом“. 

Уже в переводе Архимеда, сделанном Ривальтом 3, введены вместо 
архимедовых аполлониевы термины: парабола, гипербола и эллипс; соот- 
ветственно Ривальт вводит выражение параболический и гинерболический 
коноид, которые Кавальери считает архимедовыми. Вряд ли нужно объяснять, 
что „параболический коноид“ — это параболоид вращения, „гиперболиче- 
ский коноид“ — половина (двуполостного) гиперболоида вращения, а „сфе- 
роид“ — эллипсоид вращения. ь 


—— 
_ Той апотермбремо ато лФу Морётроу чес хорофойс, но далее, сокращенно, просто 
„абсциссы“ (о алохенмореуои). 

? В доархимедовой геометрии конус всегда рассекался перпендикулярно обра- 
зующей. Поэтому в сечении тупоугольного конуса всегда получалась гипербола, 
прямоугольного— парабола, остроугольного — эллипс. 

$ Перевод этот заменял Кавальери подлинник. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ \!!. Древние и Кавальери не говорят „тело враще- 
ния“, а говорят „круглое тело“ обуза периререс, зОН@ит гофипдит, так как 
греческое и латинское слово „круглый“ включает в себя понятие вращения 
(перово). Мы переводим для удобочитаемости „тело вращения“. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ [Х. Кавальери, как и его античные предшественники, 
не говорит: „линия пересечения“ или „точка пересечения“ (как мы пере- 
водим для ясности в тексте), а всегда употребляет выражение: „общее се- 
чение" (сотитип1$ $есНо, хоубу сил] ьо). Это выражение восходит к атомисти- 
ческой‘ математике и имеет своим источником представление, что две пере- 
секающиеся линии имеют бесконечно малый общий участок. 

СХОЛИЯ К ОПРЕДЕЛЕНИЯМ УП — Х. В дальнейшем Кавальери дока- 
зывает, что подобие в смысле Евклида есть частный случай подобия в его 
смысле. У Евклида, кн. УМ, опр. 1 читаем: „Подобными прямолинейными фигурами 
называются такие, у которых все углы соответственно равны, а стороны, приле- 
гающие к равным углам, пропорциональны“. Кн. ХЬ опр. 24: „Подобными 
конусами и цилиндрами называются те, у которых оси пропорциональны 
диаметрам оснований“. Однако ясно, что не эти определения, а замечатель- 
ное определение подобия конических сечений у Аполлония послужило источ- 
ником обобщенного определения Кавальери (опр. Х, А). Что касается опре- 
деления подобных сегментов конических сечений, то здесь имеется в виду 
предложение ХХУШ; см. это предложение и комментарий к нему. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Х, А. Поучительно сравнить это определение с опре- 
делением Аполлония („Конические сечения“ У опр. 2): „Мы называем по- 
добными конические сечения, в которых, если провести (параллельные) 
прямые определенным способом к оси в каждом из сечений и если каждую 
ось разделить на равное число (равных друг другу) частей или в одном 
и том же отношении, ТО эти «прямые, проведенные определенным способом» 
(т. е. ординаты), соответственно пропорциональны «частям оси, отсекаемым 
ими, считая от вершины» (т. е. абсциссам)“. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Х, В. Инцидента играет у Кавальери роль оси абсцисс, 
регула — оси ординат. См. введение, стр. 76 и след. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Х, С. Кавальери называет сходственные отрезки 
в двух подобных фигурах 'Поте!оргае („гомологи“, „сходственные“), причем 
сходственные стороны, т. е. отрезки, лежащие на периметре, называет |афега 
Вошо1оеа (;сходственные стороны“), а не лежащие на периметре — Нпеае 
Вошо!осае („сходственные линии“). Я переводил общее название Вото!обае 
словами „сходственные прямые“. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Х, О. Выражение подлинника: а@ еапдет райет (в Х, А 
несколько необычно: ех еайеш рае) — перевод греческого выражения ёт\ 14 
ата шерт („Начала“, 1 23; 1, 29) и показывает, что сравниваемые части 
совершенно одинаково расположены, т. е. примыкают к оси с одной и той 
же стороны, следуют в том же порядке и т. д. Так как в наше понятие 
„сходственные части“ входит и понятие соответственного расположения, 
то мы в некоторых случаях оставляем это выражение без перевода. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ есть повторение евклидова определения УТ, 5; 


342: см. введение, стр. 26 и след. 
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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ХИ представляет собой дополнения Кавальери к евкли- 
дову учению о пропорциях. Точь в точь, как Евклид, он здесь, в начале 
книги, дает определение вводимого им понятия „соШееп4о“, а ниже (лемма 
к предл. ХХ кн. ИП), когда впервые встречается надобность в этом приеме, 
доказывает его правомерность. См. введение, стр. 97. 

ОПРЕДЕЛЕНИЯ ХПГУ-и ХУ. Евклид, доказывая ряд теорем о вписан- 
ных в круг и описанных около круга треугольниках, квадратах и правиль- 
ных многоугольниках (вся ГУ книга „Начал“), дает следующие определения 
этих понятий: 

„Определение 1. Прямолинейную фигуру называют вписанной в прямо- 
линейную, когда каждый из углов вписанной фигуры касается каждой 
из сторон той фигуры, в которую она вписана (то же, опр. 2). 

Определение 3. Прямолинейная фигура называется вписанной в круг, 
когда каждый угол вписанной фигуры касается окружности круга (то же, 
в опр. 6). . 

Определение 4. Прямолинейная фигура называется описанной около 
круга, когда каждая сторона описанной фигуры касается окружности круга 
(то же, в опр. 5)“.` | 

Таким образом понятия „вписанный“ и „описанный“ в разных случаях здесь 
определяются по-разному; причина этого в том, что научное определение 
понятия „касаться“ дано Евклидом только для круга (Ш, опр. 2 и 3), 
говоря же, что угол касается прямой, Евклид употребляет это выражение 
не в научном, а в житейском смысле. Кавальери, 
как мы видели, дал общее и логически безупречное 
(хотя и не совпадающее с нынешним) определение 
‘понятия касания; поэтому в определениях ХИ\ и ХУ ему 
уже не приходится говорить отдельно о „касании 
углов“ И „касании сторон“; вместо этого он гово- 
рит о касании фигуры. Между касанием Евклида и 
касанием Кавальери есть разница и по содержанию: 
°с точки зрения Евклида, например, восьмиугольник а8{0=1.9 на приложенном 
чертеже не вписан в прямоугольник АВСО, с точки зрения Кавальери впи-- 
сан. Более того, как мы читаем в схолии к предложению Ш этой же книги, 
каждый параллелограм (или параллелепипед) с точки зрения Кавальери 
можно считать вписанным в самого себя и описанным около самого себл, 
что является абсурдом с точки зрения Евклида. 

ПОСТУЛАТ 1. Этот постулат является динамической основой теоч 
ремы соответствующей теореме Ролля; см. введение, стр. 80. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Полемике с этим предложением посвящены 
6—9 разделы предисловия к кн. ЦП „Сешгорагуса“ Гульдина. Гульдин счи- 
тает такой способ решения задачи, когда прямую предлагается передвигать 
вверх и вниз, пока мы не убедимся, что она коснется кривой, т. е. будет 
вся лежать по одну сторону от нее и в то же время иметь с ней общую 
точку, позорным для ученого геометра и простительным лишь для земле- 
мера-практика (татдиат Сеотейнае шишат ас, её ацаз Авеотейа еззе{). 
Чалее, Кавальери говорит об одной тшоцке касания; между тем, замечает 
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Гульдин, прямая ‘может коснуться кривой или ломаной и в нескольких точ- 
ках. В последнем случае Гульдин просто придрался к недосмотру Кавальери; 
ведь в следствии (согоЦагиип) из этой задачи (стр. 20, изд. 1-е) разбирается 
даже случай, когда касание произойдет по целому линейному отрезку! 
Кавальери („Опыт“ Ш, стр. 189) справедливо замечает: „Пусть читатель 
обратит внимание на то, что я не потому предположил, что есть только одна 
точка касания, что полагаю, будто касательная линия или плоскость не может 
касаться более, чем в одной точке. Но я потому взял лишь одну, что все, 
что говорится об одной точке, подразумевается и относительно остальных“. 
Здесь, однако, не только неудачное выражение, но и недосмотр. 
В самом деле, в предложении ШУ (теорема Т), дополняющем предложение 1, 
доказывается, что прямая, параллельная оси, либо пересекает кривую, либо 
вся лежит вне ее, либо касается ее в вершине. 
В доказательство Кавальери ссылается на то, 
что, если бы кроме вершины С существовала 
еще другая точка Е, в которой касательная была 
бы направлена параллельно оси, то касательная, 
проходящая через С, должна была бы также 
пройти через точку Е, что абсурдно, так как обе касательные параллельны 
межлу собой. Таким образом Кавальери вовсе упустил из виду случай, когда 
вершин две, т. е. когда они обе лежат на одной и той же касательной, 
параллельной оси. Если мы взглянем”на прилагаемый чертеж, то увидим, что 
со случаем ММ Кавальери вовсе не должен был считаться, так как с точки 
зрения его определения ММ не касательна к кривой, но возможность суще- 
ствования второй вершины Е, хорошо ему известная, на этот раз просто 
р упущена из вида. Этот недосмотр исправлен, однако, в следствии Т, гдё 
относительно точки Е делается оговорка: „если взятая точка не является 
также одной из так называемых вершин ($1 зитри$ рипс{и$ поп $Й ипи$ 
ех уегсаНЬиз$ ФсН$)“. 

Еще любопытнее примечание к этому предложению в кн. УИ (приме- 
чание к предл. Ш): „Да будет ведомо читателю, что в предложении ПУ книги 1 
сделано молчаливое допущение, что все вершины данной фигуры, взятые 
по отношению к одной и той же регуле, лежат на одной и той же прямой, 
параллельной регуле, или, если речь идет о телах, — на одной и той же 
плоскости, параллельной регуле, сообразно определениям. Вследствие своей 

ясности это положение может быть включено в число аксиом“ 1. 
ь Что же касается первого возражения Гульдина, то Кавальери при- 
знает, что было ошибкой ‘излагать этот вывод в форме задачи (там же 
стр. 190: Ни$$е ориз$ зирегеговаНоп1$ 1рзаш ргоропеге фатадиаш Ргоета), 
так как в столь общем виде эта задача вообще неразрешима, и остается 
только предложенное им решение, как бы мало ни удовлетворяло оно 
с точки зрения геометрии. Но, говорит Кавальери, его целью было не дать 
практическое решение задачи, а показать возможность проведения касатель- 


1 Кавальери, очевидно, не понимает, чтб такое геометрическая аксиома; раз- 
344 бираемая здесь истина есть непосредственный вывод из доказываемой им теоремы. 


ной линии или плоскости. „Каждый раз, когда я говорю о проведении каса- 
тельной или нахождении вершины, мы должны иметь в виду только возмож- 
ность этого проведения или нахождения“. Поэтому, продолжает он, хотя 
это предложение изложено в виде задачи, но в действительности играет 
роль теоремы. 

И действительно, в добавочной УП книге (лемма Ш к теореме ХИ, 
стр. 15, изд. 1-е) Кавальери излагает эту же задачу в форме теоремы: 

„Если какая угодно кривая линия вся лежит на одной и той же 
плоскости и если с ней пересекается прямая 
в двух точках или по двум прямолинейным р А г 
отрезкам, или по прямолинейному отрезку 
и в точке, то можно провести другую прямую 
линию, параллельную данной, так, чтобы она 
коснулась части кривой линии, лежащей между 
двумя пересечениями“. В С 

Доказывается эта теорема так: 

„Пусть кривая линия ВАС, лежащая целиком в той же плоскости, что 
и прямая ВС, пересекается с ней в двух точках Ви С либо по двум прямо- 
линейным отрезкам В и С, либо по прямолинейному отрезку ВБ и вточке С. 
Я утверждаю, что можно провести другую линию, параллельную ВС, так, 
чтобы она коснулась части кривой линии, заключенной между двумя пере- 
сечениями Ви С. Так как ВС — прямая, а ВАС — кривая, то между ними 
заключена площадь, [имеющая вид фигуры, например ВАС; следовательно, 
возможно для фигуры ВАС (на основании предл. | кн. 1) найти вершину, 
взятую по - отношению к прямой ВС. Пусть это будет точка А: проведем 
через нее ОР, параллельную ВС. ОЕ будет касательной к фигуре ВАС; 
значит, весь периметр ВАС будет по одну сторону от прямой ОЁ или по 
крайней мере ни одна его часть не лежит ло другую сторону от прямой; 
в самом деле, если бы какая-нибудь часть его лежала по другую сторону 
от прямой ОР, то прямая ОЕ пересекала бы ВАС, что нелепо. Итак, пря- 
мая ОЕ касается кривой ВАС, а следовательно, возможно и т. д.“ След- 
ствие; „Отсюда ясно, как провести (диото@о @исеп4а ез{) прямую, касатель- 
ную к данной кривой, лежащей целиком в одной плоскости с ней, ‘так, 
чтобы она была параллельна данной линии“. Из этого следствия ясно, что 
эта теорема лишь по форме является выводом из задачи [ кн. Г, а в дей- 
ствительности является лишь ее разъяснением. | 

Эта теорема вполне соответствует теореме Ролля, предпосылаемой 
диференциальному исчислению в наших учебниках (см. введение, стр. 80). 
Проф. Джиованни Вакка видит в ней также прототип нынешней теоремы 
о среднем 1; ход его мыслей мне неизвестен. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ИП. Это предложение, как и предыдущее, также 
в сущности является не задачей, а теоремой. В переводе на язык нынешней 
математики оно получит такой вид: „Как бы ни была выбрана система 


1 Еогишане МаёшаНаче, ри 6 раг С. Реапо, Тии, 1901, т. Ш, стр. УП, 142. 
Мне недоступно. 
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координат, на всякой замкнутой кривой можно найти наибольшее (шахёиит 
тахИтогии) и наименьшее (пипипит пиайтогит) из всех значений ординат, 
‘причем касательные в этих точках параллельны абсциссе“. 

Неудачное изложение этого и предыдущего предложения в форме 
задач (неудачность этого приема, как мы видели, признал впоследствии и сам 
‘Кавальери) объясняется рабским следованием в отношении формы изложения 
античным прототипам, каковыми послужили теоремы 3 и 7 кн. УТ „Начал“: 
„Вокруг данного круга описать треугольник (четырехугольник), равноуголь- 
ный данному“ (конечно, приемы решения, как отмечает сам Кавальери 
в `указанном месте, у Евклида совершенно другие, так как задача имеет 
частный характер). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. Стереометрическая параллель к предложению ПИ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1\. Смысл: касательная, параллельная оси, обяза- 
тельно проходит через вершину (понимая „касательную“ и „вершину“ 
в смысле Кавальери). См. комментарий к предложению 1, где разбирается 
предложение ТУ и следствие из него. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ \У!: „... той конечной точкой..., КОТОРАЯ НЕ ПЕРЕМЕ- 
ЩАЕТСЯ ПО ОБВОДУ ЕЕ ОСНОВАНИЯ“, Т. е. другим, свободным концом прямой, — 
не тем, который перемещается по обводу основания. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ УП. „ХХХШ кн. [Г «Нлчлл»“: „Прямые, соединяющие 
концы равных и параллельных прямых, равны и параллельны межлу собой“. 

„ХУ кн. Х| «НАчАЛ»“: „если две параллельные плоскости пересечены 
‘какой-либо плоскостью, то линии пересечения параллельны между 
собой“. 

„Х кн. ХГ «НаАчАл»“: „Если две прямые, касающиеся друг друга (т. е. 
‘два прямолинейные отрезка, пересекающиеся в одном из их концов), парал- 
лельны двум прямым, касающимся друг друга, и не лежат с ними в одной 
‘плоскости, то между этими прямыми заключены равные углы“. 

„.. - ПРЯМЫЕ СР и МО БУДУТ РАВНЫ ... ДРУГ ДРУГУ“ — ввиду равенства тре- 
угольников СЕЮ и ММ№О (по стороне СЕ = ММ и углам, предл. 96 кн. | 
„Начал“). 

# ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х. „...АЕ — цилиндрОВИДНАЯ ПОВЕРХНОСТЬ“ — поверх- 
ность параллелограма АЕ является в данном случае частью цилиндровидной 
поверхности, например поверхности, описываемой стороной тела при пере- 
движении по обводу ОХЕР (состоящему из кривой ОХЕ и прямой ЕЛ). 

ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХГ и ХУ. „...подовБнНы и РАВНЫ ДРУГ ДРУГУ“. „Равны“ 
в античной геометрии и у Кавальери означает „раБновелики“. Желая ска- 
зать „равны“ в нашем смысле, Кавальери принужден поэтому выразиться 
„подобны ‘и равны“. . 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ. „ТАк жЕ мы БУДЕМ ПОСТУПАТЬ И С ПРОЧИМИ 
плоскостями, ПРОВОДИМЫМИ МЕЖДУ ПЛОСКОСТЯми ТС и АН ПАРАЛЛЕЛЬНО им“. 
Заметим, что Кавальери говорит не „с какими угодно другими“ (ш ашБиз- 
ситаце аН15, = &/\о'5), а „с прочими“ (ш саефег$, => ох &А№о). Мы видим, 
как глубоко вкоренилась у него античная атомистическая концепция про- 
странства, по которой тело состоит из некоего определенного, хотя и сколь 
угодно .большого, числа параллельных друг другу плоскостей. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУНЦ. „...ФигуРЫ СЕЧЕНИЙ“, в подлиннике „отсекаю- 
щие фигуры“ (Пеигае арзсшЧетез$): термин „фигура“ употребляется в трех 
смыслах: 1) в смысле кривой, 2) в смысле ограниченной кривой части пло- 
скости и 3) в смысле динамически интегрального элемента тела, „образую- 
щего“, „рассекающего“ и „ограничивающего“ это тело, как в данном случае. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУИ(. „. : . ИНАЧЕ ПОВЕРХНОСТЬ ЗАМЫКАЛАСЬ БЫ ДВУМЯ ПРЯ- 
мыми линиями“ (аНодишт Чиае гесае Ипеае с1ацдегеп зирегИЦел:) — замечание 
это не вполне понятно. Не хочет ли автор сказать, что в случае несовпадения 
вращающейся „стороны“ конуса с прямой АВ поверхность конуса осталась бы 
незамкнутой: начальная прямая АВ не совпадала бы с конечной прямой АВ? 
Во всяком случае смысл таков: иначе через точки А и В можно было бы 
провесги не одну, а две прямые. 

„...ВНУТРИ КОНУСООБРАЗНОЙ ПОВЕРХНОСТИ“, Т. ©. не на этой поверхности, 
а в пространстве, ограниченном поверхностью коники и основанием СВЕ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ. „...ЕХ АВОЧАМ“ — „ввиду равенства“, см. вве- 
дение, стр. 26. 

„...РЕВМОТАКОО“ — „переставляя“, см. введение, стр. 25. Для Кавальери 
из подобия трегольников АМО и АСР непосредственно следует (в силу 
„Начал“ УП, 4) лишь то, что „стороны, заключающие равные углы, про- 
порциональны“, т. е., что СА; СЕ = АМ: МО; чтобы получить пропорцию 
СА: АМ= ОЕ: ОМ, ему необходимо переставить средние члены. То же 
и в остальных треугольниках. 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХЕ. В подлиннике читается: Шис 
пафег, $1 ргорозНишт #11556 Низ соше, ВТЕ, ацо@ ешз опища 1а(ега рго- 
Аиса с01ас1155еп& ш ипо рипсю А, ип4е озепзит рагШег Пзсе. “те. 
„отсюда получается, если бы была дана усеченная коника ВТЁЕ, что все ее 
стороны при продолжении пересекались бы в одной точке, на основании 
чего равным образом было бы доказано“. .. ит. д. Это непонятно, так как 
то, что боковые ребра коники пересекаются в одной точке, есть непосред- 
ственное условие, содержащееся в самом определении коники (опр. ГУ 
в конце). Возможно, что дио@ поправка вместо ипфе, попавшая не на свое 
место: я перевожу так, как если бы читалось Шшс Набег, $ ргорозНит 
Н1155е+ Низит сопс ВТЕ, сишз ошша ]аега ргодифа сошпс1а15еть, 11 ипо 
рипсю А, 9404 озепзит рагИег Нззе“... ит. д. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ. „...прямыЕ КМ№и НР ПАРАЛЛЕЛЬНЫ ДРУГ ДРУГУ“. 
В понятие ›„сходственно расположенные“ (5 Шег розЦае, см. опр. У, О) 
входит только параллельность инцидент, но не параллельность регул; поэтому 
Кавальери, отправляясь от параллельности инцидент КМ№ и РН, считает 
необходимым дать доказательство параллельности регул УК, ХМ и ТН, $Р 
(впрочем, очевидной ввиду равенства углов}. 

„..-ОБРАЗУЮЩИЕ ЖЕ РАВНЫЕ УГЛЫ СТОРОНЫ“, СМ. выше, комментарий 
к репифайво, „переставляя“, 

СЛЕДСТВИЕ 1 ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХИ. В определении ГУ, А гово- 
рится только о расстояниях до инцидент, а не о длине сходственных линий, 
на что здесь и обращается внимание. 

ЛЕММА К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХИ. Заметив, что у Евклида отсут- 
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ствуют обратные теоремы к предл. 4, 10и 12 кн. УП, Кавальери почувство- 
вал необходимость восполнить этот пробел; но, поскольку такая лемма не 
входит органически в его текст, он ее помещает после соответствующей 
теоремы, что соответствует нынешним примечаниям после текста. 

„...ВО мЕвьшЕ СЁ, тАк кАк АВ меньше АС*; отсюда следует, что пря- 
мые пересекутся на продолжении отрезка ВС в сторону точки В, ане в 
сторону точки С. 

-ОГЛРЕМОО “ — „выделяя“, см. введение, стр. 95. 

ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХШ и ХЖМУ СО СЛЕДСТВИЯМИ ИЗ НИХ. ‘Эти 
теоремы в переводе на наш язык доказывают правомерность поворота си- 
стемы координат и переноса ее начала; см. введение, стр. 77. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХГУ. „... с одной и той же стороны две прямыЕ ВЕ 
и №Ю“. Кавальери стремится доказать, что сходственные и сходственно рас- 
положенные прямые ВР и №Ю являются инцидентами обеих фигур. В пере- 
воде выражение „аШФиз шаегий{ 1рзае ВЕ и №“... „с которыми пере- 
секаются ВГ и № под одним и тем же углом и т. д.“ трудно передать, 
так как это выражение означает также: „инцидентами которых являются“. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУ. О разных смыслах слова „фигура“ см. выше 
стр. 347. См. также предл. ХХШ. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУ\У1. „...плоскости ВС и ГУ овРАЗУОТ... РАВНЫЕ 
углы“; так мы передаем выражение подлинника: „наклон плоскости к плоскости“ 
(р1апит а4 р1апит 1исНпаит). Термин „двугранный“ угол неизвестен Кавальери. 
См. Евклид Х|, опр. 6: „Наклоном плоскости к плоскости (Епихебоо поз &ппебоу 
х№95) называется острый угол между прямыми, проведенными в той и дру- 
гой плоскости из одной и той же точки на линии пересечения, перпеидику- 
лярно к этой линии“. 

„НА ПРОДОЛЖЕННЫЕ ПРЯМЫЕ НС и УЦ“ (аа На, УС ргодисй$) — 
не точно, так как перпендикуляры могут упасть и не на продолжения 
НС и УС, а на самые эти отрезки. Точнее выражает свою мысль Ка- 
вальери в лемме 1 к предложению ХХХ (стр. 147): „на продолжения, если пона- 
добится“ (ргодисфиз $1 ориз $Й), т. е. „на самые отрезки или, если понадо- 
бится, на их продолжения“. Таков же смысл выражения и в нашем случае, 

.ЕХ АЕОЧАЫ“ — „ввиду равенства“, см. введение стр. 96. 

‚остающийся угол ЕСР“. „Остаточные“ (геНди?) — до двух прямых, 
т. е. смежные. 

Прогорция 

РЕ: ЕЕ бе 
получена. ех аедиаП, так как 

РЕФ Т РУ 
и 

ДОГ 
(из двух пар подобных треугольников). 

К этой теореме Кавальери в УП книге (примечание к предл. Ш) делает 
следующее дополнение: „В предл. ХХУГ пропущено доказательство того 
случая, когда АС оказывается перпендикулярной к СИ. В таком случае 
можно доказать, что и КУ перпендикулярна к УД и что вторые плоскости 


поскольку такая лемма не 
ет после соответствующей 
|м после текста, 

1С*; отсюда следует, что пря- 
в сторону точки В, а не в 


. УТ, Кавальери почувство- 
| 


‚ стр. 25. 

ДСТВИЯМИ ИЗ НИХ. ‘Эти 
равомерность поворота си- 
в. стр. 77. 

ЖЕ СТОРОНЫ ДВЕ пРЯмыЕ ВЕ 
венные и сходственно рас- 
ами обеих фигур. В пере- 
с которыми пере- 
и,т. д.“ трудно передать, 
нтами которых являются“. 
слова „фигура“ см. выше 


И [У ОБРАЗУЮТ... РАВНЫЕ 
пон плоскости к плоскости“ 
угол неизвестен Кавальери. 
‘ости (Епитебоо ос 2 (кебоу 
роведенными в той и дру- 
| пересечения, лерпендику- 


аа На, ус ргоЧ4иса$) —- 

и не на продолжения 
тражает свою мысль Ка- 
а продолжения, если пона- 
резки или, если понало- 
жения и в нашем случае, 
ведение стр. 96. 


те14и1) — до двух прямых, 


чание к предл. Ш) ‘делает 
но доказательство того 
к СЦ. В таком случае 
и что вторые плоскости 


ые углы с одной и той же 
ее В Шер Е, — КХ, АТ и проделав 
а АИ как в тексте, мы так же, как там, пре Ваео 
а т что треугольники АРЕЁЕ и КАТ, а также АРС, КИТ, ие. ра 
и - УТ подобны между собой и что угол РОЕ равен углу Е. ы ь 
к из: этого, получим, что РО: СА=ХУ: УК; АС: СЕ=КУ: Е И 
: СЕ = ХУ: УТ; эти стороны примыкают к равным угла 
и с ао треугольники РОЁЕ и ХУТ подобны и, т 
те е в У Начал), РЕ:Еа=—= ХТ: Ч. ОЕ: АУТ: : 
а РЕ: ЕА = ХТ: ТН, а эти стороны примыкают к прямы 
Ее ТК; следовательно, треугольники РЕА и АТК ре 
У обой и Е АР РЕ АА: АР Ве & | и . 
в. т и РЕ . Ра =_АТ: ХУ; следовательно, АР: м _ 
Е. : УК ит, и треугольники АРСО и 
ее д т угол о прямой, так как АСУ г 
г а О. КУХ и КУЛ также прямые, откуда углы 
а между собой. Но так как РА? = Е0%- СА? На 47 
а ал=) — РО О ЕВ а РА? = РЕ?-- ЕА?, то РЕ?-|- БА? = 
чи а Е Ед вычтя из обеих частей общее слагаемое ЕА®, получим, 
и Ре. СЕ», а значит, угол РОЕ прямой и, ры 
ый ямой (предл. 48 кн. Г „Начал“), откуда следует, что А@ и р 
г тя между вторыми плоскостями АУ, КА и лежащими о ыы 
ие НУ и &А «опр. 6 кн. ХГ „Начал“) и РАВНЫ между й 
е“. 

Е о - „Все те прямоли- 

: вные углы и стороны которых, прилежа- 
Мер — о а подобными“. , 
Я А: ЕТ РЕВМОТАМОО, ПОЛУЧИМ: СЕ к $Р, как ЕЁ к РО“, — 

ре" ^ 


именно. СЕ ПЕР — 5Р : рю: 


А 
Ех аедиай, т. е. перемножая пропорции 
СЕБЕ. ЭР эро; 
региийап@о (переставляя средние члены): 
СЕТ ОРДЕРА: 


‚25% 
СОМУЕВТЕМРО“ — переворачивая. Самое правило см. введение, стр 

[3 

РАЗНОСТЬ ЕК так относится к РАЗНОСТИ РУ“ и т. д., т. е. 


ЕК-ЬРЕ _ ЕК _ ЕК РН. 
ОУ—ОР РУ ОУ ОМ 
СОМРОМЕМРО, СЁ тАк относится к ЕК, как ОР к РУ“, — 
ОКА ПЕР о: @2 


——— > —= 


В Е == РР 


Самое правило см. введение, стр. 25. 


Лоо ТЕ пппппотпппоппрппрппррппоиппппрппрпиппппппиииититииижитт 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУШ, ОПРЕДЕЛЕНИЕ. Предложение интересно 
с точки зрения вопроса 0б источниках Кавальери. Приписываемое Ка- 
вальери Аполлонию определение явно не адэкватно, так как подобие 
при равенстве  сходственных частей превращается в  конгруэнцию, 
а сегменты, удовлетворяющие этому определению и имеющие равные 
основания, заведомо неконгруэнтны. Кавальери вносит соответствующее 
изменение в это определение. Однако эта ошибка отнюдь не восходит 
к Аполлонию. Указанное определение было известно Кавальери только из 
комментария Ривальта к Архимеду (Ре сопо!Ч из), восходящего в свою 
очередь к Евтокию, так как кн. У—\УШ Аполлония (в данном случае речь 
идет об опр. 2 кн, \1) сохранились лишь в арабском переводе и поэтому 
были недоступны ни Ривальту, ни Кавальери (первый перевод - арабского 
текста, сделанный Авраамом. Эхельским и Борелли во Флоренции, появился 
в свет только в 1661 г., через 26 лет после выхода в свет труда Кавальери) *. 
Сам Аполлоний, конечно, не сделал того нелепого пропуска в определении, 
который содержится в кратком эксцерите Евтокия; в арабском тексте мы 
читаем как раз то, что добавляет от себя Кавальери: „...причем углы между 
основанием и диаметром в каждом из сегментов равны между собой“. 

Прямые, проведенные через вершину сегмента параллельно основанию, 
будут касательными к сегменту; в самом деле, диаметр делит прямую, 
параллельную основанию, пополам; поэтому если эта прямая пересечет кривую 
справа от верщины, то она должна пересечь ее и слева от вершины на 
том же расстоянии от вершины, т. е. в трех точках, что невозможно. 

СХОЛИЯ. На стр. 236 ривальтова перевода Архимеда (см. ниже библио- 
графия, стр. 413) содержится прямое и обратное доказательства совпадения 
обоих определений („П!со розНа Чен опе Соштапаий зеаи: ЧеНиюопет 
Ецюси). Ср. обычную формулу Кавальери: „Если принять определение такого-то, 
то из него следует мое определение“ (РозЦйа Чейпопе, диаш  аНен..., 
зедийНиг рго 1р$1$ еНат шеа Чейш#о, например, предложения ХХУИ, ХХУШ, 
ХХХ, ХХХЬ ХХХИ книги |), восходящую таким образом к Ривальту. Вообще, 
когда Кавальери ссылается на Архимеда, он всегда имеет в виду издание 
Ривальта; указания на отдельные параграфы и определения не соответствуют 
нынешним изданиям, а только делению, принятому и Ривальтом (как, напри- 
мер: „определение ХУШ“ в данном случае соответствует стр. 279 —280 
? тсма Архимеда в изд. Гейберга). 

» ‹.-ПРИ УСЛОВИИ, ЧТО ПОД ГИПЕРБОЛОЙ ПОДРАЗУМЕВАЕТСЯ ФИГУРА“, Т. е. разу- 
мея пох гиперболой фигуру (площадь), а не ограничивающую эту фигуру кривую. 

ЛЕММА Г К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХ. Под телом разумеется много- 
гранник, а под фигурами—его грани: „подобными называются тела, ограни- 
ченные одинаковым числом подобных фигур“ (Евклид, кн. ХТ, опр. 9). 

Первая часть доказательства этой леммы представляет собой в основ- 
ных чертах повторение предложения ХХ\У]. 

ВЕРТИКАЛЬНЫЕ УГЛЫ — в подлиннике апои{ а@ уегНсет; „ОсСтАТОЧНЫЕ 
углы прямых“ (гез1 и! гесфогит), т. е. дополнительные углы (90—в). 


‘См. Нешй, Тпе Н1юогу о! Отеек Матетайс$з, И, стр. 167. 


ЛЕММА Ш К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХЖЩХ. „ТАк клак...ВА, АР, ПР, ЕВ. 
ВЗЯТЫЕ ПОПАРНО, ОТНОСЯТСЯ ДРУГ К ДРУГУ, КАК ВЗЯТЫЕ ПОПАРНО /А, СН, НО, 
О“, т. е. в нашей транскрипции: 


ВА: Др: РЕ: ЕВЕ: @Ы: НО: 01. . 


ЛЕММА 1 К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХ. СВЕР и СИМЕ на чертеже 
только части некоторых многоугольников, не изображенных целиком на чер- 
теже, поэтому прямые СО и СЁ приходится провести. 

„...ПОДОБНЫ ПО САМОМУ ОПРЕДЕЛЕНИЮ “—неточно: они подобны еще и 
ввиду предложения 20, книги УГ „Начал“ (подобные многоугольники распа- 
даются на подобные треугольники). 

ЛЕММА У К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХ. „Опр. Х кн. ХЕ «НАчАЛ»“; 
„Равными и подобными телами называются тела, ограниченные подобными 
плоскостями, равными по числу и величине“. 

„...ИЗ ИХ ВЕРШИН... ВНЕ их плоскости“: Кавальери употребляет для 
этого вслед за Евклидом (Х1, 35) выражение „построенные в верхнем [простран- 
стве]“ или „стоящие в верхнем [пространстве]“ (узтёюро, сопзае или 
$апе$ ш зи бИши). Заметим, что, говоря об угле между фигурами (например, 
треугольниками), Кавальери имеет в виду (двугранный) угол между плоско- 
стями, на которых они лежат. | 

К этой лемме Кавальери (примечание к предл. Ш кн. УП) делает 
следующее дополнение: „В лемме У пропущено доказательство для того 
случая... когда РЕ, ЕС с АБ, АС, а (1, [М с Н, НМ не могут пересечься, 
именно, когда оказывается, что углы ЕАР, САР, 1НЕ, МНЕ прямые или 
больше прямых 1. Вот более универсальный случай, дающий доказательство 
и для этого и для предположенного в тексте случая. Представим себе, что 
прямые АД, АЕ, АС, НЬ НЕ, НМ равны между собой. Проведем прямые 
ЕЕ, ЕЦ, ЕЦ, ЦП, ЕМ, ПИ. Так как углы РАС и ЕНМ равны между собой 
по условию, а стороны РА, ГН и АС, НМ также равны между собой, то и 
основания РС и [М будут равны между собой (4, кн. 1 „Начал“). Таким же 
образом докажем, что и ЕР, Л. и ЕС, [М равны между собой. Будем на- 
кладывать” пирамиду АЕЕС на НИ.М так, чтобы РО совпал с [М. Так как 
треугольник ЕР@ совпадет с треугольником //М, то и точка Е также 
совпадет с / (7, кн. Г „Начал“). Но я утверждаю, что и точка А совпадет 
с точкой Н. В самом деле, три шаровые поверхности, имеющие центрами 
|, Ги М и описанные пересекающимися между собой радиусами НЬ НЕ, 
НМ или соответственно АЕ, АР, АЦ, могут пересечься между собой только 
в двух точках, что нетрудно доказать, ибо две какие угодно сферические 
поверхности пересекутся по окружности круга, а третья пересечет эту 
окружность в двух точках, расположенных по обе стороны от плоскости АМ, 
нменно в одной, лежащей над этой плоскостью, и в другой, лежащей под 
ней, а значит, три прямые линии, АЕ, АР, АС, находящиеся с одной и 


1 В этом случае пересечение произойдет либо в точках А и Н, и треуголь- 
ники АЕЕ и НИ. превратятся в прямые линии, либо по другую сторону от точек 
Аи Н, и чертеж получит совершенно иной вид. 


лы 
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той же стороны плоскости /[.М, не пересекутся в иной точке, чем Н. Итак, 
АЕ совпадет с НЬ АЕ с НГи АС с НМ. Доказав это, мы будем продол- 
жать доказательство так же, как выше“ \. 

ЛЕММА УГ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХ. Универсальность вопросов, 
разрешаемых Кавальери, чрезвычайно усложняет его решения, делая их мало 
наглядными, Если бы он изобразил на чертеже разбираемые им многогран- 
ники, то сеть граней и вспомогательных линий была бы так густа, что не 
дала бы возможности разобраться в выкладках. Поэтому он изображает на 
чертеже только линии, непосредственно фигурирующие зв доказательствах. 
Возможно, что и здесь кроется одна из причин, заставлявшая говорить о труд- 
ности и темноте Кавальери. 

„...ОПР. [Х кн. ХП «НАчАЛ»“, см. на стр. 350. 

„... ТРЕУГОЛЬНИКОВ 4/О и МОК, ОБРАЗУЮЩИХ С ОСНОВАНИЯМИ ... РАВНЫЕ 
углы“, т. е. плоскости треугольников А/О, МОК образуют равные углы 
с плоскостями соответствующих оснований. 

„...РАВНО ОТНОШЕНИЮ СУММЫ ОСТАТКОВ (СОтрозНит ех гез! 1$) ГЕГ и ГС 
К СУММЕ ОСТАТКОВ 7$ и ОЮ“. Переводя на наш язык: 


ВТ — /7/: 50; 
С.— Ш СЕ 
—РТ—50 = РТ (см. введение, стр. 26). 
С.—Н!= (--НЕ ЮТЬ— $0 = Т5- ОР; 
ОГ-- НЕ СТ Н1 
ТО РТН 
„...РАЗНОСТЬ /С...к РАЗНОСТИ /Ю“, т. е. поскольку 
ББ - ДОР НГ 


ор $0 (см. выше). 
НЕ __ М 
ас № 


(ЕН-- 10) ФЕН Ш 
(75-- ОЮ)—15 — 509 


„...РАЗНОСТЬ [5...К РАЗНОСТИ ()7“ (см. введение, стр. 26), т. е. 


Ск— 1 Си Ре 
Ю7—ОЮ` 07 ‘А77 РО" 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЖХ. „.. .опр. [Х кн. Х| «НАЧАЛ» “ см. выше, стр. 350. 
Понимание этой трудной теоремы еще более затрудняется вследствие 


крайней неудовлетворительности чертежа Кавальери. Прилагаем более верный 
и понятный чертеж; буквы в скобках относятся ко второму телу, подоб- 
ному первому. 


(см. введение, стр. 26). ‹ 


1 Здесь любопытен метод нахождения точки пересечением шаровых поверх- 
ностей—метод, впервые введенный Архитом; допустимость его оспаривалась Пла- 
тоном, причем Кавальери (см. стр. 84) в принципе берет сторону Платона против 
Архита. 


„... ЕСЛИ ЭТИМИ ПЛОСКОСТЯМИ РАССЕКУТСЯ... ФИГУРЫ 0О$ и $}, то это 
ОЧЕВИДНО“. В самом деле, плоскость фигуры РСО$ пересекает плоскость фигуры 
Оо5 по регуле 0$, равно как и плоскость фигуры &8/р пересекает пло- 
скость фигуры /р5 по регуле /р. Но вновь проводимые плоскости параллельны 


плоскостям РСО$ и &8]р; значит, в силу предл. 16 кн. ХГ „Начал“ они 
пересекут те же плоскости 00$ и $/р по прямым, параллельным регулам. 

„...В5 и @р относятся ДРУГ К ДРУГУ, КАК... высоты“: в самом деле, 
ввиду подобия треугольников Во$ и Озр, 


В5$: Ор = 0%: 51, 


а 05:5р равно отношению высот, так как это сходственные ребра. 
„...Во и Ор в точках [и Х.. .РАССЕКАЮТСЯ СХОДСТВЕННЫМ ОБРАЗОМ 
С ОДНОЙ и ТОЙ ЖЕ Стороны“. Это утверждение обосновывается ссылкой на 
следствие из ХХУ!Г этой книги, но такого следствия нет в книге, и вообще 
это заключение не обосновано, хотя его обосновать и нелрудно: 
К! параллельна О5, откуда треугольник ОВ5$ подобен треугольник“ 
КВ!, иХ параллельна р, откуда треугольник /Ор подобен треугольнику иО.Х; 


значит, 
ВАО ВАНВЬ 


Чи: 9У—= @Х: Фр, 
но, согласно лемме УГ, 
ВК: ВО = Он: ОУ, 
откуда 
БГ: В5 = ОХ: Ор, 
что и требовалось доказать. ‘ 


23 Зак. 3899. Кавальери. 
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При доказательстве второй части теоремы следует все время иметь 
в виду (при ссылках на равенство углов) лемму |, на которую сам автор 
иногда забывает указать. 


ЗНАЧИТ, И РАЗВОСТИ, ДД ЗЁР и [_4ТА *%, РАВНЫ МЕЖДУ СОБОЙ“, Т. ©. 


ДЮРЫ- Г. КЁЗ = Д иУЯ-— Ди У4, 
или ` 


Д ЗЕР == Д. 44. 


Г, з ® 


Особенно трудно для понимания следующее место (стр. 88 1-го изд.): 
ОпоЧ е+ 4е сае{фе11$ еофет тодо офепаеци, дит зесНо Пеё ш Нрип$, АЕбо, 
Т!1рз. Оцой $1 Неииз АЕЗо, Т!рз, айае Нвитгае сопёпиатепг сИга сощаснип 
рапопии Базфиз оррозЙогит, сит 11$ ш 14еПФиз$ В0ото0]0р15, АЕ, Т|, соп- 
уешеше$, ашфи$ ез$5еп{ шсИпае“... Смысл этих фраз оставался для меня 
в течение долгого времени загадочным: пока я под „фигурами АЁЕ5о и Г/р5“ 
понимал четырехугольники, никакого связного и осмысленного содержания 
не получалось. Но вспомним, что слово Нзига у Кавальери может обозначать 
не только плоскую фигуру (Нёига р1апа), но и тело (Йига зоИЧа). Очевидно, 
АЕ5о и Т{р$ более краткое название тех же двух сравниваемых в теореме 
тел, которые Кавальери выше называет АЕР5ОСо и Т&р/8$ (в теореме ХХХ 
они названы еще короче: АС5 и Г&8р). Выражение 4е саёет$, „о прочих“, 
в применении ко всем плоскостям тела характерно для Кавальери (ср. выше, 
стр. 44). Кавальери, очевидно, разбирает два случая: первый, когда (точнее 
пока, дит) тела АЕ$о и Т/р$ остаются теми же, а только берутся другие 
из „всех плоскостей“; второй, когда прежний многогранник „продолжен“, 
т. е. увеличен, присоединением новых граней. Но остается непонятным, 
с чем эти новые грани „сходятся“ (пересекаются или касаются) по прямым 
АЕ, ТЁ с гранями старого тела или с касательными плоскостями АВСЕ и 
ТОЕТ, и с чем они образуют косой угол (ди из ез$е шсИпаае, „с каковыми 
они образуют косой угол“—в переводе опущено)? 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ. „СЛЕДСТВИЕМ... СОДЕРЖАЩИМСЯ в КНИГЕ Х! 
«НАЧАЛ», ОПРЕДЕЛЕНИЕ [Х“ и т. д. см. выше, стр. 3500. 

„К этим ПРЯМЫМ, КАСАЮЩИМСЯ С ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ СТОРОНЫ ФИГУР 
СЕ$ЗО и 8&р}“, — вспомним, что с точки зрения Кавальери сторона много- 
угольника касается этого многоугольника (выше, стр. 337—38, 343). 

„СО: 8 = ОР: } В“ —в силу следствия из леммы У]. 

ЛЕММА К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХИ. Произведение отрезков диаметра 
АЕБ и ЕС равно квадрату полухорды ВЕ или, выражаясь языком Кавальери, 
прямоугольник АЁЕС равновелик квадрату ВЕ. По недосмотру здесь опущена 
Кавальери ссылка на Евклида. Имеется в виду предл. 14 кн. ХГ где 
доказывается, что квадрат, построенный на полухорде, равновелик прямо- 
угольнику, построенному на отрезках диаметра. Для доказательства очевид- 
ного для нас положения, что если прямоугольник АЁБС равновелик квадрату 
ЕС, то АЕ=ЕС (или в наших обозначениях: если АЕ Х ЕС = ЕС?, то 


АЕ = ЕС), Кавальери приходится сослаться на „кн. М1 «Начал» “: параллело- 
$ 


1Зи 4—не коэфициенты, а обозначение точек, равносильное буквевному. 


грамы (т. е. площади’ параллелограмов), имеющие одну и ту же высоту 
(в данном случае ЕС), относятся друг к другу, как основания; следовательно, 
равенство площадей обусловливает и равенство оснований. Точно так же и 


положение: 


„Итак, 
ВЕ?: ЕС? = ММ?: МО?, 


следовательно, ВЕ ЕС — ММ ; МО“, 


для нас чрезвычайно простое и очевидное, доказывается ссылкой на то, 
что площади подобных многоугольников (или параллелограмов) относятся, 
как квадраты сторон. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ!. Приводимое здесь определение Коммандино 
содержится в его комментарии к „Началам“ Евклида, опр. 924 кн. Х! 
„Начал“ (см. ниже, библиография, стр. 413). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХИ. „... призмы [ЛСР и ХУ/“. Чтобы увидеть 
их на чертеже, надо провести прямые БЕ и /&; Кавальери опускает их, чтобы 
чертеж не вышел слишком сложным. 

РЕ и /& (не проведенные на чертеже) делятся сходственным образом 
в точках 4 и 0, так как высоты тел ЕС и &/ делятся сходственным образом 
плоскостями /Ги Юр (в точках Р ир). В самом деле, стороны углов РЕС и 
184 пересечены этими двумя параллельными плоскостями. Откуда согласно 
предл. 17 кн. ХПГ „Начал“ 

ЕС: ЕР = ОЕ: ЦЕ, 
&/: &р = /& : о&, 
значит, поскольку 

ЕС: ЕР = &: &р, 


И 


РЕ: АЕ = 1 &:0&. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХШ. Кавальери говорит не „тело вращения“ 
а „круглое тело“ ($0П4ит гоипаит), см. выше стр. 340. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ!1. „... ПЕРНЕНДИКУЛЯР К ОСНОВАНИЮ ФИГУРЫ“ — 
выражение уместное в сущностн только для конуса; в теле вращения надо 
провести перпендикуляр к линии пересечения круга РХАР с фигурой, 
проходящей через ось. | 

›-.. МС ПЕРПЕНДИКУЛЯРНА К ВЕ“. Углы между двумя парами пере- 
секающихся прямых, параллельных друг другу, на основании предл. 10 кн. Х! 
„Начал“, равны между собой; так как угол между 2Х и РЮ по условию 
прямой, то и угол между №С и ВЕ должен быть прямой. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУП. „... ТРЕУГОЛЬНИК АРО ПЕРПЕНДИКУЛЯРЕН 
К ОСНОВАНИЮ“, Т, е. плоскость треугольника перпендикулярна к плоскости 
основания. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУШ. Условие теоремы в нынешних обозначениях: 


(251 )* : (25.2 : (23)? : (25.)2:... =; а аа 
[Или, что то же, 
(2у,)° _ (27)? _ (253) _ (у 


оажи —- ===. 
КЕ | п ыы. ыы 
оо р] 


Хх, Хо Хх х. 
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или, обобщая, 
(29) == ем ь 


Доказательство в нынешних обозначениях: 


у: = СУ. УБ; у: = НМ. МВ; 


У = СУ. УЕ . 
и НМ . № ' 
так как 
УЕ = МЮ, 
то 
Зое 
зона НЙ 


Кавальери стремится привести это уравнение (уравнение параболы) 
2 р 
к античному виду, где фигурирует не ул и у», а (21)? и (2у-}?. Для этого 
он ссылается на то, что 
2. р. 
(291): (22) == у? : У, 
так как 
(2, )? = 4, ви’ (2. == А 
Эти очевидные для нас равенства мы выводим из правила 
(а6)? = а?6°. 


Правило это, однако, повидимому, неизвестно Кавальери, и он доказы- 
вает верность равенства (2у)? = 4у? так: 


(2у)2 = (у-Е у) == УЕ 2у уу = уу Ру = 4"! 


Доказательство этого положения содержится у Аполлония Ё 11. 
Общий ход доказательства у Аполлония тот же, что и у Кавальери, но 
формулировка Аполлония ближе к современной: он стремится, выражаясь 
нашим языком, найти (геометрическим путем) постоянный коэфициент, так 
называемый параметр с, в выражении у?==сх. Определенный для каждой 
кривой отрезок, соответствующий этой постоянной величине, он называет 
„отрезком, по которому определяется квадрат ординаты“ или „прямой 
стороной“ параболы (см. выше, стр. 341). Кавальери же стремится только 
доказать, что квадраты ординат относятся, как абсциссы, не определяя 
постоянного отношения квадрата ординаты к абсциссе. В эгом отношении 
он более верен духу античности, чем сам Аполлоний; в то же время эта 
формулировка ближе к принципам его теории неделимых. ] 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ[Х. Требуется доказать, что 


356 ЕД?: МО? = (РУХ УВ): (7МХ МВ). 


Доказательство. Сложное отношение, составленное из отношений 
СУ к Н№и УЕк МЮ, есть произведение этих отношений: 
СУХ УЕ _ СУ УЕ _ УВ +, УР 
НМ МЮ НМ ^ № т ВМ 2М' 
НлИ 
СУХ УЕ |2 УВ Ух УВ 
Ен: Е 
ВМА — пуске — 2М Х МВ = РУ МВ 
или, приняв ДВ —= 23а, р 
Ул? : У? = (2а-- м) м; : (2а--х.)х.. 
[Это уравнение равносильно 
= с (2а- х)х, 


сх? -|- Засх — у? = 0, 


т. е. (деля обе части на с и дополняя до квадрата) 


ИЛИ 


(кг а)? у 
6 (а/с) 
(уравнение гилерболы с координатами центра —а и 0 ис полуосями а 


н ау с]]. | 
Доказательство этого положения содержится у Аполлония 1, 12. Анол- 
лоний приходит к данной выше формуле у?—=с(2а--х) х, где с — пара- 
метр (см. выше, комментарий к предл. ХХХУ!). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЕ. Здесь получаем (ср. предл. ХХХ Х); 


В.52 : М№ —(У$Ж 5 В): (УМХ МВ). 
Принимая большую ось за 2а: 


У: —_ (24а— хх! 


[или 
у =с(2а—х)х; 


(уравнение эллипса с координатами центра а и о-и полуосями а и а/с). 
И здесь Аполлоний (1, 13) приходит к виду у? =с(а—х)х, где 
с — параметр. См. комментарий к предл. ХХХУШ. Заметим, что ввиду отсут- 
ствия в рассуждениях Кавальери параметра, его чертеж во всех трех случаях 
{парабола, гипербола, эллипс) значительно проще, чем чертеж Аполлония. 
ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХЕ — ХШУ: „...уАрхимееда... стр. 13% (опечатка — 
вместо: предл. 13); имеется в виду предл. 12, стр. 344 по изданию Гейберга; 
точно так же предл. 14 есть предл. 13 стр. 349 по изданию Гейберга; предл. 
15 есть предл. 14 стр. 353 по изданию Гейберга. Все эти простые доказатель- 
ства будут полностью приведены во вводной статье ко П тому; здесь напомним 
только, что Архимед вместо „параболический коноид“ (== параболоид вра- 
‚щения) говорит „прямоугольный коноид“, вместо „гиперболический коноид“ 
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(— одна лопасть двуполостного гиперболоида вращения) говорит „тупо- 
угольный конойд“ (см. выше, стр. 341). Доказательства всех этих теорем 
основаны у Архимеда на следующей теореме (Аполлоний, „Конические 
сечения“ Ш, 17): „Если в коническом сечении проведены две пересекаю- 
щиеся хорды и параллельные им касательные до пересечения между собой, 
то произведения отрезков каждой из хорд пропорциональны  квадратам 
отрезков касательных“. Разумеется, Архимед при этом ссылался не на Апол- 
лония, а на „конические начала“ его предшественника Аристея, исправлен- 


ные и дополненные Евклидом (см. в том же произведении Архимеда, 
предл. 3, стр. 302—303 в издании Гейберга с примечаниями Гейберга). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ. На чертеже не проведена прямая ВС, парал- 
лельно которой проведена ЕР. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХГУ. „... в следствии Й из ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХУ книги 
Алхимедл“: ему соответствует последний абзац предложения 14 в издании 
Гейберга (стр. 354—356, перевод стр. 355—357). Эти очевидные следствия 
будут также приведены в вводной статье ко | тому. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЕЛХИ. „... ВТОРЫЕ ДИАМЕТРЫ У НИХ ОБЩИЕ, ТАК КАК ОНИ 
ОБА ПЕРПЕНДИКУЛЯРНЫ К ВО“ — очевидно, потому, что в эллиптическом сечении 
коноида или сфероида, периендикулярном к плоскости осевого сечения, но 

$ ` наклонном к оси, линия пересечения с осевым 
сечением является не только диаметром, но и 
осью, почему и перпендикулярна ко второму диа- 
метру. Но доказательства этого положения Ка- 
вальери не дает, хотя его и легко вывести из пред- 
ложения ХХХУИ. В самом деле, проведем в указан- 
ном эллиптическом сечении ВКО некоторый диз- 
метр КГ, перпендикулярный к ВО, и через КЕ 
проведем плоскость, перпендикулярную к оси 
тела. В силу предложения ХХХГУ образующаяся 
О в сечении фигура есть круг. Эллиптическое сече- 
ние ВКР обладает тем свойством, что КЁ, линия 
пересечения его плоскости с одной из плоскостей, перпендикулярных к оси, 
перпендикулярна к ВО; но ВО есть линия пересечения перпендикулярных 
плоскостей ВКО и В5О, а следовательно, КЁ есть перпендикуляр к пло- 
скости В$), откуда КГ. перпендикулярна ик ЕЁ. Итак, тело вращения рас- 
сечено плоскостью В5$), проходящей через ось, и затем другой ВКО так, 
что линия пересечения КЁ этой плоскости с ЕКР, одной из плоскостей, 
перпендикулярных к оси, перпендикулярна к ЕЁ, к линии пересечения этой 
последней с плоскостью В$)О, проходящей через ось. Следовательно, на осно- 
вании предложения ХХХУП, ВД есть не только диаметр, но и ось эллиптиче- 
ского сечения, а следовательно, перпендикулярная к ней КГ, есть второй диаметр. 

СХОЛИЯ. Однако же это смешение терминов „диаметр“ и „ось“ привел‹ 
к пропуску в доказательстве, отмеченному в комментарии к предл: ХЕУИ. 

„..: ПАРНЫХ СЕЧЕНИЙ“: см. выше, стр. 341. 

ЛЕММА К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХЕХМШ: Тот факт, что прямая МР про- 
ходит, будучи продолженной, через @, точку касания фигуры с парной 


№ 


касательной А4 (и соответственно прямая ТЮ через 8) случайный, но не- 
трудно видеть, что это допущение сделано Кавальери только для упрощения 
чертежа и что и в других случаях локазательство сохраняет свою силу. 
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Так же, как в тексте Кавальери, доказываем, что 
РМ : ЮТ= [0 : нУ=[Н: Хи (1) 
м 
ОМ : Т8 =[0 : и’ = 0Ё : ри; (2) 


откуда, образуя разность между (2) и (1): 


АС’: РАО ва 
откуда, как в тексте, 
АВ : ЕС =АС: ЕК= ЕЁ: В& = ВС: КС. 
Далее, - 
АВ = © 2; Га —=8,9; КС = КЮ, 3; ВС=Р, 2; 
откуда 
ОП: 8 Ш= Е: В& =РИ: ЮШ, 


К, 3:Р,2 = Е: В& =8,3: 0,2, 


а следовательно, Е{ и В & — инциденты. 

Необходимо обратить внимание на то, что достаточно установить лишь 
для одной пары сходственных линий, что они делятся сходственным образом 
в точках Зи 2 (или соответственно в точках Ш и П), чтобы уже на осно- 
ванни предл. ХХПУ утверждать, что ЕЁи В& — инциденты подобных фигур. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХГУ. Условие теоремы формулировано неточно: фи- 
гурами-инцидентами будут либо предложенные первоначально фигуры, либо (если 
первоначально предложенные фигуры не являются максимальными сечениями 
тела) другие фигуры, находящиеся в тех же плоскостях, а именно те, кото- 
рые вмещают линейные инциденты построенных подобных фигур; таков 
результат доказательства. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ Г1.. „ИХ ОСНОВАНИЯМИ, ОЧЕВИДНО, БУДУТ ЛИБО КРУГИ, ЛИБО 
ПОДОБНЫЕ эллипсы“ в силу предложений ХГ — ХУ, 

„-.. БУДУТ ОСЯМИ ОСНОВАНИЙ Этих ТЕЛ“, см. комментарий к предл. ХГУП. 

„ПУСТЬ ОСЯМИ УКАЗАННЫХ ТЕЛ“ — выражение „оси тел“ непонятно: 
если имеются в виду оси вращения, то они никак не могут быть диаметрами, 
к которым проведены (сопряжены) ординаты ЕН и ВС. 1 
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„... ТЕМ ЖЕ СПОСОБОМ, КАК МЫ ЭТО ДОКАЗАЛИ ДЛЯ КРУГА“, — ВС@ ДОКа- 
зательство для круга (лемма к ХХХ!) можно здесь повторить почти буквально 
со следующим видоизменением (см. чертеж к указаной лемме): 

м". р — 5 вх й а & р 

(АЕЖЕС) : ЕС*=АЕ: ЕС = ОМ : МО =(ОМХ МО) : МЦЪ, 


мов вручит ин 


нить пансион инь еажиениаинт 


регии\апдо, 
АЕХ 5 `В 
омх мо МО?’ 
но согласно предл. ХС: 
АЕХ ЕС ВЕ? 


эм х мо Мм?’ 


откуда 
ВЕ® `В 
ММ? МО?’ 
регтиап4о, 
ВЕ? _ ММ? 
ЕС? МО? 


и далее, как в лемме к ХХХ. 


КНИГА ВТОРАЯ 


ПРЕДЕЛЕНИЕ |1. „... нл НЕОГРАНИЧЕННОЕ РАССТОЯНИЕ“ (]п4еНп{е) — мы: 
сказали бы: „на бесконечное расстояние“, но Кавальери ввиду ряда 
трудностей, связанных с понятием „бесконечный“, выдвинутых между 
прочим и его учителем Галилеем, никогда не употребляет слова шй- 


п{и$, бесконечный, а заменяет его всюду словом шаейпИи$, неограниченный, 


в чем его упрекал уже Гульдин. См. введение, стр. 47. 

„.-. ВСЕ ЛИНИИ“; несомненно, несколько непоследовательно говорить. 
О „всех плоскостях“ (опр. П) тела (а не о „всех поверхностях“) и в то же 
время пользоваться термином „все линии“ (а не „все прямые“). Однако, 
как я уже указывал выше (стр. 338), Кавальери нередко пользуется 
термином „линия“ в смысле „прямая“. Сам он („Опыт \“, стр. 442) заме- 


чает по этому поводу следующее: «Может быть, мне будет поставлено. 


на вид то, что я во всей моей „Геометрии неделимых“ употребляю термин 
„все линии“ для фигур, хотя правильнее было бы, повидимому, соответ- 
ственно термину „все плоскости“ для тел, пользоваться термином „все 
прямые“. Да будет же читателю ведомо, что это простой недосмотр: формули- 
руя определения, я проводил различение между „линиями прямого прохо- 
ждения“ и „линиями наклонного прохождения“, причем во избежание алли- 
терации не применил названия „прямые прямого прохождения“ (тесё 
тесН {тапзНи$). Этот термин я и удержал впоследствии, всегда подразумевая 
при этом прямые линии». 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ 1. „--. ОТДЕЛЬНЫЕ плоскости“: имеются в виду части 
плоскостей, ограниченные замкнутой линией, линией пересечения каждой 
такой плоскости с поверхностью тела. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ Ш. „... изнутри“: с тех сторон, которыми они обра- 
щены друг к другу (имеются в виду лишь отрезки прямых, заключенные 
между плоскостями). 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ОПРЕДЕЛЕНИЯ 11. См. введение, стр. 49 (добавления, 
сделанные Кавальери в 1647 Г.). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ [У. „... все АБСЦИССЫ“ представляют собой, как мы 
указали во введении (стр. 78), попытку алгебраизировать интегральные 


36} 


выкладки. „Все абсциссы“, из которых первая содержит 1 точку, вторая — 2, 
третья —3..., последняя — а, можно изобразить в виде 


а 
Это то же, что и Г хах, с той оговоркой, что точка, как и вся- 


хое неделимое Кавальери, имеет нулевую, а не минимальную. толщину Ах 

Однако определение „всех абсцисс“, даваемое здесь, чрезвычайно 
туманно, и неудивительно, что очо породило ряд недоумений и вызвало 
возражения. В самом деле, если длины „всех абсцисс“ составляют, напри- 
мер, арифметическую прогрессию (как и представляет себе Кавальери), то 


} Хх? 
величина их (т. е. сумма их) будет одна (5) ; если эти длины соста- 


вляют геометрическую прогрессию со знаменателем 2, то сумма будет другая: 
(2х), ит. д. Кавальери, несомненно, имеет в виду, что „все плоскости“, а следо- 
вательно, и все точки, находятся на равных расстояниях друг от друга, но 
это нигде прямо не сказано. Еще проще было бы определить „все абсциссы“ 
так, как это фактически сделано в следствии Н из предложения ХХ этой 
книги: „все абсциссы“ есть совокупность абсцисс, соответствующих всем ли- 
ниям равнобедренного треугольника, взятым, как по регуле, по боковой сто- 
роне, равной данной (такое объяснение дает сам Кавальери в „Опыте Ш“, 
стр. 240). См. комментарий к следствию Н из предложения ХХ, стр. 3709 и след. 
ОПРЕДЕЛЕНИЕ У. „... остатки всех абсцисс“, т. е. 


Уи 


а 
‘или (с той же оговоркой, что и выше) Г(@—хах. 
0 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ \1. „... максимы всех аБсцисс“: по определению мы 
должны взять „все абсциссы“ и заменить каждую абсциссу максимой, т. е. 
каждое х заменить а. Соответствующий символ 

[21 
\' 
ды.“ 
0 
был бы непонятен ввиду отсутствия переменной; не вполне адэкватное, как 
.. > , 


мы видели, обозначение 
[22 


[ вах 


6 
а 

сразу открывает смысл символа У а (сумма всех значений постоянной а, 
0 ® 


соответствующих каждому из значений х от 0 до а). Кавальери четко фор- 
мулирует это, гредсгавляя каждое а как замену одного из значений х. 

СЛЕДСТВИЯ ИМЗ ОПРЕДЕЛЕНИЙ У И \!. Переводя на наш язык: 
интегрирование х, а —х и а производится между теми же пределами 0 иа 
(число слагаемых одно и то же). 


О критике учения о „всех абсциссах“ и отказе Кавальери от него 
см. ниже, комментарий к предложению ХХ этой книги, следствие Ц 
{стр. 375—378). 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УП. „... ПРИСОЕДИНЕНА ДРУГАЯ ПРЯМАЯ“ (а@1ипсёа аНа 
геса): эта „присоединенная прямая“ заимствована у Евклида (например, Х|, 6), 
где выражению а шипа аПа Чиаедат тефа в точности соответствует: 
прозе] 6= чм гея. Точно так же выраженне: тесба а@шис 4аН „прямая 
с присоединением такой-то“ есть перевод греческого е5фемх с5у тЙ крозизилеут. 
Но Евклид упоминает еще об одном обязательном свойстве „присоединен- 
ной прямой“, о котором забыл упомянуть Кавальери, хотя оно подразуме- 
вается и у него: „присоединенная“ прямая. откладывается на продолжении 
основной (==’ г03еас). | 

Символически „все абсциссы с присоединением прямой 6“ получат 
обозначение 


а а 
Уфо или (см. выше) Де-оах; 
0 0 

„все остатки с присоединением прямой ф": 


Уе-еты наи а —х--б ам 


0 0 


„все максимы с присоединением прямой р“: 
У (@а-2) или Г а-- вах. 
0 0 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ УШ, А. Обозначим высоту данной фигуры через а, 
высоту, на которой находится каждая из „всех линий“, через х, а длину 
каждой из „всех линий“ через у==/(х). Площадь каждой из фигур, по- 
строенной на каждом из у, как на стороне, выразится, как Е(у), или, как 
Е [7 &)]. „Все подобные фигуры“ тогда можно символически изобразить 
в виде 


у Е [Л(х)] или (с упомянутыми оговорками) [Е [7 (х)] ах. 
0 0 


& 
В дальнейшем я буду пользоваться все время символом Г, но  чита- 
(7 


тель должен помнить, что это обозначение не адэкватно и является лишь 
[2 


удобной заменой символа >. Частному случаю „всех квадратов“ будет 


соответствовать символ 
З 


[ уз ах. 
о 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ У, В. При беглом чтении Кавальери нетрудно спутать 
термины $0Н4ит зйпЙе — „подобное тело“ и $014ат зипИаге — „тело оди- 
накозого’ строения“, тогда как это совершенно разнородные понятия: пер- 
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вый термин предполагает сравнение тел. одинаковой формы друг с другом; 
второй — имеет в виду лишь внутреннее свойство одного только тела, именно. 
подобие друг с другом его „всех плоскостей“. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ У, С. Термин „5оЙда пЁег $е зеи а шу!сет зипЙапа“ 
„тела одинакового строения между собой или друг с другом“ есть сокра- 
щение неблагозвучного термина: $0ЙЧа зипПапа, и\ег $е зипШа „тела оди- 
накового строения, подобные между собой“; этот термин предполагает 
и подобие тел между собой и подобие „всех плоскостей“ внутри каждого тела. 

ОПРЕДЕЛЕНИЕ УШ, О. Объяснение Кавальери дает ниже, в прило- 
жении. Если каждая из „всех линий“ в первой фигуре Х(х), а во второй 


Р(х), то площадь каждого прямоугольника равна Х(х) - Е (х), а „все прямо- 
угольники“ равны 


ИО -Есах. 


ОПРЕДЕЛЕНИЕ \И, Е. Так как каждая из „всех линий“ параллело- 


грама равна. его основанию Р(х)==02, то для „всех прямоугольников“ со- 
ответственно получим 


у 7) Е(%) ах = / ь1(х) ах. 


ПРИЛОЖЕНИЕ К ОПРЕДЕЛЕНИЮ УШ. „... находясь нА одной прРя- 
МОЙ И ЯВЛЯЯСЬ ПРОДОЛЖЕНИЕМ ОДНА ДРУГОЙ“ (51 ш Апесйип егип@), есть, как 
я уже говорил, перевод греческого выражения =’ год=ас. 

Чтб Кавальери хочет сказать выражением „ОТСЕКАЮТ ОТ ОБЩЕЙ ВЫСОТЫ 
В -К- ——_ С ОДНОЙ И ТОЙ ЖЕ СТОРОНЫ РАВНЫЕ ЧАСТИ“ (абзс1таеге 
и ех еадет раце а соттит аННидте ра{ез$ аедиа1е$), 


ним прилагаемым; общая высота КЗ СР и ОЕ 
—`” являются продолжением одна другой и отсекают от 
общей высоты АЁ одинаковые части с каждой стороны: с одной ДОКА, 
с другой ОГ. 

„... КАЖДАЯ ИЗ ЭТИХ ПРЯМЫХ БУДЕТ ИМЕТЬ ТАКОЕ ПРОДОЛЖЕНИЕ, ИСКЛЮЧАЯ 
ЛИШЬ В НЕКОТОРЫХ СЛУЧАЯХ ТУ, КОТОРАЯ КАСАЕТСЯ ФИГУРЫ“. Это просто 
неверно. Как видно из чертежа на стр. 365, не только линии АЁ в фи- 
гуре НРЕ5$ соответствует точка М в фигуре НМЕМ$, но и каждой из 
„всех линий“, проведенных между РО и ЕЁ в фигуре НРЕ$, соответ- 
ствует точка в фигуре НМЕМ$. 

Эти предельные случаи, когда линия или плоскость перестают суще- 
ствовать, превра щаясь в точку (или линию), сопряжены с рядом труд- 
ностей, на которые Галилей обратил внимание Кавальери; см. письмо Гали- 
лея и ответ Кавальери выше, введение, стр. 35—36, 47—48. 

ПОСТУЛАТ 1. Когда Кавальери впоследствии ввиду нападений на его 
теорию исправил ее, введя в нее учение о „более редких и более частых 
тканях“, он не заметил, что впал в противоречие с этим - постулатом, 


ГУ За 
Аа К ЗАРЯ р СТанет ясно, если мы его неудачный чертеж заме- 


непосредственным следствием из которого является одинаковое расстояние 
между неделимыми во всех фигурах и телах. См. введение, стр. 49 и сл. 

Определения и постулаты книги И содержат основные пред- 
посылки „Геометрии“ Кавальери. Естественно, что они вызвали в свое 
время наибольшее количество возражений, ответом 
на которые явилась УП книга „Геометрии“; ряд 
дополнительных замечаний содержится в письмах 
Кавальери к Галилею и в „Геометрических опытах“, 
изданных Кавальери в 1647 г. См. введение и ком- 
ментарии к 1\ и У предложениям книги И. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. „... величины одноводныЕ“: в данном случае 
Кавальери говорит: И\ег $е гаНопет паБеп{е$, ‚имеющие отношение между 
собой“, но он употребляет это выражение как синоним, наряду с е1и5 дет 
&епе!5 „однородные“ (например, |, опр. ХИ, письмо от 2 октября 1634 г. 
№ 2992, кн. И, предл. ХХУ) и сотшрагаБбИез „сравнимые“ (И, 1У). Понятие 
однородных величин, или „имеющих отношение между собой“ (веуЕЗи Х0тоу 
2у0%т=5), введено евдоксовой школой; они определялись как ›„вели- 
чины, из которых одна, будучи взята слагаемым достаточно большое число 
раз, может стать больше другой“ (Евклид У, 4); „так, линия и поверхность 
величины, не имеющие между собой отношения“, так как „сколько бы 
раз мы ни складывали линию с собой самой, она ие станет равна по вели. 
чине поверхности и уж во всяком случае не превзойдет ее“, как говорит 
античный комментатор к этому месту Евклида. Характерно, что учение 
О „величинах, имеющих отношение между собой“, было выдвинуто школой 
Евдокса как орудие борьбы с математическим атомизмом 1, тогда как 
Кавальери считает необходимым обосновать свой математический атомизм 
именно на этом учении. 


„... ЦЕЛОЕ БОЛЬШЕ СВОЕЙ ЧАСТИ“ — это положение предпослано „Нача- 
лам“ Евклида (кн. Г, 8 хмм &ио) как „общеобязательный закон логики“ 
(хогут &ууов). 

„-.- ЛИБО ВО ВСЯКОМ СЛУЧАЕ НИКАКАЯ ИХ ЧАСТЬ НЕ ЛЕЖИТ ВНЕ ИХ“—имеется 
в виду ‘предельный случай, когда вся „плоскость“ лежит на поверхности 
тела (например, в случае многогранника): такая „плоскость“ (т. е. часть 


плоскости, фигура) не лежит внутри тела, но тем не менее, никакая часть. 


ее не лежит вне тела. | 

СХОЛИЯ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ 1. Разбор ее во введении, стр. 45 и сл., 
ср. комментарии к предложениям ИП, ПУ и\У. 

„.-.. ЧИСЛО ИХ... , КОТОРОГО МЫ НЕ ЗНАЕМ“; обратим снова внимание 
на то, как тщательно избегает Кавальери слова „бесконечный“ (1шНпИиз); он 
говорит либо:  ш@аеНпИи$, „неограниченный“, либо: диет  1опогашиц$: 
„Неизвестный“. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ И. „... РАВНОВЕЛИКИЕ“, в ПОДЛИННИКе аеанаНит „рав- 
ныЕ“; как я уже указал, у древних и Кавальери „равный“ в применении к фигурам 
мл: В. 


\ См. мою книгу „Теория бесконечно -малых у древннх атомистов“, 
М.-Л. 1935 стр. 71 и след. 
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и телам означает „равновеликий“; для конгруэнтного же равенства они 
употребляют выражение: „равный и подобный“. 

СЛЕДСТВИЕ. Это следствие кажется Кавальери особенно знамена- 
тельным: евклидов и архимедов методы не дают возможности найти общую 
меру для прямоугольной фигуры и круга (квадратуру круга}; метод 
Кавальери устанавливает, что совокупность прямоугольников цилиндра равна 
совокупности кругов („Опыт Ш“). Кавальери не понимал, что доказанная 
им теорема отнюдь не приближает нас к решению задачи квадратуры круга. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ Ш. „... Фигуры (или тЕлА) относятся друг к другу“ — 
мы бы сказали — „площади фигур“ (или „объемы тел“). 

„ЕСЛИ НЕПРЕРЫВНОЕ СОСТОИТ“, см. введение, стр. 46. 

„Опр. У кн. У «НалчаАл»“ формулировано так: „Величины назы- 
ваются имеющими одно и то же отношение — первое со вторым и третье 
с четвертым —в том случае, если при умножении на какое угодно 
одно и то же число первого и третьего и при умножении на какое угодно 
одно и ТО же число второго и четвертого, либо оба предыдущие’ становятся 
одновременно больше соответственных последующих, либо оба предыдущие 
становятся одновременно равными соответственным последующим, либо ста- 
новятся одновременно меньше“, т. е. если при любых М и № 


при Ма > №6, Мс > №54, 
я № а -= №6, Мс = №. а, 
; „ Мах М6, Ме Ма, 


то мы вправе написать равенство 


Это определение, представляющее замечательное предвосхище! ие 
соответствующих формулировок в математике ХХ в., вытекло из потр. б- 
ности распространить правила действий над рациональными числами на 
числа иррациональные, и Кавальери кладет это определение в основу своего 
доказательства несмотря на его математический атомизм, делающий такие 
обходные приемы излишними. См. комментарий к предложению У. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1У. Распространение законов пропорций на про- 
порции © бесконечным числом отношений, как и предвидел Кавальери, 
вызвало возражения современников. См. введение, стр. 93. 

К предложениям !-—М\У Кавальери делает в „Опыте 1“ (стр. 29—50, 
$ ХУШ-—Х!ГХ) следующее дополнение: „Относительно предложения [ и схолии 
к нему подробнее сказано в «Опыте Ш» [выше, введение, стр. 54 и сл. С. ./.]. 
Предложения же Ни Ш обнаруживают верность общего правила $ УП, т. е. 
правила для первого метода*, взятого в наиболее общем виде. Предложение 1У 
ягляется как бы некоей связью между одним и другим методом неделимых: в ней 
налицо сравнение всех неделимых фигур САМ и СМЕЁ, взятых как все вместе, 
так и по отдельности. В самом деле, на основании того факта, что между 


Ц 


1 О первом и втором методах см. введение, стр. 41—43. Вторым методом 
изложена УЛ книга „Геометрии“. 


каждым кеделимым фигуры САМ и каждым неделимым фигуры СМЕ, 
представляющим его’ прололжение, существует одно и то же отношение 
(исследование которого есть дель второго метода), делается заключение, 
что все неделимые относятся ко всем неделимым, как одна ж одной, что 
‘иринадлежит первому методу; а отсюда уже получается, что сами фигуры 
относятся лруг к другу, как каждое неделимое к каждому. Но то же самое 
доказывает предложение Г ки. ` УП, где те же неделимые сравниваются по 
стдельности, а не все вместе. В этом предложенин первый метод несколько 
суживает свои границы, именно, до границ второго метода: в самом деле, 
первый метод провозглашает в предложении Ш, что фигуры имеют то же 
отношение, чтс и совокупности всех их неделимых, каковы бы ни были сами 
фигуры; второй же метод ограничивается теми фигурами, которые имеют 
одну и ту же высоту и лежат между теми же параллельными линиями. 
Итак, первый метод шире,— именно он простирается на все фигуры, какой 
бы они ни были высоты, но он ‘неразрывно связан с понятием о всех 
неделимых, взятых вместе; второй метод уже, так как он требует, чтобы фигуры 
имели одну и ту же высоту; зато он не связан с указанкым выше понятием, 
ъак как сравнивает неделимые только по отдельности. Что же касается 
того, что бесконечное число членов данной пропорции не препятствует 
тому, чтобы для этого случая оставалось верным правило: каждый предыдущий 
относится к каждому последующему, как все предыдущие ко всем после- 
дующим, на что я обращаю внимание в предложении ТУ, то верность этого 
замечательнейшим образом подтверждает Торичелли в его «Задаче изме- 
рения параболы», предложении ХУ от леммы ХУ до ХХУИ“. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ \. ‚„... АМ: МС= СМ: МН“. К этому Кавальери 
(„Опыт Г“, стр. 32, $ ХХП) делает следующее примечание: 

„Чтобы притти к выводу, что параллелограм СВ относится к ВН, 
как СМ к МАЯ, достаточно доказать, что СМ : МН =_)Е : ЕГ и что, так же 
относится какая угодно прямая, параллельная СН, в параллелограме СВ 
к соответствующей ей линии в параллелограме ВН, параллельной той 
же ОН, как нас учит предложение Г кн. УП, причем нам нет нужды делать 
вывод: «Итак, и в совокупности все линии СВ относятся ко всем линиям ВН, 
т. е. параллелограм СВ к параллелограму ВН, как СОМ к МН». Читатель 
может воочию убедиться, чем отличаются друг от друга первый и второй 
методы и как легко при помощи этого второго метода можно избежать. 
сравнения совокупностей бесконечного числа неделимых, если они своей 
бесконечностью причиняют читателю беспокойство“. 

У Евклида (УТ, 1) первая часть этого предложения доказывается тем же 
путем, как Кавальери доказывает предложение У, причем Евклид предварительно. 
(чертеж тот же, что и у Кавальери) оба параллелограма разбивает диагона- 
лями, идущими из общей вершины (В у Кавальери, Ау Евклида), каждый 
на два равных треугольника и доказывает теорему для треугольнихов: строит 
ряд треугольников, равновеликих первому и второму, и устанавливает такую 
зависимость между площадями и основаниями (скажем, между $}, 5, а, и а.), что 
нри Л $, > № $5 получается и №, а, > №, ао, при № $, = № $0 и М, а, = 
— № а» при № $, < М. 55 и М а, < М, аъ, чтд, ‘согласно приведенному 
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выше (стр. 366) опр. 5 кн..У „Начал“, доказывает пропорциональность вели- 
чин. Кавальери, повидимому, чувствовал, что этот громоздкий метод стоит в 
таком же противоречии с его „благородным“ 
Е ЗВ методом неделимых, как  „кляузнический“ 
метод исчерпания Архимеда, который он всегда 
стремится заменить наглядным и непосредственно 
убедительным доказательством  (Ч4етопз#ано 
озепзуа); однако в данном случае (как и в дру- 
- гом, более важном, см. предл. ХХИ) он 
не решился вовсе отказаться от этого приема, а только перенес его в ввод- 
ную теорему, чтобы не повторять его в процессе работы. 
„ ПУСТЬ... ПАРАЛЛЕЛОГРАМЫ... ИМЕЮТ... ОСНОВАНИЕ МР“. Данный в тексте 
(правый) чертеж относится только ко второму случаю второй части теоремы 
(параллелограмы равноугольны); отсутствую- 
. $ щий чертеж к первому случаю даю здесь. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ \1. „... сложное отно- 
шение“ (тано сотрозЙа, ^0105 со хешеуос у Ев- 
клида), см. опр. ХИ кн. Ги выше, введение, 
стр. 26. Вторая часть этого предложения содер- 
жится у Евклида, УГ, 23, причем по существу 
доказательство Кавальери есть простое повто- 
рение доказательства Евклида. Способ введе- 
ния вспомогательного среднего члена (зитрю тефюо 4е 1011$ „взяв средний 
< „потолка“, см. введение, стр. 27) впервые получил специальное назва- 
ние у Кавальери, но применяется он уже в указанной теореме Евклида. 
Этот вспомогательный член, „взятый с потолка“, Евклид называет „некоторая 
иная величина“ (&^Ао чи УТ, 14), а вместо „взять“, „ввести“ (зитеге) употребляет 
графически осмысленное выражение „дополнить“ (зоижея/А трезво). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ УП. Эта теорема содержится у Евклида, УТ, 14. 
Евклид обходится без того виртуозного жонглирования пропорциями, которое 
характерно для Кавальери; несмотря на это, решение Евклида несколько 
проще (разница в том, что Кавальери имеет возможность сослаться на 
предложение \1, тогда как у Евклида оно помещено после доказываемого пред- 
ложения; та теорема, которая у Кавальери является прямой, у Евклида — 
обратная). Целью Кавальери вовсе не является замена доказательств Евклида 
более простыми: он хочет дать законченное учение о площадях и объемах, 
основанное на неделимых, а в такого рода законченной системе не могут отсут- 
ствовать теоремы о площадях параллелограмов и треугольников, хотя бы они 
уже содержались у Евклида. | 
„... ОБРАТНО ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫ“, точнее: „обратствуют“ (гесргосапит, 
греческое ауитетоуд азии; см. введение, стр. 96). 
Обращаю внимание на эту теорему, особенно важную в системе гео- 
метрической алгебры Кавальери. Пусть мы имеем пропорцию 


НИЕ ЕТО К 


№ зь ор сд Фо в = = >: 


Ца = 


ми Вии Х 


Величины а и 6, 4 и с обратно пропорциональны; значит, прямоугольник, 
построенный на а и 4, равновелик прямоугольнику, построенному на ф и с, 
т. е. в пропорции произведение крайних членов равно произведению 
средних. Эта теорема иначе доказана у Евклида УГ, 16. Оба доказательства 
годятся только для пропорций с членами в первой степени (так как речь 
идет о линейных отрезках); но в части У следствия ПУ из теоремы ХХМУ 
этой книги Кавальери доказывает, что это правило распространяется и на 
пропорции, в которых одна из пар соответственных членов — второй степени, 
причем заменяет параллелограмы цилиндриками. 

„ОТНОШЕНИЕ ПАРАЛЛЕЛОГРАМА НХ К ПАРАЛЛЕЛОГРАМУ АП“, т.е. отноше- 
ние площадей параллелограмов, как выше. 

Обратим внимание на то, что Евклид’ говорит во всех трех теоремах 
(УЦ, 1, 14, 33) только о взаимоотношении между площадями и сторонами, 
вовсе не касаясь высот. Кавальери исследует и высоты. 

Отметим попутно особенность словоупотребления Кавальери. В тех 
случаях, когда мы говорим: величины первой группы (А и В) обратно про- 
порциональны величинам второй группы (а и), Кавальери выражается так: 
„величины первой группы (А и В) обратное пропорциональны величинам 
второй группы (6 и а)“, имея одновременно в виду пропорцию 


д: В —= ар 


(см. введение, стр. 26). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ УИ. „... двойное отношение“ (диАаоюу №0105): по опре- 
делению Евклида, то отношение, в котором находятся между собой первый 
и последний члены (@ и с) непрерывной пропорции а:6==0:с, называется 
двойным отношением первого члена ко второму, а:6 (\, опр. 9, см. вве- 
дение, стр. 24); как мы видели, двойное отношение равно квадрату отно- 
шения (если а: =т, то а:с =т?); поэтому в переводе на наш язык это 
предложение будет гласить: отношение площадей подобных параллелограмов 
равно квадрату отношения сходственных сторон. 

И эта теорема имеется у Евклида (У! 19—20), но в этом случае 
она у Евклида, будучи вполне аналогичной по способу доказательства Не. 
сколько сложнее, так как Евклид не имеет возможности сослаться на наше 
предложение \1, помещенное у него ниже (УТ 23). Евклид доказывает эту 
теорему (УТ, 19) сначала для треугольников, вводя средний вспомогательный 
член — треугольник, имеющий боковую сторону, как у одного из них, и осно- 
вание, равное третьей пропорциональной. Затем он (УТ, 20) распространяет свой 
вывод на подобные многоугольники с любым числом сторон, значит, и на 
парзллелограмы. Конечно, не случайно, что Евклид всегда отправляется от 
треугольников, Кавальери — от параллелограмов: `параллелограмы : наиболее 
удобны для оперирования со „всеми линиями“. 


ЗО и с ео ии ^^ о д т 


1 Оба дают ряд преобразований пропорций. и сводят задачу к нахождению 
третьей пропорциональной (см. введение, стр. 24). 


24 зак. 3300 Кавальери. 
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СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ УШ. В нашей символике: 


| тв 
‚Г вах: | таах = 1:т?, 
0 0 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ [Х. В переводе на нашу символику: 


в 


в 
|" а?ах: ы. 24х = а?:6>. 
© 0 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х. „Опр. У кн. У «НАчАл»“ (к которому сведено 
здесь доказательство) см. выше, стр. 366. 
В переводе на нашу символику: 


81 


во 
й а?ах: + а‘4х = йо, 
0 


о 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ Х1. В нашей символике: 


й1 2 йо 


/ а?4х : у 62ах = а?й, : 6?Ио. 


0 о 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХИ. СО:СО = (С0:Ю27)Х (Ю7:СО). Этот прием 
называется у Кавальери „введением произвольного («взятого с потолка») 
среднего члена“: ше о 4е {101$ зишрю. См. комментарий к предложению \1. 

“” ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЦ. „...тТРОЙНОЕ ОТНОШЕНИЕ“ (тритАаоу ^010с) есть по 


‚ определению Евклида то отношение, которое имеют между собой первый 
‹: и последний члены (а и 4) непрерывной пропорции а:6==6:с ==с:4 по сравнению 


с отношением первого члена ко второму, а:6(„Начала“, У, опр. 10, см. введение, 
стр. 24). Тройное отношение равно отношению кубов (если а: = т: п, то 
а:6 = тз: п3). В переводе на наш язык это предложение будет гласить: 
отношение всех квадратов подобных параллелограмов равно отношению ку- 
бов их сторон. 

По внешнему содержанию с этим предложением вполне совпадает 
предл. 33 кн. ХТ „Начал“: отношение подобных параллелепипедов равно 
тройному отношению их сходственных сторон. Способ доказательства также 
заимствован Кавальери у Евклида: введение среднего члена, имеющего по 
одному общему признаку с каждым из крайних; сведение задачи к нахо- 
ждению четвертого пропорционального. Но самое для нас существенное — 
интегрирование квадратов, — конечно, у Евклида отсутствует. 

„Опр. ХГкн. У «НАчАл»“: эта ссылка имеет в виду старое издание Ев- 
клида (издание Коммандино), где 9 названо нынешнее 11 определение, 
10 — нынешнее 9 и 11 — нынешнее 10. Таким образом „опр. ХМ“ соответ- 
ствует 10 изд. Гейберга. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУ. „... двойноЕ ОТНОШЕНИЕ“; См. КОМментарий к предл. 
\УШ и введение, стр. 24. 


„ СЛЕДСТВИЕ. П из: [Х кн. 1“ — ссылка непонятна: во-первых, в предло- 
жении [Х кн. Г не имеется следствия П; во-вторых, предложение [Х и следствие 
из него не имеют отношения к этой теореме. Очевидно, опечатка. 

О методе „... ПЕРЕНЕСЕНИЯ“ (фапз1аНо) см. в комментарии к предло- 
жению ХУП. 

„ОПР. Х кн. У «НАчдл»“ соответствует опр. 9 изд. Г ейберга. См. ком- 
ментарий к предложению ХШ. 

Эта теорема — одна из самых красивых и интересных в „Геометрии“ 
Кавальери; думаю, что всякий любитель математики оценит исключительную 
красоту и четкость этого доказательства. 

СЛЕДСТВИЕ П ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХУ. › -.. НЕПРЕРЫВНАЯ ПРОПОРЦИЯ“ 
(павпНи@ тез Чешсер$ ргорогНопа!е$), перевод греческого выражения (ше 
хол@ 16 соуедЕс дУдАотоу, например, „Начала“, Х], 33, (см. введение, стр. 24). 

Любопытно отметить, что это следствие дословно списано со след. 
ствия же к предл. 19 кн. УГ Евклида, но в то. время как у Кавальери это 
следствие действительно вывод из теоремы, у Евклида оно из предыдущей 
теоремы не вытекает (в теореме Евклида речь идет только о треугольниках). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУЦ. Здесь применен тот же замечательный метод 
перенесения, что и в предложении ХУ, и вообще эта теорема представляет собой 
точную стереометрическую параллель к предложению ХУ. Но она не может до- 
ставить такого удовольствия, как красивая теорема ХУ, ввиду ее необычайной 
растянутости; она занимает в подлиннике 10 страниц печатного текста, и сам 
Кавальери предупреждает читателя, который не пожелал бы ломать над ней 
голову, что ее, ввиду трудности, можно пропустить, приняв вывод на веру. 
Однако в сущности все элементы доказательства весьма просты; затрудняют 
только его растянутость и сложность, равно как и запутанность чертежа. 
Структура доказательств. обеих теорем (ХУ и ХУИ) такова: 

А. Для нахождения площади (или объема) замкнутой криволинейной 
фигуры или тела автор прежде всего стремится (как это делаем теперь и мы) 
заменить разбираемую им фигуру * другой или другими равновеликими, но 
примыкающими к координатным линиям (или к координатным плоскостям); 
иными словами, по преобразовании фигуры должен получиться ЧШтеиют 
(трехсторонник, см. ниже, стр. 395), т.е. прямоугольный треугольник, у ко- 
торого гипотенуза заменена кривой, начало системы лежит в вершине прямой 
угла, а оси служат катетами. ТИНпеит представляет частный случай криво- 
линейной трапеции (когда одна из параллельных сторон равна нулю). 

Другая цель Кавальери, — чтобы фигура была сплошной (без от- 
верстий и раковин внутри) и чтобы ее обвод не имел „выбоин“` или, как 
выражается Кавальери, чтобы ни одна из „всех прямых“ не находилась частью 
внутри фигуры, а частью вне, но чтобы все они были непрерывны и лежали 
целиком внутри фигуры. В переводе. на наш язык это значит, что коорди- 
наты точек кривой (или соответственно поверхности) на разбираемом участке 
не должны иметь максимумов и минимумов в нашем смысле, т. е. что ее 


1 В стереометрическом случае „фигуру“ надо заменить „телом“, „площадь“— 
„объемом“, „обвод“ — „поверхностью“; „координатную линию“ или „координатную 
ось“ — ‚координатной плоскостью“, „все линии“—, всеми фигурами“. 
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уравнение должно быть однозначно для х, у и 2, что каждому значению х 
должно на этом участке соответствовать только по одному значению у их, ка- 
ждому у — по одному значению х и 2, каждому 2 — по одному значению х и у. 

Первой цели’ мы достигаем теперь тем путем, что вычисляем отдельно 
площадь каждой части фигуры, лежащей в каждом координатном углу, или 
вычитаем из площади криволинейной трапеции, ограниченной выпуклой 
частью фигуры, площадь криволинейной трапеции, ограниченной вогнутой 
частью фигуры. 

Метод разбивания на части применяет и Кавальери. Он разбивает 
тело на ряд кусков плоскостями, параллельными одной из координатных 
плоскостей в точках максимумов и минимумов координат, сопряженных с этой 
плоскостью; благодаря этому внутри каждого куска все линии, проведенные 
параллельно оси, сопряженной с этой координатной плоскостью, будут непре- 
рывающимися (и\езтае). 

Но охотнее он применяет другой метод, метод перенесения (Мап1аНо). 
Каждая из всех линий переносится вдоль своего собственного продолжения, 
пока она не упрется одним концом в перпендикулярную ей координатную 
ось. Затем берутся „все линии“ в другом координатном направлении и де- 
лается такое же преобразование относительно второй оси; в стереометрическом 
случае в первой редакции теоремы (см. ниже, стр. 373 и сл.) он применяет три 
перенесения — относительно первой, второй и третьей координатных пло- 
скостей. Плошадь фигуры от такого преобразования не изменяется. Таким 
образом фигура ‘оказывается ограниченной координатными осями, а тело — коор- 
динатными плоскостями; отверстия и раковины исчезают после первого перене- 

сения в фигурах и после второго — в телах; отсутствие 
рр „выбоины“ достигается лишь последним из перенесений 

М (часть И предл. ХУ, части 1—И предл. ХУЦ). 

Б. Теперь конструируется ‘фигура СОР, имеющая 
высоту ОР, равную высоте &8, меньшей из сравнивае- 
мых фигур В&®, а основание ДР.— общее с большей из 
фигур МР, и доказывается, ‘что эта средняя‘ фигура 
относится к ‘большей, как высоты или как сходственные 
прямые (часть Ш предл. ХУ, часть [У предл. ХУЦП). 

Для этой цели сравнивают каждую из всех ли- 
я ний и затем применяют принцип „одна к одной отно- 
у сится, как все ко всем“. 

В. Для сравнения ‘средней’ фигуры с меньшей 
в средней конструируется любой 'параллелограм, 'на- 
пример ЗАЮНР (а в ‘стереометрическом случае — 


в. к & цилиндрика), упирающийся ‹ двумя " сторонами в оси 


координат, а' противолежащей’ этим ‘сторонам верши- 
ной (например 5) — в кривую средней’‘фигуры 1. Сторону этого’ ‘паралле- 


1 А в стереометрическом случае—тремя гранями в плоскости‘ координат, а про- 
тиволежащим этим граням криволинейным ребром — в. криволннейную ‘поверхность 
среднего тела. 


лограма (например. $Н) продолжают до пересечения с кривой большей фи- 
гуры (например в точке С); в меньшей фигуре. строится параллелограм (в сте- 
реометрическом ‚случае — цилиндрика) с такой же высотой, как построенный 
в среднем. теле (например У& = АР). Теперь доказывают, что неравные сто- 
роны, например 5А и УУ, построенных в средней и меньшей фигурах паралле- 
тограмов, т. е. каждая из „всех линий“ этих фигур, относятся, как основания; 
в самом деле, если из точки С провести одну из „всех линий“ большей 
фигуры — СМ, параллельную, а следовательно, и равную 5Ю, одной из всех 
линий средней фигуры, то эталиния окажется сходственной с соответствен- 
ной стороной, параллелограма УУ в меньшей фигуре; значит, С и ИУ, 
а следовательно, и 5Ю и ИТ относятся, как основания Ри В&. А так как 
высоты равны, то „как одна к одной, так все ко всем“, и получается, что 
средняя фигура относится к меньшей, как основания, т. е. как сходствен- 
ные прямые в фигурах; в телах же получается, что среднее тело относится 
к меньшему так же, как основания, т.е. как квадраты сходственных пря- 
мых (предл. ХУ, часть №; предл. ХУЦ, части У и \|. 

Г. Теперь, имея отношение большей и меньшей фигур к средней, не 
представляет уже труда, составив сложное. отношение, найти отношение между 
большей и меньшей ‘фигурами: (в стереометрии соответственно — телами). 

Однако в.этой безукоризненной логической схеме первоначально имелся 
досадный пробел. В большей части экземпляров первого издания „Геометрии“, 
в том. числе: и в экземпляре, принадлежащем библиотеке. Академии наук СССР, 
часть Ш теоремы ХУП читается в. следующей редакции (стр. 53): 

„Пусть теперь фигуры ГОС@, ТЕ@ рассекаются плоскостями, 
параллельными касательным. плоскостям, на‹фигуры РЕ, ЕМ, МОК, ГЕЕ, 
ЕН, КОН таким образом, что часть. любой прямой, параллельной Г.С, будет 
в каждой из этих фигур целой; что. возможно. Теперь рассечем прямую 38 
в. точках 4 и 10 таким же образом, как рассечена [С в-точках Би К, и. через 
эти точки проведем плоскости, параллельные парным. касательным и ‚рас- 
секающие фигуры 368-и 378 на фигуры 364, 610, 9108, 347, 4и, и 108. Ввиду 
подобия, например, фигур. [ОЕ и. 364 мы без труда докажем, что части прямых, 
параллельных 38, заключающиеся в 364, целые, и то же. самое мы докажем 
и для прочих попарно подобных фигур. Затем поместим_ отдельно два тела 
ГОЕР` и 3647, вместе с которыми отсекутся и [Е и 34,— пропорциональные 
части [О и„38. Результат может получиться! двоякий: в первом случае по 
проведении плоскостей, рассекающих тела и параллельных 347. и [.БЕ, обра- 
зованные: в телах: фигуры, как, например, ГПВ, ОУМ, получатся. такого. рода, 
что при проведении воних. частей-прямых, параллельных 34 и ДЕ, эти части 
окажутся. целыми: ина. основании. этого. будет (в. следующих. частях) дано 
доказательство, что отношение. этих, тел равно тройному. отношению прямых 
[Е и-84. Во втором. случае эти прямые.могут оказаться. не целыми, и тогда. ока- 
жетсянеобходимым произвеститретье перенесение, перенеся, все указанные части 
параллельных прямых: в-фигуры, прилежащие. к.прямым линиям, получающимся 
от пересечения уже‘указаных параллельных плоскостей`с основаниями 647, ОЕЕ, 
причем, перенесение‘ должно быть произведено по.регулам. [Е и 34. Тогда обра- 
зуются два тела того типа, который: предположен. в.первом.случае, равновеликие 
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прежним и имеющие с ними общие фигуры (т. е. общие плоскости 
граней, образующих наружную поверхность тел. С. Л.), сходящиеся в точках 
4 и Е. Тела эти будут также подобными между собой, так как [ОЕ и 3647 
между собой подобны, что нетрудно доказать. Возьмем теперь две какие 
угодно фигуры ОУМ и ПГВ, образованные в телах 3467 и ГОРЕ, парал- 
лельные 347 и ГЕЕ и рассекающие сходственным ` образом 64, ДЕ в точ- 
ках П иТ, и две другие Ю5Р и ВУО, параллельные 647 и ОЕЁЕ и рас- 
секающие сходственным образом 34 и ГЕ в точках $ и И; пусть они пере- 
секают ОУМ и ГПВ по прямым ВА и АЛ. Ю$ и ВУ окажутся также рас- 
сеченными сходственным образом в точках А и В. Следовательно, поскольку 
Ю5ЗР и СУВ подобны, получим, что 


ЛА: АВ = Ю5:ВУ=ГП: ОХ. 


Из наличия этих и прочих условий, необходимых для подобия 
фигур, которые легко вывести, мы придем к выводу, что ГИВ и ОУМ по- 
добны, а следовательно, подобны и те фигуры, в которые переносятся по 
указанным выше правилам все линии этих фигур. То же докажем и для 
всех прочих фигур, на основании чего без труда докажем, что в телах, воз- 
никших после этого третьего перенесения, по рассечении их плоскостями, 
параллельными 647 и ДЕР, образуются подобные фигуры, именно’ 
те, которые рассекают сходственным образом прямые 34 и ЛЕ или высоты 
и т. д.—таким же образом, как из подобия фигур Ю5Р и ВУС мы сделали 
вывод, что ГПЗ и ОУМ подобны. Доказав все это (во избежание длиннот 
мы предоставляем вывод доказательства верности этих положений трудолюбию 
читателя), мы приведем задачу к первому случаю. 

Тогда мы докажем, как это будет сделано в дальнейших частях тео- 
ремы, что отношение тел 3647 и ГОЕЁР, получившихся после перенесения, 
равно тройному отношению 34 и ГЕ, откуда мы сделаем вывод, что и отно- 
шение тел 3647 и ГОЕБЕ, существовавших до перенесения и равновеликих 
новым телам, также равно тройному отношению 34 и ГЕ. Таким образом 
второй случай сводится к первому, поэтому цостаточно будет дать доказа- 
тельство для первого случая“. 

Нетрудно видеть, что эта часть теоремы внутренне противоречива. 
Оба метода (перенесения и разбивания) скомбинированы здесь чрезвычайно 
неудачно; налицо ошибки и недосмотры. В самом деле, после второго пере- 
несения, имевшего место в части П, отверстия и раковины уже отсутствуют; 
чтобы устранить „выбоины“ (см. выше, стр. 371), надо либо прибегнуть 
к третьему перенесению, либо разбить тело на куски плоскостями, парал- 
лельными парным касательным плоскостям и проведенным через точки макси- 
мумов и минимумов поверхности (относительно плоскости фигур-инцидент); 
Каждый из этих приемов обеспечивает результат. Что же делает Кавальери? 
Он сначала проводит такие плоскости, но с целью устранить разрывы линий 
на плоскостях фигур ОС, ЕЕ, между тем как таких разрывов после вто- 
рого перенесения вообще быть не может. Несмотря на то, что, разбив тело 
этими плоскостями на отдельные тела, Кавальери уже достиг своей цели, он 


допускает уже несуществующую возможность, что прямые линии в теле, 
параллельные РЕ, не окажутся целыми, и в каждом из образовавшихся тел 
предлагает произвести перенесение ({апз$1а#о) по направлению третьей оси; 
однако такое перенесение делает излишним разбивание тела на куски. 
Кавальери заметил неубедительность своих выкладок только после 
того, как книга была уже напечатана. В письме к Галилею от 22 июля 1634 г. 
(Саше, Еалопе Мадопае, т. ХУ[, № 2968) он пишет: „Печатание первых 
пяти книг моей «Геометрии» уже окончено... В книге ЦП необходимо из- 
менить лист С доказательства предложения ХУП; поэтому не просматривайте 
его до тех пор, пока я не пришлю вам этот лист перепечатанным заново“. 
В этой второй редакции теоремы Кавальери вовсе не применяет треть- 
его перенесения, заменяя его делением на куски, причем справедливо заме- 
чает, что разрыва линий внутри каждого куска при таком делении получиться 
уже не может. и 
СЛЕДСТВИЕ П ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХУИЦ. Ср. „Начала“, кн. УШ, 12 
и введение, стр. 24. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУП. Стереометрический дубликат предложения ХУ. 
„Пусть АЮ — ТРЕТЬЯ, А 5 — ЧЕТВЕРТАЯ ПРОПОРЦИОНАЛЬНЫЕ“, Т. е. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ. Доказательство с формально логической стороны 
ненужное, так как равенство треугольников САР и СБЕ здесь берется в сущ- 
ности предпосылкой (это—один из случаев равенства треугольников, образован- 
ных диагональю, абсциссой и ординатой!); доказывается в сущности то, что рав* 
ные (конгруэнтные) фигуры равновелики. Но эта теорема нужна Кавальери не 
только для стройности его системы нахождения [х”4х, где [хах служит 
первым звеном: поскольку он, по существу говоря, строит новое определение 
площади, как определенного кратного суммы всех линий, его теорема по вну- 
треннему ее содержанию однородна с предложениями ХХУП и ХХУШ книги [: 
он доказывает, что теорема о равенстве площадей треугольников в евкли- 
довом смысле верна и для площадей в смысле. Кавальери. 

СЛЕДСТВИЕ П ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ЖХ. Это основа гениально за- 
думанного ` Кавальери геометрического диференциального исчисления, кото- 
рое он ввиду нападок на эту теорию не смог развернуть (см. введение, 
стр. 77 и след.). Неудачное определение понятия „все абсциссы“ (кн. И, 
опр. 1\), как „сумма отрезков, лежащих между началом прямой и всеми ее 
точками“ (несмотря на то, что точки можно распределить различными спо- 
собами, т. е. аргумент интегрирования может быть различный), вызвало 
ряд справедливых возражений. 

‚® Исходным пунктом послужило доказательство для площади параболы 
в теореме [ кн. ПУ. Доказательство здесь ведется так: ОСН?:; [М2 = СЦ: СТ 
{теорема ХХХУЙ,, кн. 0. По принципу „как одно к одному, так все ко всем“ 
все квадраты прямых, равных СН или СЁ, так относятся ко всем квадратам 
полуординат параболы (одна из которых [/М), как все прямые, равные СД, кое 
всем абсциссам параболы (одна из которых С/). Но все квадраты поямых, 
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равных СН или СЁ, суть все квадраты параллелограма СН, или квадраты 
максим всех абсцисс прямой СЁ, все квадраты полуординат параболы суть все 
квадраты абсцисс прямой СЕ, все прямые, 
равные СО, суть все линии параллелограма 
СН. Все линии параллелограма СН так от- 
носятся ко всем абциссам параболы, как 
площадь параллелограма СН к площади 
трехсторонника СМНЕ. Так как все ква- 
драты максим абсцисс относятся ко всем 
квадратам абсцисс (согласно следствию из 
теоремы ХХУ кн. П), как 3:1, то и площадь параллелограма относится 
к площади трехсторонника, как 3:1]. 

Такое изложение, разумеется, крайне невразумительно; ‘самое главное — 
то, что’ является предпосылкой этого доказательства, — упомянуто только 
в следствии из него, именно то, что „все линии трехсторонника, площадь 
которого определяется, проводятся не как обычно — параллельно ординатам, 
а параллельно абсциссам параболы; если мы возьмем СС == СЁ (как В настоящем 
следствии), а треугольник СЕН мы представим себе заштрихованным верти- 
кальными прямыми, то убедимся, что расстояние каждой из этих „всех линий“ 
от СС, т. е. каждая полуордината параболы, равно отрезку соответствующей 
из „всех линий“ в равнобедренном треугольнике СЕН, а значит, все квадраты 
полуординат параболы равны всем квадратам треугольника СНЕ, т. е. согласно 
настоящему следствию — всем квадратам абсцисс СЕ. При таком проведении 
„всех линий“ сразу становится понятно, что все абциссы параболы заменяются 
площадью трехсторонника СМНЕ; утверждать же, что все квадраты прямых, 
равных СН, суть все квадраты параллелограма СН (хотя все эти квадраты 
должны быть параллельны’ С@!), Кавальери имеет право только потому, что 
он берет СЕ==С(. Но при таком проведении „всех линий“ нельзя уже, 
конечно, говорить, что совокупность абсцисс параболы и есть „все абсциссы“ 


а 
СС в техническом смысле этого слова ( [ ух); для этого надо было 
0 


бы „все линии“ трехсторонника проводить параллельно СЁ, но тогда все 
квадраты полуординат параболы не были бы уже равны всем квадратам 
абсцисс СЁ. 

Если же первое отношение пропорции составлять так, как будто 
„все линии“ проведены параллельно С, а второе так, как будто „все линии“ 
проведены параллельно СЁ, то верного’ результата получиться не может. 
На этой ошибке основано возражение, присланное Кавальери неизвестным 
из Франции (Апопути$ ех СаШа, „Опыт Ш“, стр. 240): Этот противник 
Кавальери рассуждает так: „В’ следствии из предл. ХХ кн. И «Геометрии не- 
делимых» доказано, что все максимы абсцисс! так относятся ко всем абс- 
циссам, как Эк 1. В предл. ХХУ той же книги доказано, что квадраты всех 
максим абсцисс так относятся ко всем квадратам абсцисс, как Зк 1. Со- 


1 Здесь употреблено вместо тшахипае аБзс1ззагит выражение: та!огез аЪзс1ззае. 


Е 


гласно же предл. 1 кн. ТУ (чертеж которого здесь дан) СН? (или СЕ?) : [М 
(или С№?) = ОС: [С, т. е. все квадраты параллелограма СН, или все квадраты 
максим абсцисс СЕ, так относятся ко всем квадратам полупараболы СОН, или 
ко всем квадратам абсцисс СЕ, как максимы абсцисс СС к абциссам СС. 
Но квадраты относятся друг к другу, как Зк 1, а линии, — как 2 к 1, как 
это было доказано; значит, ‘ 


чтб нелепо“, 

Возражение это основано на смешении абсцисс и ординат кониче- 
ского сечения в смысле Аполлония со всеми абциссами в техническом смысле, 
приданном этому выражению Кавальери, т. е. абсциссами треугольника. 

Нельзя не удивиться тому, что такого рода возражения повели не 
к исправлению неправильно формулированного определения, а к отказу Ка- 
вальери от его учения об абсциссах — наиболее замечательной и исторически 
наиболее ценной части его теории. В „Опыте |“, комментируя определения 
кн. П, Кавальери (стр. 17, 8 ХУ) замечает: | 

„Рассмотрение всех абсцисс данной прямой, равно как и остатков 
и максим абсцисс как самих по себе, так и с присоединением той или иной 
прямой, хотя и полезно, но не необходимо“. 

Там же к следствию из предл. ХХ! (стр. 40, 5 ХХУ\): 

„Из второго’ следствия к тому же Х[Х предложению с полной оче- 
ВИДНОСТЬЮ вытекает, что мы можем доказать наши предложения и без абс- 
цисс, остатков и максим абсцисс данной прямой. В самом деле, если мы 
Сделаем допущение, что РО равно РС, то вместо всех абсцисс прямой РО - 
мы сможем пользоваться всеми линиями треугольника ЕСД, а вместо остатков — 
всеми линиями треугольника АСЁ, равно каки вместо максим абсцисс могут 
быть применены все линии параллелограма АСРЁЕ, взятые: по регуле СДО. 
Равным образом из следствия к предл. ХХ ясно, что, если [см. чертеж] допустить, 
что РО равно ОС, то все линии параллелограма АМ могут служить вместо 
максим абсцисс РР с присоединением прямой ОМ, а все линии трапеции 
ЕСМО вместо всех абсцисс той же РР с присоединением той же ОМ. Так 
же и в предл. ХХ] все линии трапеции СЮСЕ будут служить вместо остатков 
всех абсцисс. РО с присоединением СЮ. Дело, повидимому, становится яснее 
и свободнее от противоречий, если мы подставим вместо этих абсцисс, 
остатков и т. д. все линии указанных фигур: ведь-им равны как в совокуп- 
ности, так и по отдельности указанные абсциссы, остатки и т. д., что очевидно. 
из следствий к указанным предложениям. Я сделал это добавление, так как 
были и такие, которые, исходя из этих абсцисс, остатков и т. д., понапрасну 
считали этот первый метод неделимых ошибочным“. 

Соответственно этому, когда Кавальери в „Опыте 1“ (стр. 81 — 82, 
$ ХХХУ) кратко резюмирует это доказательство, он делает уже пояснения, 
аналогичные данным мною выше: для того чтобы в параболическом сегменте 
не приходилось брать полуоснование непременно равным „абсциссе оси“, он 
изображает квадрат, в котором берутся „все линии“ треугольника, 

е под прямой СЕ, как изображался треугольник СЕН, а над прямой 
(АД в новых обозначениях). Он показывает, что каждая из полуординат 377 
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параболы, например $Н, равная АК, равна в то же время КЛ, одной из всех 
линий треугольника АЕО. Но вместо того чтобы просто констатировать, 
что термин „все абсциссы“ тождествен термину „все линии треугольника“, 


-“ 
+ 
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ых. 


он вовсе отказывается те- 
перь от термина „все аб- 
сциссы“, замечая, что это 
исправленное — доказатель- 
ство дано им для того, 
„Чтобы читатель имел на- 
глядный пример опериро- 
вания без абсцисс, остатков 
и т. д., как это делалось 
в той теореме“. Но, оче- 
видно, и это исправление 
не вполне удовлетворило 
Кавальери, и в письме к 
Торичелли ! он возвраща- 
ется к архимедову доказа- 
тельству для квадратуры па- 
раболического сегмента, т.е. 
обходится без неделимых. 


Итак, Кавальери старался совершенно вычеркнуть из.своих сочинений 


теорию „всех абсцисс“. 


Точно так же, резонно ответив на возражения анонимного француза 
(выше, стр. 376), что „абсциссы прямой СЁ получаются не из полупараболы 
СОН, а из треугольника, прилежащего к СЁ, в данном случае из СЕН (если 
предположить, что НЕ равно ЕС)“, он делает пессимистический вывод: 
„Впрочем мы можем обойтись в своем доказательстве и без абсцисс, если 


они затрудняют читателя“. 
Трудно учесть, к каким плодотворным 


результатам мог бы притти 


Кавальери, если бы он, пренебрегши этими возражениями, занялся разработ- 


«ой своего замечательного учения об абсциссах. 


В наших символах сказанное в следствии П выражается так: 


[#2 в а 
Гаах=?2 | хах=2 | а—хах. 
0 0 0 


ЛЕММА К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХ. См. введение, стр. 27. 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХ. Если СР назвать а, ОМ назвать 6, 
то максима абсциссы с присоединением ОМ будет равна а-- 65, абсцисса 
с присоединением ОМ будет равна х-Н5, и в наших символах теорема вы- 


разится так: 


В, оеае-анны: 4 : 
0 0 2 


1 Письмо от 14 июля 1642 г., т. Ш сочинений 


Торичелли, стр. 72—73. 


_ — 


СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХ. В наших символах (МР =6, 
Ю®С =с, Ср = ОР =а): 


Дея: Лечи (5+3 х (2+5). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ. В переводе на наш язык: 

Назовем „все квадраты“ параллелограмов А5$ и ТВ соответственно В, и В,, 
„вее квадраты“ треугольников. ОЕ$ и &7В — соответственно А, и Д., „все 
квадраты“ описанных ступенчатых фигур А, Га: и А.--а., „все квадраты“ 
вписанных ступенчатых фигур А, —а и А. —а.; „все квадраты“ фигуры @ 
обозначим через в. 


Кавальери сперва доказывает, что 4, = Ши (А, | а.). Для этого ему 
достаточно показать, что | 


(А, Е а) м А < 6, | 
9 < в. 


Для дальнейшего с нашей точки зрения необходимо и достаточно знать 
закон: 


ИЛИ 


(1) 


1 


в 
Ре а 


также и 
В 
т т — 111 : 
А-а, А-а, 
т. е. 
В: _ Вь 
в 


У Кавальери роль метода пределов играет метод исчерпания, и он посту- 
пает по рецепту Евклида и Архимеда. 


Пусть, говорит он, —— не равно ‚ тогда либо 

А, Ао 

В, __ В 
ТЕ (2) 

. либо 
аи (3) 
А, —ев А. ° 
Затем он доказывает, что 

——м—м —  =——5=ыыы5, (4 
А, о, А-а 
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Сравнив это равенство © (2), он убеждается, что правая часть равен- 
ства (2) в силу (1) больше правой же части равенства (4), а левая меньше 
левой, что нелепо. 


Далее он доказывает, что 
. В, Ве 
А, —@, А — %& 


| 


3 (5) 


и, сравнив (3) с (5), показывает, что правая часть равенства (3) меньше 
правой части равенства (5), а левая больше левой, что также нелепо. 
Остается, следовательно, одна возможность 


что и требовалось доказать. 

В этом доказательстве не содержится решительно ничего оригинального. 
Как раз так же (с дословными совпадениями) доказана аналогичная тео- 
рема у Евклида, ХИП, 4—5, и такого рода доказательствами, до уныния 
однообразными, изобилуют творения Архимеда, в частности вся вторая поло- 
вина столь основательно изученного Кавальери трактата „О коноидах и 
сфероидах“ (предл. 19—30). Комментаторы Архимеда — Мавролико и 
Коммандино — изощрялись в придумывании новых доказательств такого же 
типа (надо помнить, что именно по изданиям Коммандино изучал Кавальери 
классиков математики). Мы видим на этом единственном примере, что 
Кавальери владеет методом Евклида и Архимеда в совершенстве. Однако, 
как мы уже говорили во введении (стр. 62 и след.), Кавальери сознательно 
не применяет этого способа, так как он, по мнению Кавальери, лишен вну- 
тренней убедительности. Уже 30 апреля 1627 г. Кавальери пишет Галилею: 
„Я нашел также прямое доказательство (детопзфаНопе озфепяуа) того, что 
цилиндр в три раза больше конуса, что я до сих пор доказывал только 
приведением к нелепости, именно когда я доказывал, что все квадраты. 
параллелограма в 3 раза болыше всех квадратов любого из двух треуголь- 
ников, образованных диагональю’ параллелограма, если принять за общую 
регулу одну из сторон, причем я использовал для этой цели 
теорему 1Х второй книги Евклида“! Это доказательство Кава- 
льери не включил, однако, в свою „Геометрию“, может быть, ввиду его 
недостаточной универсальности. Только ‘в 1647 г. в своих „Опытах“, излагая 
вкратце содержание „Геометрии“ (книг Г— У в „Опыте 1“), Кавальери после 
теорем ХХ —ХХМУ этой книги (их`он приводит полностью) находит нужным 
добавить ($ ХХУП, стр. 52—55): „Так как во всей той части моей «Гео- 
метрии неделимых», которая построена по первому методу, только одно 
приведенное выше предложение ХХИ доказано путем приведения к невозмож- 
ному, то я счел желательным, дабы читателю было ясно, что указанный первый 
метод дает возможность доказать это положение и прямым путем, присоеди- 


1 „Геометрия неделимых“, Ц, ХХИУ, и след, 9-е предложение второй книги 
„Начал“ Евклида является основой теоремы ХХ кн. П „Геометрии неделимых". 


нить к указанным выше предложениям еще следующие, при помощи кото- 
рых могут быть прямым путем‘ доказаны‘ как указанное выше предложе- 
ние ХХИ, так и основанное на нем предложение‘ ХХГУ, равно’ как’и все на 
них основанные“. Это "доказательство мы даем ниже, см. стр. 383. 

Несколько ‘непривычное для нас выражение „ФИГУРА, ВПИСАННАЯ (Или 
опислннАЯ) в треугольник“, в применении к ступенчатой Фигуре разъяснено 
выше, стр. 343. - 

В выражениях — „...прямая Н/М РАЗДЕЛЯЕТ ВСЕ КВАДРАТЫ“, „...ТОЧКА Н ... 
ДЕЛИТ КВАДРАТ“, — разумеется, речь идет не о прямой и о точке, а о двух 
плоскостях или прямых, из которых одна проходит’ через прямую НМ 
или через точку Н. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ. „...части... выродились в точки. ..". Предельный 
случай не принимается во внимание, так как’ отрезки здесь выродились 
(Фехепегауегии{). См. введение, стр. 46—49 и примечание на стр. 49. 

СЛЕДСТВИЯ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХ. Теоремы 1 — 10 второй книги 
Евклида приведены во введении, стр. 27—30, где сказано и о его методе 
доказательства. . 

В наших символах: 

Часть 1. 


Давая = а лак+ | ДАЛА» 
© 0 0 


Часть 2. 


| № й, 
Г а-Ел-Е ах Г онл Е Бах- ] АВА. 


Часть 4. 
|) й В 72 
Г ои-нлвах= рак ака ла 
0 0 0 0 


и т. д., заменяя в формулах, приведенных во введении, стр. 27—29, вели- 


чины а, 2, с любыми функциями х (обозначенными уменя ‘символами /,, /, №) и 
В 


приставляя к каждому слагаемому знак [ (#й — высота фигуры АВСО), например: 
0 


``Часть 9. 


Девы Дот (АА мены ГА п] 


Часть 11. Если 


(Л = Ло) ==, 


то 4 х 
Г а-юлая= | зах. 
9 0 


„...линия АС РАЗДЕЛИТ ПЛОСКУЮ ПОВЕРХНОСТЬ, АВСО в СРЕДНЕМ И КРАЙНЕМ 
отношениях“, —это замечание может пониматься только в том смысле, что проце- 381 
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дура разделения в среднем и крайнем отношениях каждой из линий повто- 
ряется для линий всей фигуры. Таким образом, несмотря на оговорку, „если можно 
так выразиться“, выражение это неудачно и наводит на неверную мысль. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ\У. „... клк З к 1“. В подлиннике: „шп 4 р1а танопе“ 
(в тройном отношении); но так как „в тройном отношении“ у Кавальери 
обыкновенно означает „в кубе“, то я и позволил себе во избежание дву- 
смыслицы вслед за Вилейтнером дать такой перевод (см. введение, стр. 94). 

5... СО ВСЕМИ КВАДРАТАМИ ДВУХ ТРЕУГОЛЬНИКОВ“. В подлиннике: „Сумма 
всех квадратов треугольника АЁЕС со всеми квадратами треугольника СЕС и 
со всеми квадратами лвух треугольников СВМ, ЕМЕ равна взятой дважды 
сумме всех квадратов АР“. Это — опечатка, исправленная в примечании к предл. 
УШ кн. УП (стр. 35 1-го изд.) 1. На данном в тексте снимке изображена соот- 
ветствующая страница первого издания с рукописной поправкой читателя Х\УП в. 

».--РАВНО ТРОЙНОМУ ОТНОШЕНИЮ СС к СН“. Против этих слов 2 Кавальери, 
очевидно, по простому недосмотру не проставил надлежащей ссылки: 
„г. Согой. ргор. ХХИ Вшиз“ („Часть Е следствия из предл. ХХИ этой книги“ }, 
что и дало повод Вилейтнеру (ТУ выпуск русского перевода) говорить о не-. 
умении Кавальери логически мыслить, о стсШиз у#105и$ в его доказательстве: 
он утверждает, будто Кавальери исподтишка предполагает теоремы об объеме 
пирамид известными, тогда как доказательство их является его окончатель- 
ной целью, и т. д. Необходимо в ответ на это констатировать, что доказа- 
тельство Кавальери (если не говорить о самой его предпосылке о недели- 
мых) покоится на логически безупречной и неразрывной цепи аргументов. 
(См. мою статью „Мнимый порочный круг у Кавальери“ в „Архиве исто- 
рии науки и техники“, вып. 5, 1935, стр. 441—494.) 

Здесь вывод чисто геометрический, и потому символы интегрального 
исчисления не облегчат понимания процедур Кавальери. Чтобы легче было 
следить за его рассуждениями, я повторю их в более компактном написа- 
нии, заимствованном отчасти из „Опыта ГУ“; 0.49. означает „все квадраты“. 

В силу ч. 9 следствия из предыдущей теоремы, т.е. в силу равенства 


Дак [ дашнныз] | ан (А) 


в АЕС-| 0.4. СЕС ==20.4. СЕС = 20.4. АР-- 20.49.(СВМ-+ ЕМЕ) 
(равенство 0.4. АЕС и 0-4. СЕС доказано выше, предл. И) или 
0.9. СЕВ = 0-4. АР-|- 0.9. (СВМ-+ ЕМР). {1) 
Ввиду подобия треугольников МСН и СЕС (часть 6 следствия из теоремы ХХП): 
0.9. СЕС : 0.9. СМН = 23 ; 18=8:1; 
0.9. СЕС : 0-9.(ВСМ -—+ МЕР) =4 : 1. (2) 


1 Для характеристики работы издателей второго издания укажу, что они не 
внесли даже этого исправления в текст, а только механически перенесли на поле 
этой страницы из списка ‘опечаток в первом издании: „См. прим. к предл. МШ кн. \УИ*. 

8 шп Ш1р]а гаМопе, стр. 79, строка 3 снизу, 1-е изд. 


Из (Г) и (2) 
4 0.4. (ВСМ-- МЕР) = 0.4. СЕСД = 0.4. АР 0-4. (СВМ-+ ЕМЕ) (3) 
или, @1\44епдо [т. е. вычитая из обеих частей уравнения], 0.4. (СВМ -- ЕМР): 
0.4. АЁ : 0-4. (ВСМ-- МЕР) =3 те (4) 


Но 
0.0. АС : 0.4. АЕ = ЦЕ? ; ЕР =4:1==19: 3. (5), 


Из (5) и (4), ех аедиаН, 
0.4. АС : 0.4. (ВСМ-Е МЕР) = 12 : 1. (6) 

Из (5) и (6), соШвепдо, 
0.4. АС : [0.4. АР-[- 0.4. (ВСМ-- МЕЕ)] = 12 : (3-1) =12:4=3: 1. (7), 


И из (7) и (1) 
0.4. АЦ : 0.9. СЕЦ =3 : 1, 
что и требовалось доказать. 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХИУ. В наших символах: следуя пред- 
посылкам учения об абсциссах (см. следствие из предл. ХХ и изэтой теоремы: 
„если только ЕС равно @С“), берем вместо параллелограма ромб со стороной 
а. В силу части 4 следствия из ХХШ предложения 


Дах= [к @—храх= / дах? [ха —х) ах-- | (а—хуах, 


но, как мы знаем, 
= [ «— ах 


92 [#7 
/ а4х—3 / х2х, 
0 


С 
откуда 


5. [и [#2 
3 | мах? | Фах--2 | ха—хах, 
0 0 0 


а 


а 
ПЕР [ ха—) ах, 
0 0 


а [6 [#4 
Г вах = 3 | зах = 6 [ха х) ах. 
о 0 о 


Согласно сказанному выше (стр. 381) приводим другое доказательство. 
этой теоремы, данное Кавальери в „Опыте 1“ ($ ХХУП, стр. 52—55) и обхо- 
дящееся без предложения ХХП, основанного на „исчерпании“. 

„ЛЕММА. Пусть дан какой угодно параллелограм‚ например ВСРЕ, и внем 
проведена диагональ СЁ и на треугольниках ВСЕ и ЕСО, как на основаниях, 
построены две пирамиды АВСЕ и АСОЕ с общей вершиной в точке А. 

Я утверждаю, что они между собой равновелики. 

Проведем какую угодно плоскость, параллельную основанию ВД и пере- 

секающую пирамиду АВСОЕ; пусть линиями пересечения ‘ее с плоскостями 383. 


АВЕ и АСР будут, например, ЕГ и СН, параллельные ВЕ и СРО, согласно 
предл. ХУГ кн. Х! „Начал“, а следовательно, и параллельные между собой. 
Таким же образом мы докажем, что и другие линии пересечения с плоско- 
стями АВС и АЕО, именно РО и 1Н, параллельны друг другу; прямая же 
С! — линия пересечения той же плоскости с плоскостью АСЕ, являющейся 
общей гранью двух указанных пира- 
мид. РСН! будет параллелограмом, 
а @/—его диагональю, делящей его 
‘пополам; следовательно, треугольник 
ЕСГ будет равен треугольнику СНГ. 
Таким же путем докажем, что если 
провести какую угодно другую пло- 
скость, параллельную тому же осно- 
№ ванию ВО и пересекающую пира- 
миды, то образовавшиеся таким 
путем треугольники в указанных пирамидах будут равны между собой. 
Итак, все плоскости пирамид АВСЕ и АСРЕ, взятые, как по регуле, по 
плоскости ВО, будут равны между собой, а поэтому согласно приведен- 
ному выше предложению Ш будут равны между собой и пирамиды. 

Теперь, когда это доказано, пусть дана призма МОРМ, имеющая тре- 
угольное основание ОРМ№; пусть в ней проведены прямые ГО, ГМ, ММ, 
при помощи которых она рассекается. на три пирамиды ГММ№МО, ЕГМКМ 
и [Р№О. Я утверждаю, что указанная призма в три раза больше пирамиды 
[РМО, имеющей то же основание и ту же высоту. Это доказывает также 
и Евклид в предл. УИ кн. ХИ „Начал“; но так как он применяет предл. У 
той же книги, где доказательство не обладает непосредственной убедитель- 
ностью (диае поп озеп$1уе детопзта{иг), то мы [вместо этого предложения] 
исходим из предыдущей леммы, а затем поступаем сообразно Евклиду. 
Действительно: так как треугольник МКМ равен треугольнику МОМ, а вер- 
шина конусов —[, то ипирамида [МКМ равновелика пирамиде 2[/МОМ, со- 
гласно доказанной выше лемме. Точно так же пирамида [.МОМ, вершина 
которой Г, или, что то же, пирамида [ГО/ММ, вершина которой № (ведь это — 
одна и та же пирамида), равновелика пирамиде ГРОМ, у которой та же 
вершина ЛМ, а основание [РО равновелико ГОМ в параллелограме МР. 
Итак, три пирамиды [МОМ, ЕГМКМ и ГРОМ равны между собой. Откуда 
очевидно, что призма МОРМ в три раза больше пирамиды ГРОМ. 

Теперь, если мы представим себе, что, на чертеже вышеизложенного 
предложения ХХУ, на ЕС, как на основании, построены, например, равносторон- 
ний треугольник, с которым образует прямой. или косой угол параллело- 
грам АС, и треугольник СЕС, причем, на всех. линиях этих фигур. построены 
равносторонние-треугольники, [плоскости которых]. параллельны: [плоскости] 
треугольника основания ЕС, как. общей ‚регуле, то мы увидим, что АС есть 
образующая ‹ фигура цилиндрики, именно треугольной призмы, ‚имеющей 
то же основание и высоту, что и указанная пирамида, Итак, согласно дока- 
занному, мы придем к выводу, что призма, произведенная. из..АС, в три 


С 


384 раза больше, пирамиды, произведенной из СЕС. Но. так как согласно выше- 


изложенному предложению Ш, тело так относится к телу, как все плоскости 
ко всем плоскостям, и все равносторонние треугольники параллелограма АС 
будут в три раза больше всех равносторонних треугольников треуголь- 
ника СЕС. Но равносторонний треугольник так относится к равносторон- 
нему треугольнику (если они строятся на двух прямых линиях), как квадрат 
к квадрату, как круг к кругу, и вообще, как фигура относится к подобной 
фигуре (лишь бы только имелось в виду, что они построены на указанных 
двух линиях, как на сходственных); согласно доказанному Евклидом и дру- 
гими для некоторых подобных фигур и нами в предложении ХУ в общем виде 
для всех, очевидно, что их отношение равно взятому дважды отношению 
их сходственных линий или сторон. Итак, согласно приведенному выше 
предложению Т\ не только отношение всех квадратов [фигуры] АС ко всем 
квадратам СЕСЦ, но и в общем виде отношение’ всех подобных фигур [фи- 
гуры] АС ко всем подобным фигурам СЕС (я подчеркиваю — подобных и 
параллельных фигуре, построенной на основании ЕС) равно отношению 
трех [к одному]. 

Перейдя затем отсюда к телам, мы убедимся, что таким образом мы дока- 
зываем прямым путем, что не только всякая призма в три раза больше 
пирамиды, но и всякая цилиндрика в три раза больше коники, имеющей 
то же основание и ту’ же высоту, что и это тело. Это явно обнаруживает 
огромную силу и мощь этих неделимых, так как во всех рассуждениях 
о телах они позволяют достичь самых крайних пределов всеобщности, что 
мне кажется, клянусь Гераклом, достойным самого серьезного внимания. 

После того как это доказано, станет ясным и предложение ХХИ, изло- 
женное выше: т. е. на чертеже этого предложения не только все квадраты 
параллелограмов 45 и ТВ ко всем квадратам треугольников ОД$ и 2&В, но и 
все фигуры ко всем подобным фигурам имеют то же отношение, именно трех 
к одному, что подтверждается путем прямого доказательства“. 

ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХУ и ХХУ. „..мы НЕ СМОЖЕМ ПРИМЕНИТЬ ПЕРЕСТА- 
НОВКУ ЧЛЕНОВ ВВИДУ ТОГО, ЧТО НЕЛЕПО СРАВНИВАТЬ ЛИНИЮ С ПОВЕРХНОСТЬЮ“ и все 
дальнейшее — см. введение, стр. 53 и сл. 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХУШ. Если ВМ=а, МС==6, 
то в наших символах это следствие запишется так: — 


Де-оная } Гек ей : |[@-+ 5 о-- 3-8 


Если произвести предположенное здесь построение, то очевидно, тело, 
построенное на трапеции, будет усеченной пирамидой с квадратным основа- 
нием, а тело, построенное на параллелограме, — параллелепипедом. Допустив 
лля упрощения, что дан не параллелограм, а квадрат со стороной а-+ 6, 
вместо параллелепипеда получим куб, объем которого (а-—- 6). В силу полу- 
ченного уравнения 


о Ино пом = @ НВ: | РО +98 


|2 
ре 
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"= = ды. Е (а) ао 9-Я } - 
Заменяя квадраты любыми другими фигурами, получаем формулу объема 
усеченной коники, — в случае, например, круга — усеченного конуса (часть 11 
следствия 1\ из предл. ХХХИ\). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ. „Это можно заключить из ПРЕДЛ. ХХ\У этой 
книги“. Утверждение, что все квадраты ВР в шесть раз больше всех прямо- 
угольников, построенных на треугольниках ВЕС и СЕР, отнюдь не вытекает 
с очевидностью из предложения ХХУ. Повидимому, здесь просто опечатка, и 
Кавальери хотел сослаться не на предложение ХХУ\У, а на следствие из этого 
предложения. В конце этого следствия действительно доказывается, что квад- 
раты максим всех абсцисс в шесть раз больше прямоугольников, построенных 


на всех абсциссах и их остатках, а это равносильно содержащемуся здесь 
утверждению. 


СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХХ. Часть [ в наших символах 
(РЕ==ё, ЕР=а): 
: : 

И аб ах: / (@—х) 6-х ах==6: (52+52)- 

0 0 
Если построить эти прямоугольники в действительности, то очевидно, тело, 
построенное на трапеции и треугольнике, будет усеченной треугольной приз- 
мой с треугольником в основании, одна сторона которого АД, причем Е 
и С будут две из вершин, а тело, построенное на двух параллелограмах,— 
параллелепипедом. Допустив для упрощения, что даны не параллелограмы, 


а прямоугольники, получим, что объем этого параллелепипеда У —= 0203 
а так как, как мы получили, 


1 1 
У, , а призмы — р: (5 Ь == 6 г) з 
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то получим 


: 1 1 
№ призмы — а* (5 Ь = 6 с) з 


ИЛИ 


а? 1 а? 
Уи призмы —^ и (35 ны а) ай < 2 [6 + б = (6 - а)}. 


1 Это выражение можно преобразовать в 
3-е а- 9—2 += а + 5+ @+ 96+ Ы, 


т. е. в известную формулу для объема усеченной пирамиды с высотой а-- 6 и квад- 
386 ратнымв основаниями, стороны которых а 6 и 6. 


о 


@- 
Получаем известную формулу для усеченной прямой призмы —5° — пло- 


щадь треугольного основания,. так как и основание АД и высота его, рав- 
ная ВС, равны а): объем усеченной прямой призмы равен сумме объемов 
трех пирамид, имеющих общее с ней основание, а высоты, соответственно 
равные трем ребрам 6, р и 6-Р а усеченной призмы 1. 

Часть П в наших символах: 


Габен : Я зах Че (5+5). 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ!. „...пострРОЕННОГО ‘нА ОМ и ММ“. Общее 
основание трапеции МВСМ и параллелограма МВСО есть ВС; поэтому 
согласно предложению ХХУШ отношение всех квадратов параллелограма МВСО 
ко всем квадратам трапеции МВСМ равно бы 


ВС?: [вс мм-| 3 (ВС— мм». 


Но ВС = ОМ, ВС — ММ — МО, значит, искомое отношение равно 


ОМ: [ ом. мм-- 3-м]. 


Необходимо иметь в виду, что если произвести предположенное здесь по- 
строение, то получится не усеченная пирамида, как в теореме ХХУШ, так 
как служащий меныпим основанием прямоугольник, построенный на НМ 
и ММ, не подобен и не сходственно расположен с прямоугольником боль- 
шего основания, построенного на АС и ВС (точки Е, Н, А не лежат на 
одной прямой). Это тедо — бомиск (Вшмохос) древних греков; если принять 
за основание грань, имеющую одной стороной НА, а другою, перпендику- 
лярную ей НЕЁ, равную ММ, то окажется, что это тело — усеченная четырех- 
угольная призма. 

Эти стереометрические примечания к тТЕОРЕМАМ ХХУШ, ХХХ и ХХХ 
сделаны мной не просто как курьезные наблюдения. На первый взгляд все 
Эти теоремы представляются отдельными Задачами казуистического харак- 
тера, лишь по прихоти Кавальери попавшие в число теорем. Но надо при- 
нять во внимание, что Кавальери прежде всего геометр; подобно тому как 
в теоремах ХХИ и ХХУ он придает теоремам об объеме пирамиды струк- 
туру примитивных задач на интегрирование, так и под этими казуистиче- 
скими задачами скрываются теоремы об объеме усеченной пирамиды (конуса), 
усеченной призмы и бомиска, см. часть 11 следствия [\/ из предложения ХХХ[У. 


1 Разумеется, теорема Кавальери не сводится к этому вопросу, а предста- 
вляет собой уже нечто вроде алгебраического обобщения; но не надо забывать, что 
Кавальерн еще осмысливал все свои положения геометрически. 
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СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 

ХХХ. Для ясности необходимо на’ чертеже. 

7. В ’ провести вспомогательную прямую МХ, 
б параллельную ВЕ. Пусть 


Ш ВХ МЕ — в. 
0 ВС—= ВЕ = а; 
АВ БРА, 


Тогда получим в наших символах: 


| 24 
ДГ е-о-и-не-ю-шах: | кф --щах— 


а 


— Геьаах: Г ы-Евхах= 


4 % 


= (а--6)а: @-и--| ту @—и) (а— и). 


Нетрудно заметить, что перед нами та же задача, что и предыдущая, 
но С переменным нижним пределом интегрирования и. Подставив вместо .& 
частное его значение и =0, получим формулу теоремы ХХХ. 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХХИ. Обозначив ОЕ =, ЕР ==а 
Р$ =с, получим в наших символах 


Гее-+9 ах: а—х- 9 и-дах= 
0 | 0 


=6(а--с): |2(-+5 с) а (= «+5‹)|- 
] 2 6 р 
Выражение „...являющийся одним из ПРЯМОУГОЛЬНИКОВ, РАВНЫХ МАКСИМАМ“ 
(или максимальным прямоугольникам) (4004 ез{ ипит гефаприйогит тахит!$ 
аедиаНит) сформулировано крайне неясно: имеется в виду прямоугольник, 
построенный на ДЕ и Е5?, но он не является максимальным. 

СЛЕДСТВИЕ П ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХХШ. „В самом ДЕЛЕ, ТЕЛО ОДИ- 
НАКОВОГО СТРОЕНИЯ, ПРОИЗВЕДЕННОЕ ИЗ ФИГУРЫ ОДЕЁЕ ПО РЕГУЛЕ ЕЁ, ТАК ОТНОСИТСЯ 
К ТЕЛУ ОДИНАКОВОГО С НИМ СТРОЕНИЯ, ПРОИЗВЕДЕННОМУ ИЗ ФИГУРЫ АВС по 
РЕГУЛЕ ВС, КАК ФИГУРА, ПОСТРОЕННАЯ НА ЕЁ, ОТНОСИТСЯ К ПОДОБНОЙ ЕЙ ФИГУРЕ, 
ПОСТРОЕННОЙ НА ВС“. Удивительно, как это нелепое и грубо неверное утвер- 
ждение могло остаться незамеченным Кавальери до конца его жизни: в тео- 
реме доказано только, что эти тела относятся, как все [вместе] квадраты, 
построенные на образующей фигуре, а отнюдь не как соответствующие из 
всех подобных фигур. Это положение просто неверно: так, например, целое тело 
одинакового строения есть тело одинакового строения с дюбой частью того же 


1 Кавальери забыл. указать, что ЕЁ откладывается равной АВ. 
2 Как предположил М. Я. Выгодский. 


тела, если только разрез сделан по одной из подобных фигур; так как подоб- 
ные фигуры в целом теле и в части его одни и те же, то выйдет, что целое 
относится к части, как 1:1, или целое равно части! Пред нами досадный 
1ар$и$ шетопае Кавальери; разумеется, и сделанный отсюда вывод ошибочен. 

В части 2 следствия [У из предложения ХХХ\У справедливо указывается, 
что только цилиндрики, имеющие ту же высоту и подобные основания, отно- 
сятся как основания, а не всякие цилиндрики, как это вытекает из настоя- 
щего следствия. 

СЛЕДСТВИЕ ПУ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХХУ. Часть 5—см. ком- 
ментарий к предложению ХЛ на стр. 370. 

Часть 11. Вывод формулы для объема усеченного конуса — см. ком- 
ментарий к следствию из предложения ХХУШ на стр. 385. 


Члсть 12. Это курьезное следствие с нашей точки зрения не что 
1 
иное, как геометрическая интерпретация вынесения = за скобку; фор- 


мула 
(а-- 6) (@- 5) БН (а-- 65) — 6? | 


преобразована в 
а 


т {За @-- 9—1? }- 


Заключительные слова являются, конечно, полемикой с Архимедом — 
вернее, с теми, которые считают его авторитет непререкаемым. 

Как указывает сам Кавальери (следствие из предложения ХЕ), ПОСЛЕД- 
НИЕ ТЕОРЕМЫ (ХХХУ — ХГП) представляют собой стереометрическое допол- 
нение к геометрической алгебре Евклида (кн. П); геометрическая алгебра 
„Начал“, как известно, планиметрическая и не дает формул для простейших 
произведений трех многочленов друг на друга, требующих стереометрической 
интерпретации. Таким образом эти последние теоремы носят чисто леммати- 
ческий характер. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ дает в геометрических терминах известное 
теперь каждому школьнику положение: чтобы перемножить три многочлена 
друг на друга, надо образовать всевозможные произведения, содержащие 
по одному члену из каждого многочлена, и затем сложить их между собой. 

СХОЛИЯ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХУ. ...постРоЕННЫМ на ТРЕХ ПРЯ- 
мых“, — так я перевожу (неточно) выражение „заключенных между тремя 
прямыми“ (сопёпей зиб ШЪи$ гесб5, перЕуес$аи око трех <@у е0За ву) (см. вве- 
дение стр. 28). Кавальери берет здесь просто планиметрическое определение 
Евклида П, 1: Пау кара ^ААотрилоу ордоуюмюу пемЕдез$ аи ХЕЧетаи ото 900 ч@у 
ту орЗУ темах пемехособу бабу (= сопёпей рага\@ортаттит гесфапешат 
уосацц зи @иаБиз тесН$ теснип априйшт сопНпепНЪи$ на языке Кавальери): 
„прямоугольный параллелограм называется содержащимся между двумя пря- 
мыми, образующими прямой угол“. Это определение он переделывает в стерео- 
метрическое, заменяя параллелограм параллелепипедом, две прямые — тремя; 
кроме того, он отбрасывает признак прямоугольности и вместо „прямой 
угол“ говорит „его угол“. 
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ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ!. В наших символах 

Часть 1: (@-- 6) а* —=а: (а 6) а. 

Часть 2: (а-- 5) а? = а?6 - аз. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУИП. В наших символах: 

Часть 1: (@а--6)3 =а(а-- в) о(а-- 5). 

Часть 2: (а-- 65)3 = (а-- 5) а? (а-- 5)6- (а-- ь) 245. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХУ. 

Часть 1. Это геометрическое доказательство формулы 


(а&-- 6) = аз 63-{ 3а%6 -Е За6?, 


данное ехрИсйе, повидимому, впервые Кавальери, в настоящее время дается 
в У[ классе средней школы примерно в том же виде, как у Кавальери. 
Часть 2. 


(а-- 5) = аз 98-3 (а-- 6) а6. 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХИХ. Обозначим АЁ ==2а (следовательно, ВЕ — 
— АВ —= а), а СЕ==ф (следовательно, ВС =а — 6), получим 
а+6(2а— 65)  а(а— 5)? = 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХГ.. Обозначим АС=2а,; СЕ==6, 
тогда 


(а. 5) (2а, + 6) 6- (ава = (а, + 5}. 


Это — стереометрическая параллель к теореме „Начал“ (П, 5), которая 
при аналогичных обозначениях выразится алгебраически так: 


р (2а— 5) -- (а — 6) = а?, 


т. е. предложение это отличается от предыдущего ХХХ МХ лишь тем, что 
вместо а взято а, -- 6. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЫ. Эту теорему Кавальери включил сюда для 
того, чтобы собрать воедино всю стереометрическую алгебру. В наших 
символах: 


если 
в * 53 
фан , 
то 
абс = 63. 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХГП. Все последние теоремы носят ярко реакцион- 
ный характер: Кавальери (см. выше, стр. 67) прекрасно знаком с алгеброй, 
но, принцилиально отрицая ее, делает попытку действовать методами геоме- 
трической алгебры и там, где этого не решались делать древние и где новая 
наука, казалось, господствовала нераздельно, — в области трех измерений. Он 
тщетно пытается вдохнуть сюда новую жизнь и указать пути дальнейшего 
развития геометрической алгебре: как конкурент алгебры, она была обречена 
на гибель. 

В этом отношении очень показательно это предложение, в котором 
Кавальери, несомненно, хочет показать, каких необъятных возможностей 


можно достичь путем геометрической алгебры. Однако, как бы ни был 
гениален Кавальери, нельзя поверить, что все эти вспомогательные построе- 
ния пришли к нему по наитию свыше: несомненно, Кавальери сначала так 
или иначе составил квадратное уравнение (синтезу предшествовал анализ), 
а затем разрешил его по всем правилам античного искусства. 

Если обозначить АС —=а, ВС=, СБ ==х, то условие перепишется 
в виде 

(ах аз- (х-- 5} 

или 


а? —- За3х -|- Зах? -- хз — 8 8 - 362х | З6 хз 63, 


что без труда (и во времена Кавальери) приводилось к виду 
37? (а — 6) -- 3х (22 — 62) = 63, 
или, по разделении всех членов на 3 (а—6), 


63 
ха ар) — 0 


(а 


Это уравнение без труда разрешалось методами Евклида: 


3 
(а == Ь-—-х) х Зе) 
Решение квадратного уравнения формулировано у Евклида (УТ, 29) так: 
„На данной прямой построить параллелограм (практически — прямоугольник), 
равный данной прямолинейной фигуре (практически — квадрат), так, чтобы 
он выступал за данную прямую на параллелограм, подобный данной фигуре 
(практически — на квадрат). 
В нашем уравнении данная прямая а-- 6 — сторона „выступающего“ 
квадрата х, данная прямолинейная фигура — квадрат со стороной У (/2=М), 


равновеликий я . Из уравнения 
рз у 
4—5). ^’ 
преобразованного в пропорцию 
3 (а—6) 2 
оу! 


нетрудно было найти геометрически у [в самом деле, можно взять 3 (а—65) 
и 6 за отрезки гипотенузы, 2 за катет, тогда второй катет = У], а затем 
уравнение (а-- 6 --х)х —=М без труда решалось геометрически согласно 
Евклиду (УТ, 29). 

Но это решение нельзя было сообщать читателю, так как с античной 
точки зрения, которой придерживается и Кавальери, важен только синтез; 
он дает поэтому готовое решение, а затем доказывает, что оно приводит 
к верному результату. 
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Даю это доказательство в наших символах: х и у выбираются, согласно 
сказанному выше, так, чтобы они удовлетворяли двум уравнениям: 


3(а—5) _ 5? 
6 < у 


у? —= (ао х)х. 


Надо доказать, что этот х и есть искомый отрезок. В силу части 5, 
следствия ГУ из предложения ХХХИУ: 


3 (@— 6) у ==53, 


ИЛИ 
3 
@—бу=-, 
но 
2 — (ар х)х, 
откуда 


(а—6) (ато х)х= 5 
Прибавляем к обеим частям уравнения 6 (6 х)х: 
еее о --х)х. 


Так как 


(а— 5) (а-Ро--х) х= (а— 5) (а х)х- (а—в) 5х, 


то 


(а— 5) (ах) х- (а— Вох (6- >») вх хх. 


Но 
| (а— 6) 6х (6-х) 6х = (а х)дх. 
Значит, 

(а—5) (ах) Хх (а--х) бе о 6-Х) бх, 
ИЛИ 


(= - ЛХ = 5 08-0 (6--х) 6х. 


Умножаем все члены на 3: 
За (а--х)х = 53-36 ФГ >) рх. 


Прибавляем к обеим частям уравнения х3-- а3: 


хз —- За (а-- х) х- а = т рЙ (6-х) 6х хз а3, 
(ха) = (6-Е хз 48, 


что и требовалось доказать. 


ИЛИ 


Если вспомнить, что все эти преобразования производятся геометри- 
чески, то нельзя отказать Кавальери в исключительно виртуозном владении 
техникой античной геометрической алгебры. 


„... ОГРАНИЧЕННАЯ ПРЯМАЯ ЛИНИЯ“, Т.е. отрезок прямой. 

„...НА НЕЙ ПОСТРОИМ ПРЯМОУГОЛЬНИК, РАВНОВЕЛИКИЙ КВАДРАТУ М И ВЫСТУПА- 
ющий за ЕР КВАДРАТОМ“; [60% т\у бофэтоду воЭаау сф бофеуте. четраюуф {ооу 
пара АМА бтрацииюу ‘караВа\ем отер- 
ВоЛЛоу четрауюую, как выражается 


[Й 
0. г... ое г---^ Евклид. Смысл: построить на дан- 
{ 
|. | , ном отрезке прямой АВ прямо- 
} 
тит | угольник АВСР так, что если при- 


бавить к нему квадрат ВСАТ, име- 
ющий сторону, равную искомой 
стороне ВС прямоугольника, то сумма площадей прямоугольника и квадрата 
будет равна площади данного квадрата ©. 
СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ Х1.1. Обозначая ха == р, Хх = а, 
получаем 
р — 93 = а3, 
р —4 =а— 6; 
итак, задача сводится к нахождению неизвестных по их разности и разности 
их кубов, что теперь решается алгебраически много проще, чем это делает 


Кавальери. Любопытно применёние этой задачи для нахождения объема шаро- 
вого слоя. 
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ОПЫТ ЧЕТВЕРТЫЙ 


СТУПЛЕНИЕ. Это вступление имеет главной целью защититься от обви- 
нений в плагиате, раздававшихся со стороны иезуитов и французских 
ученых (прежде всего Роберваля, впоследствии и Паскаля). Замеча- 
ния вроде таких: „Поскольку МНЕ ИЗВЕСТНО, ПЕРВЫЙ“, „ВЫНУЖДЕННЫЙ 

ПРОТИВ ВОЛИ заниматься другими делами, я не мог больше думать об этих 
вопросах“, или: „Но в то ВРЕМЯ Я БЫЛ СЛИШКОМ ЗАНЯТ, ЧТОБЫ ПОСВЯТИТЬ СЕБЯ 
ЭТИМ ВОПРОСАМ. Лишь СПУСТЯ ДОЛГОЕ ВРЕМЯ“ и т. Д.,— имеют целью объяснить, 
почему Кавальери, натолкнувшись первый на свое открытие, не опубликовал 
его своевременно. Весь этот инцидент с плагиатом будет мной освещен подробно 
в другом месте, но ввиду того что эти обвинения раздаются до сих пор, я считаю 
нужным здесь же привести письмо Кавальери Галилею, из которого видно, что это 
открытие было сделано Кавальери уже в 1637 г. (письмо от 29 декабря 1637 г., 
№ 3631, в Собрании сочинений Галилея), т. е. почти одновременно с Ферма 1; 
так что если приоритет и принадлежит Ферма, то о плагиате не может 


‘быть речи; перед нами не столь редкий случай, когда одно-и то же открытие 


делается двумя современниками. 

Вот это письмо ?: „Я натолкнулся на прекрасную вещь: пусть дан 
параллелограм 04 и в нем диаметр ас, парабола айс, кривая а, другая 
кривая а/с, так что если провести какую угодно прямую е/, параллельную да, 
то 4с:а/==а4:а}, далее, 4с:#/ == а4:а?Р; ас: = а93: а}; ас: И == а: ай 
и так далее последовательно, согласно порядку алгебраических степеней. 
Я утверждаю, что параллелограм 64 в два раза больше треугольника аса, 
в три раза — трехсторонника айс@, в четыре раза — трехсторонника аа, 
в пять раз — трехсторонника @а/с@ и так дальше — в 6 раз, в 7 раз, в 8 раз, 
в 9 раз и т. д. для следующих трехсторонников. Так вот, знайте, что я 


вычерчиваю параллелограм 04, причем изображаю его в виде квадрата 8. 
у Е р 

1 Ферма сообщает о своем открытии Робервалю в письме от 22 сентября 
1636 г. См. Оецуге$ 4е Регта%ф, 1894, т. П, стр. 73. 

2 Я изменил в нем применительно к чертежу на стр. 311 буквенные обо- 
значения. 

3 Как это делается в теории абсцисс. См. следствие ПИ из предл. ХХ 
кн. ИП, стр. 236. 


провожу в нем диаметр ас и вычерчиваю с максимальной точностью параболу 
айс и кривую а; я решаю при помощи этого инструмента множество задач 
так же, как вы это делаете при помощи циркуля, хотя, конечно, циркуль 
более удобен, чем этот инструмент. Я не хотел опубликовать этого, не напи- 
сав вам, и не сделаю этого без вашего согласия, хотя я и решаю некоторые 
задачи указанным инструментом. Если вы разрешите, я украшу этой задачей 
мои «Сто различных задач»“, 

Попутно разъясним термины „трехсторонник“ и „четырехсторонник“ 
({ИПпеши и ацадиИтеит), которые мы встречаем в „Опыте 1“ на каждом 
шагу. Под трехсторонником разумеется фигура, ограниченная двумя коорди- 
натными осями (или параллельными им прямыми) и кривой; под четырех- 
сторонником — фигура, ограниченная осью, двумя ординатами и кривой (то, 
что теперь называется криволинейной трапецией). 

„ -..В моих «Ста различных задачах» (В ПОСЛЕДНЕЙ ЗАДАЧЕ “; следовательно, 
в 1640 г., Кавальери дополняет эти замечания следующими (надо иметь в виду, 
что „биквадрат“, или „ квадриквадрат“, или „квадратоквадрат“ — это четвер- 
тая степень, „квадрикуб“, или „квадратокуб“ — пятая степень, „кубокуб“, 
— шестая и т. д.) 5 „Я нашел, что если параллелограм имеет т( 
же основание, что и парабола, которое служит в то же время осью (ё 1п- 
ого аПо ${е550 а55е), и если парабола вместе с параллелограмом будет вращаться 
округ основания, так что параллелограм производит цилиндр, а парабола— 
параболическое веретено, то цилиндр будет так относиться к нпараболическому 
веретену, как 15 к 8, и соответственно этому я нашел также способ измерять 
сегменты этого веретена, образованные плоскостями, пересекающими под 
прямым углом ось вращения. Это удалось мне при помощи принципов моей 
новой геометрии, причем я предварительно доказал некоторое другое поло- 
жение, не менее достойное внимания: что если в параллелограме провести 
прямые, параллельные одной из сторон, сколько их только возможно про- 
вести (аиаще $1 пе роззопо Фтаге), и продолжить их неограниченно в обе 
стороны, то части их, остающиеся в параллелограме, т. е. (выражаясь языком, 
принятым в той же геометрии) все линии параллелограма, будут в два раза 
больще всех линий, содержащихся в одном из образовавшихся треугольников. 
Все квадраты параллелограма будут в три раза больше всех квадратов того 
же треугольника. Все кубы будут в четыре раза больше всех кубов. Все би- 
квадраты будут в пять раз больше всех биквадратов (я все время подразумеваю: 
в параллелограме и в указанном треугольнике). Отсюда я делаю правдопо- 
добное заключение, что все квадрикубы будут в шесть раз больше всех квад- 
рикубов; что все кубокубы будут в семь раз больше всех кубокубов, и так до 
бесконечности сообразно последовательному ряду чисел, хотя яв своем дока- 
зательстве и не пошел дальше всех биквадратов. Но пусть читатель простит 
меня за то, что я, чтобы не оставить под спудом факта, достойного изучения 
тончайших геометров, перешел к материи, слишком трудной для чистых прак- 
тиков и понятной лишь немногим“. 
= 


+ Первая часть этой заметки до слов: „При помощи принципов новой геоме- 
трин“ содержится уже в письме к Галилею от 25 января 1639 г. № 3839. 
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».*- ЧЕРЕЗ НАШ ГОРОД ПРОЕЗЖАЛ ОТЕЦ НиЧчЕРОНЕ“; Об этой встрече с Ничероне 
Кавальери сообщает Галилею в письме от 14 февраля 1640 г. № 3967 при- 
близительно в тех же словах, что и здесь. ` 

»... КОТОРЫЙ БЫЛ МНЕ ЛИЧНО ИЗВЕСТЕН И ПРЕЖДЕ“; См. письмо к Галилею 
от 23 октября 1635г. № 3200: „В это утро я в течение полутора часов 
имел беседу с французским дворянином, который мне кажется весьма понят- 
ливым в математике: я считаю его вторым Вьета. Он сказал мне, что хочет 
навестить вас. Это — синьор Жан Богран, советник и секретарь короля 
Франции. Я думаю, что он доставит вам величайшее удовольствие, и, поскольку 
я мог понять, вы найдете еще одного такого же верного слугу, как брат 
Бонавентура“. | 

Об ответном письме Бограна Кавальери сообщает Галилею 21 августа 
1641 г. № 4159. 

Наконец, можно определенно утверждать, что к 1642 г. исследование 
Кавальери во всех основных чертах было уже готово и что позже он при- 
бавил только ряд деталей для округления и полноты картины. 
Р. Маджиори в письме к Торичелли от 19 июля 1642г. (т. Ш сочинений 
Торичелли, стр. 75) сообщает о присланном ему Кавальери „доказательстве 
положения, что параболическое веретено относится к своему цилиндру, как 
8к15“. Это доказательство содержит лемму 1 (предл. ХУП „Опыта“), лемму | 
(предл. ХУ „Опыта“), лемму Ш (предл. ХУШ), лемму [У (предл. ХХ! — ХХШ) 
и, наконец, теорему (предл. ХХМУ). Ничем, кроме некоторых иных букв для 
обозначения точек и нескольких описок, этот набросок от окончательной редак- 
ции не отличается. 

Брошенное французами обвинение в плагиате основано на письме 
Ферма, отправленном Кавальери через посредство Мерсенна ранее 1644 г. 
Это письмо опубликовано Таннери в сочинениях Ферма (Регта+, Оецугез, 1, 
Райз 1891, стр. 191 — 198). Оно издано по двум рукописным копиям в биб- 
лиотеке Бонкомпаньи. Текст этого письма воспроизведен почти дословно 
Мерсенном в его „РгаёаНо а Меспашса“ ПУ: „Эти [правила] могут быть 
здесь уяснены как раз в том же виде, в каком Ферма пожелал по моей 
просьбе изложить их Бонавентуре Кавальери, тончайшему геометру“. 

Приводим перевод этого письма. 

„Уже давно, следуя примеру Архимеда касательно параболы, мы нашли 
квадратуру всех тех бесконечных (по числу) парабол, в которых абсциссы на 
диаметре пропорциональны ординатам (дословно: аппликатам), возведенным 
в какую угодно степень. Эту истину, открытую нами впервые и уже давно. 
тому назад, мы сообщили г. Бограну и другим; однако необходимо признать, 
что г. Роберваль, приступивший к изучению таких проблем по нашим ука- 
заниям, нашел их решение своим собственным умом благодаря своей про- 
ницательности и одаренности в таких науках. | 

Равным образом мы нашли и центры тяжести этих фигур, равно как 
и произведенных ими тел, притом особым, открытым нами способом, при 
помощи которого нам. удалось построить касательные к каким угодно кривым 
линиям, асимптоты этих кривых, а также и решить всевозможные задачи на 
нахождение наибольшего и наименьшего (значения). 


Но переходим к делу: ученейший Бонавентура Кавальери ставит вопрос, 
как следует разрешить (4ш4 Чейтепдит) указанные выше квадратуры. Для 
этой цели мы выработали общее правило, при помощи которого мы полу- 
чаем решение не только для того случая, когда отрезки диаметров (рапез 
Ч атейт, т. е. абсциссы) сравниваются со степенями ординат (дословно: алпликат, 
аррИсафае), но и для того случая, когда какие угодно степени абсцисс сравни- 
ваются с какими угодно степенями ординат. Вот к какому общему выводу 
мы приходим. 

Пусть дана какая угодно параболическая фигура, например ЕАР, 
и пусть, например, дано, что куб СА так относится к кубу ВА, как квадра- 
‚токвадрат ЕС к квадратоквадрату ОВ. 

Беру показатели степеней как ординат, так и абсцисс. Показатель 
квадратоквадратной степени ординат равен 4, показатель кубичной степени 
абсцисс есть 3. 

Я утверждаю ввиду этого, что параллелограм ЕН так относится 
к фигуре ЕАБ, как сумма показателей обеих степеней к показателю степени 
ординат. Так, например, в данном случае, д Н 
описанный параллелограм относится к фигу- 
ре БАР, как 7 к 4. Отсюда ясно, что если, 
например, квадратоквадрат ЕС так отно- 
сится к квадратоквадрату ОВ, как СА в 
первой степени к АВ, то, поскольку пока- 
затель первой степени (]ае11$) есть единица, параллелограм в этом случае 
относится к фигуре, как ок 4. 

Ничем не отличается процедура и во всех фигурах такого рода до бес- 
конечности. ‘ 
| Итак, верно то, что ученейший муж предложил лишь как мыслимое 
(дцо4 дцбНащег ргоропера*), именно для случая, когда степени ординат сравни- 
ваются лишь с длиной абсцисс, или, как выражаются алгебраисты (апа1узве), 
с первой степенью (сит 1а{еге): 


к параболе, как 3 к2, 

к кубичной параболе, как 4 к 3, 
к Квадратоквадратной параболе, 
как ок 4, 

и т. д. до бесконечности. 


к треугольнику, как 2 к 1, 


Параллелограм относится | 


Но если прямая СА остается неподвижной, а фигура, вращаясь, обра- 
зует тело, то отношение цилиндра ЕН к такого рода телу можно найти по 
такому правилу: 

Цилиндр так относится к телу, как сумма удвоенного показателя 
степени абсциссы с взятым один раз показателем степени ординаты отно- 
сится к показателю степени ординаты. 

Например, пусть куб ЕС так относится к кубу ОВ, как квадрат СА 
к квадрату БА. 

Квадратный показатель абсциссы есть 2; удвоенный — 4; прибавив 3, 
показатель степени ординаты, взятый один раз, получим 7; итак, 7 так отно- 
сится к 3 (к показателю степени ординаты), как цилиндр к телу. 
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Это положение дает исчерпывающий ответ на второй вопрос. 

Центры тяжести во всех такого рода фигурах как плоских, так и телах 
делят диаметры в отношении, равном отношению (площади) параллелограма 
к (площади) фигуры, или цилиндра к телу. 

Если же фигура вращается вокруг ЕЁ, то получается уже не простое 
тело, как указанное выше, а сложное. Отношение его к описанному цилиндру 
тонкий геометр найдет без труда из простых тел, равно как и положение центра 
тяжести, Но все это, если пожелает г. Бонавентура, мы изложим с доказатель- 
ством и более подробно. 

Задавая же вопрос: могут ли быть коническими сечениями и другие 
(из этих) кривых, кроме треугольника и параболы, он, повидимому, забыл 
о (специфических) свойствах каждой из них. Это в такой же мере невоз- 
можно, как чтобы при сечении шара плоскостью получились параболы или 
гиперболы, или эллипсы. 

Убедительно прошу его о присылке, кроме этих, еще каких-либо задач 
из Италии“. 

Если даже предположить, что письмо это дошло до нас в редакции 
подлинника, без всяких изменений, и что Кавальери получил его 1, то все же 
остается непонятным, что мог Кавальери заимствовать у Ферма: окончательные 
результаты были ему, как мы видели, известны уже в 1637 г., а никаких дока- 
зательств Ферма здесь не дает. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ 1. Кавальери, впервые введший в Италин препода- 
вание логарифмов, хотя и не в силу природного интереса к алгебре, а по обя- 
занности службы, конечно, был достаточно компетентен в этих вопросах. Здесь 
он делает попытку вырвать несколько наиболее важных алгебраических истин 
из их окружения и „облагородить“ их, подняв их до уровня высокой геомет- 
рической науки. 

СЛЕДСТВИЕ [ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ 1. Мнимые степени, см. введение, 
стр. 68. 

СЛЕДСТВИЕ ИП ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ [. Перемножить все линии на 


@ в 
все линии не означает | уах- [ у4х; под перемножением всех линий (см. выше, 
о о 


стр. 203 и 364) подразумевается, что каждая линия одной фигуры образует 
прямоугольник с соответствующей линией другой, т. е. у множится на уи 
получается у“, а затем эти прямоугольники суммируются, так что полу- 


а 
чается /у2ах. 
к 


СЛЕДСТВИЕ ПИ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ Ш. ... „ПРОИЗВЕДЕНИЕ, ПОСТРОЕННОЕ 
НА 0. р. ПАРАЛЛЕЛОГРАМА Р/ и НА 0. р. ПАРАЛЛЕЛОГРАМА АЛ“, т. е. „все прямо- 
угольники“, каждый из которых имеет сторонами степень каждой из всех 
линий параллелограма РМ и степень соответственной из всех линий парал- 


1 В последнем Бортолотти (544 е псегсве зиПа за аеЙа таетабса т 
НаНа, статья „ОТ ил {еогета {оп4атегца]е 41 са1]со]о иЧерга1е“, стр. 211, прим. 18) спра- 
ведливо сомневается: письма Кавальери к Торичелли скорее свидетельствуют об 
обратном. 


Но переходим к делу: ученейший Бонавентура Кавальери ставит вопрос, 
как следует разрешить (4Ш4 Чейтепдит) указанные выше  квадратуры. Для 
этой цели мы выработали общее правило, при помощи которого мы полу- 
чаем решение не только для того случая, когда отрезки диаметров (рапез 
Чате, т. е. абсниссы) сравниваются со степенями ординат (дословно: алпликат, 
аррИса!ае), но и для того случая, когда какие угодно степени абсцисс сравни- 
ваются с какими угодно степенями ординат. Вот к какому общему выводу 
мы приходим. 

Пусть дана какая угодно параболическая фигура, например ЕАР, 
и пусть, например, дано, что куб СА так относится к кубу ВА, как квадра- 
‚токвадрат ЕС к квадратоквадрату ОВ. 

Беру показатели степеней как ординат, так и абсцисс. Показатель 
квадратоквадратной степени ординат равен 4, показатель кубичной степени 
абсцисс есть 3. 

Я утверждаю ввиду этого, что параллелограм ЕН так относится 
к фигуре ВАБ, как сумма показателей обеих степеней к показателю степени 
ординат. Так, например, в данном случае, д Н 
описанный параллелограм относится к фигу- 
ре БАР, как 7 к 4. Отсюда ясно, что если, 
например, квадратоквадрат ЕС так отно- 
сится к квадратоквадрату ОВ, как СА в 
первой степени к АВ, то, поскольку пока- 
затель первой степени (]ае11$) есть единица, параллелограм в этом случае 
относится к фигуре, как ок 4. 

Ничем не отличается процедура и во всех фигурах такого рода до бес- 
конечности. ь 
| Итак, верно то, что ученейший муж предложил лишь как мыслимое 
(дцо4 дцбНащег ргоропера*), именно для случая, когда степени ординат сравни- 
ваются лишь с длиной абсцисс, или, как выражаются алгебраисты (апа1узве), 
с первой степенью (сит 1а{еге): 


к параболе, как 3 к2, 

к кубичной параболе, как 4 к 3, 
к Квадратоквадратной параболе, 
как ок 4, 

и т. д. до бесконечности. 


к треугольнику, как 2 к 1, 


Параллелограм относится | 


Но если прямая СА остается неподвижной, а фигура, вращаясь, обра- 
зует тело, то отношение цилиндра ЕН к такого рода телу можно найти по 
такому правилу: 

Цилиндр так относится к телу, как сумма удвоенного показателя 
степени абсциссы с взятым один раз показателем степени ординаты отно- 
сится к показателю степени ординаты. 

Например, пусть куб ЕС так относится к кубу ОВ, как квадрат СА 
к квадрату БА. 

Квадратный показатель абсциссы есть 2; удвоенный — 4; прибавив 3, 
показатель степени ординаты, взятый один раз, получим 7; итак, 7 так отно- 
сится к 3 (к показателю степени ординаты), как цилиндр к телу. 
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для получения степеней а -|-- 6 очень любопытна но своей символике. Кавальери 
сам указывает на свои источники: — это Клавий (последняя страница И книги 
„Геометрии“) и Вьета, которого он считает величайшим алгебраистом (письмо 
к Галилею от 23 октября 1635 г. № 3200). Книга Вьета („Сеейсопипт НБП“) 
вышла в 1593 г. во Франции; Клавий — немец, его „Алгебра“ вышла в Риме 
в 1608г. В отличие от итальянских алгебраистов, обозначавших сложение 
и вычитание знаками р (плюс) ит (минус), Кавальери, вслед за Вьетой 
и Клавием, применяет знак -|- ; каки у Вьеты, умножение обозначается 
союзом ш, степень (4 — квадрат, с—куб) стоит после буквы, а коэфициент 
вслед за степенью; знака равенства еще нет. Но есть и ряд отличий от 
Вьеты. У Вьеты плюс обозначается латинским крестом (—-), у Кавальери — 
мальтийским крестом (см. таблицу в тексте). Этот знак появляется в ХУ в. 
спорадически в Испании и Бельгии; за десять лет До „Опытов“ Кавальери, 
в 1637 г. его применил Декарт („Га овотене“, стр. 325), но по всем види- 
мостям Кавальери не был знаком с „Геометрией“ Декарта, и источник 
Кавальери в этом случае неизвестен. Точно так же, когда Кавальери, в про- 
тивоположность Вьета и Ферма, употребляет для алгебраических величин не 
большие буквы (А, В), а малые (а, Ь) (так же обозначает их, как мы Уувидим 
ниже, и Богран), то затруднительно указать его источник, впервые встре- 
чается такое обозначение в 1631 г. в книге Т. Гарриота „Аг$ апа1]уЧсае 
ргах!$“, вышедшей в Лондоне *. 

Впрочем, необходимо обратить особое внимание на то, что такой алге- 
браический экскурс Кавальери позволяет себе только один раз и притом не 
в тексте, а в схолии; в тексте и выше и ниже и символика И метод доказа- 
тельства чисто евклидовские. Вдобавок он не доказывает этим алгебраи- 
ческим приемом какие-либо новые положения, а только иллюстрирует гюоло- 
жения, уже доказанные методом Евклида. См. выше введение, стр. 67 и сл. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХУШ. Прекрасный образчик того, что при более 
сложных задачах евклидов метод теряет всякую наглядность и сбивает с толку 
читателя (ср. замечание Кавальери в схолии к предл. ХУ: „Если кому-либо забла- 
горассудится двигаться дальше по тому же евклидову пути, то путь этот будет 
для него становиться с каждым шагом все труднее и трулнее...“) Из выражения 
„Теперь покажем, каким образом из оставшегося можно составить один 
94. АР и 12 произведений, построенных на д. АР и 4. ОВ“, можно, кажется, 
заключить, что Кавальери сначала получил алгебраически (методом, сходным 
© примененным на стр. 391) готовый результат, а затем группировал полу- 
ченные евклидовым путем суммы, приноровляясь к этому результату. В схо- 
лии Кавальери сам рекомендует и в этом случае для высших степеней умно- 
жать по правилам алгебры. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХ!. Основной исходной предпосылкой этой теоремы 
является следующее положение: в двух конгруэнтно равных фигурах все про- 
изведения, построенные на 0.р. первой из них с одним показателем (п) и 
на о.р. второй из них с другим показателем (т), равны всем произведениям, 


=> 


+1 Е. Са]ог! А Ногу о Маета#са! Моайопз. 1, 1928, стр. 187 — 189, 
236—239 и др. 


построенным на о.р. первой фигуры со вторым показателем (т), и на о.р. 
второй с первым (п). В этом легко убедиться, сравнивая каждое из первых 
произведений с каждым из вторых; для частного случая это сделано Ка- 
вальери в последнем абзаце этой теоремы. Положение, что д. р. одинаковой 
степени (например о. с.) двух конгруэнтно равных фигур равны между собой, 
является частным случаем этой предпосылки. 

Приняв для упрощения (как это делает Кавальери в своей теории абс- 
цисс), что СА —= СО = а, и назвав каждую из всех линий треугольника СЕР 
через х, а каждую из всех линий треугольника АСЕ ‚ следовательно, через а — х, 
мы сможем ход рассуждения Кавальери схематически изобразить так: 


а 


(9. а а {2 
Даах= ках -з г (а—х) х? +3 /(а— хак | (а—х}з ах. 
- 0 0 0 0 


ь $ ы т 

/ аз х = / а - а? ах; / ах? х = / а. хзах. 
6 0 0 0 

„---ОБА ПРОИЗВЕДЕНИЯ ИМЕЮТ ОДНУ И ТУ ЖЕ ВЫСОТУ, ИМЕННО 0.[. А)“ — 
это сокращенное условное выражение должно означать только то, что любая 
ИЗ „всех линий“, например СО, есть общая высота всех неделимых, иными * 
словами, что постоянный множитель СР —= а можно вынести из-под знака 
интеграла: 


д. а [и 


у [$2 а а 
Г а-аах: а - х?Ах ==а / а?4ах : а | хЗх —= [ азах: [ жах=З: 
о 6 0 0 о 0 


откуда 
[42 


ГРА 
5} аз4х = 3 / ах?ах. 
0 0 


Но 


0 


а а а а [44 
Давах= акк хо аах / (а— х) хх - | хзах, 
0 0 0 0 0 


откуда 
[4 


. ы |2) 2 
г. == р (а— х) хзах— / хзах 
0 6 0 


ИЛИ 
а (+2 


[ ких --3 [ е—х) эаж-з а хх ах 
0 0 0 


. ы ; 
—- / (&— хз ах =3 (а—х) х?4х-Р 3 | хзах. 
/ а / 


& а 
Вычтя из обеих частей уравнения | хзах-|-3 | (@—х) хах, получим 
< 0 0 | 


а {2 Я [2 
З/ х (@а— х)* ах = [ зах (так как | хЗих — ] (@а—^)3 4х, как было ска- 
9 ЙО 9 0 


% 


401 
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_ссоальбюнии 


402 


а 


@ 
зано в начале), но и 3 [х(а—х)?ах=3 [ х?(а—х)ах, как было ска- 
0 0 
зано в начале (см. стр. 400 внизу); откуда 


< 


Ир ы [а 
/ аз х = .. хЗах | 3 г (а—х)хах-- 
о 0 $ 


[4 а Я 
3 Га— хе хах-- / (а — ах = [ хзах. 
о [ 6 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХИ. Здесь вывод чисто геометрический и потому 
символы интегрального исчисления не облегчат понимания процедур Ка- 


вальери. Ввиду сложности задачи я повторяю здесь его рассуждения в 00- 
лее компактном написании: | | 


0. 44. АВС-р 0. 44. АСР =20. 44. АВС = 20. 49. ВМ-№ 20.94.(МАС == асм)-- 
—- 12 [0.9. ВМХ о. 4.(МАС-Е ССМ]| 
(предл. ХУШ со следствием). Или 

0.44. АВС == 0.94. ВМ- 0.449. (МАС - ССМ) -| 6 [0.9. ВМЖ 
Х 0.49. (МАС -Н (СМ]] 
0.99. АВС : 0.99. МАС = 32 : 1; (1) 
0.94. АВС : 0.449. (МАС + (СМ) = 16: 1 (2) 

Из (1) и (2): 


(0-94. ВМ-[ 0-44. (МАС -- ССМ) -| 6 (0.4. ВМХ 0.49.(МАС 
—г ССМ]] : 0.94.(МАСЗ -- ССМ) =16:1. (3) 
Пуу14еп4о (т. е. образуя в (3) отношение разности членов каждого 
отношения к своему последующему): 


[0-99.ВМ--6 (0-4.ВМХ 0-4.(МАС -|- ССМ)] : 0.99. (МАС -+ ССМ) = 15:1. (4) 
Но 
0.44. ВМ == 0.4. ВМ Х 0.4. ВМ, 


(0.4. ВМХ 0.4.ВЬ) : (0.4. ВМ Х 0.4.ВМ) = о.9.ВО : 0.4. ВМ== 
== ОС? : С№ = 4:1, (5) 
(0.4. ВМ Х 0.4. ВМ) : 6 [0.9. ВМ Ж 0.4. (МАЗ -+ ССМ)] = 
==0.4. ВМ ; 60.49. (МАС - ССМ); 


откуда (так как 0.4. осм=- 0.9. ЕМ№М, согласно предл. ХХУ кн. И „Гео- 


метрии“ и, значит, 0.4. (МАС -- ССМ) = -. 0.0. ВМ). 
(0.49. ВМ Х 0-4. ВМ) : 6 [0.9. ВМХ 0.4. (МАС -- ССМ) = 
— 0.0. ВМ: 6- 3-04. О (6) 
Из (5) и (6), ех аедчай: 
(0.4. ВМ Х 0.4. ВО) : 6 [0.4. ВМ Ж 0.4. (МАС -- ССМ)] =4; 2. (7) 


Из (5) и (7) соШоепао (т. е. образуя отношение предыдущего к сумме 
последующих в двух пропорциях с равными предыдущими членами): 


(0-4. ВМХ 0.4. ВР) : 10.44. ВМ-- 6 0.9. ВМХ 0.4. (МАС-- ССМ)]| = 
20: 15. (8) 


Здесь пропущена у Кавальери приблизительно такая фраза: „Ех аедцаН 
Ниг Фаст зи 0.0. ВМ, & зиБ 0.4. ВО а4 0.99. АМД, ССМ, еп и 20 аа вх, 
т. е. (выражаясь нашим языком), перемножая пропорции (8) н (4), получаем: 


(0.4. ВМХ 0.4.ВР) : 0.44. (МАС - @СМ) — (20: 15) - (15: И=20: 1. (9) 
Со 5епдо (8) и (9), имеем 


(0.4. ВМ Ж 0-4. ВО) : {0.дд. ВМ -|- 6 [0.4. ВМХ 0.4.(МАС —= @СМ)] 
-- 0-94. (МАС -Ё ССМ)} =20 : 16; 
Или, что то же, 
. (0-9. ВМ Ж 0-4.ВЬ) : 0.99. АСВ =—=50 : 16. (10) 
Но к 
0.4. ВО : 0.9. ВМ = 4: 1; 
откуда 
(0.9. ВО Ж 0.9.ВЬ) : (0.9. ВМ Ж о.9.ВР) == 

— 0-99. БР : (0.9. ВМХ 0.4.В) =4:1-80 : 20. (11) 


Ех аедиаИ (10) и (11), 
0.94-ВЬ : 0.94. АСБ— 0: 16—5:1 


Отметим разительный контраст между доказательствами предложений 
ХХ! и ХХИ: несмотря на геометрические символы, предложение ХХ! дока- 
зано по существу алгебраическим способом; предложение ХХИ построено по 
евклидову образцу (оно основано на подобии и преобразованиях пропорций). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХШ. Относительно этих диагоналей, которые Ферма 
назвал бесконечными параболами (линейной, квадратной параболой, кубич- 


ной параболой и т. д.), и спора о приоритете и плагиате, возгоревшегося, 


вокруг этой теоремы, см. выше стр. 394 и след. 
В наших терминах: если уравнение параболы (у и х здесь поменялись 
местами по сравнению с уравнением предложения ХХХУИШ ки. | „г еометрии“) 


2 
а 

7 р] 
У2 №. 


то площадь треугольника, у которого основание равно высоте, есть 


О 

Е а3 
| ор ВА 
С 3 
0 


СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХии. „...ТАК КАК ЯСНО, ЧТО МОЖНО 
СДЕЛАТЬ ТАКОЕ ОБРАТНОЕ ЗАКЛЮЧЕНИЕ ИЗ СЛЕДСТВИЯ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ | книги 1\ 
«ГЕОМЕТРИИ НЕДЕЛИМЫХ» “. Предложение [ кн. 1\ вкратие приведено в коммента- 
рии к следствию из теоремы ХИХ кн. И (выше, стр. 375 и 376, там же и чертеж); 


‹ледствие же из него следующее: „Если провести в трехстороннике СМНЕ- 
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прямые, параллельные оси или диаметру СС, то они относятся, как квадраты 
отрезков (абсцисс), отсекаемых ими от касательной СЁ и отсчитываемых от 
вершины параболы, т.е. точки С, так как доказано, что ОМ№ или НЕ так. 
относится к №/М, как квадрат ЕС к квадрату СМ, а точка М№ взята про- 
извольно, а следовательно, и т. д.". 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХЖУ. „...о.9. ВО ОТНОСЯТСЯ К РАЗНОСТИ ПРЕДЫДУ- 
ЩЕГО С ПОСЛЕДУЮЩИМ“: 


0.9. ВО == 0.9. АНСВ -|- 2 0.[. АНСО Х о. АНСВ -| 0-4. АНСП; 
0.4. ВО : (0-9. АНСО-Е 2 0.1. АНСВ Ж о. АНСО) =15 : 7; 
0.0.ВР: 0.9. ВР =15 ; 15, 


откуда 
0.0.ВР — 
0.4. ВО — (0.4. АНСЬ-- 04. АНСВ Х о. АНСЬ) = 15—71? 
0-4. ВОт Иа | 


0.4. АНСВ `- 8 


В наших терминах 1: 
Дазах: | ах | ааак: | хак 5: 15153 (1) 
[а-вах: [а-уах= [аах: | уах= 
= Г ах: | пах 1-16: 5. 


а у=у[(а—Уу-Ну| = у(а— у)-- у, 


Но 


откуда 
‚' зах: || уа—у- ах =15: 5. (2) 
Далее, из (2) и (№): 


ы ах: т [у@— у -Е у] 4х.— т ах} =19: (5—3); 


/ а?4х : [> (а — у) 4х =15:2 


й а?ах : { 2у(а— у) ах=15 : 4. (3) 
Из (1) и (3): 


[ вах: {  уак-- за ууах | == 15: (4-3) 
р. а?ах: Го--2у(@—у) Пр 10° 


а? == [(а — у) Е УР, 


вы ——. 


1 Как это делает Кавальери в его теории ЗО, берем все время вместо па- 
404 раллелограма ромб со стороною а. 


откуда 


Г @— 5 = Вах : й От 2(а—УУ4х=15: 7, 
# (а— уз 2 (а—уу-РуТах: я 0-2 (а—уу4х=15.:7, 
составляя разности предыдущего с последующим, 


ДГ <ах : (а узах = 18 ет) — 15:8, 


откуда 
М нилинора . М вБиемена == р, а?Чх : р (а— у)? В Ь 


СХОЛИЯ. См. комментарий к вводным словам этого „Опыта“, стр. 394 и сл. 

Процедура Бограна (от „первой леммы Бограна“ до предл. ХХХ со 
схолией) обращает на себя внимание ввиду своей исключительно передовой 
алгебраической символики: здесь алгебраические величины обозначены малыми 
буквами, коэфициент стоит перед членом и, что удивительнее всего, — показа- 
тель обозначается совсем, как теперь (тогда как Декарт`и Эйлер писали хх 
вместо х*). Единственная разница состоит в том, что показатели обозна- 
чаются не арабскими, а римскими цифрами. 

СЛЕДСТВИЕ ИЗ ПРЕДЛОЖЕНИЯ ХХУ\/И. Из того, что доказатель- 
ство ведется во всех восьми случаях одинаковым образом и что каждый раз 
получается число, на 1 большее, чем о. р., с нашей точки зрения еще не 
следует, что нами получена общая формула. Богран и Кавальери не отдают 
себе еще ясного отчета в разнице между неполной индукцией ‹и общей 
математической формулой. 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХУШ. В наших обозначениях ход рассуждения такой: 
(АВ = а, @А=НС=Ь, степень — н). 

о.р. ЕВ : о.р. АНСВ = 
— (0.р.РВ : о.р.ЕВ). (0.р.ЕВ: о.р. РАВ) - (0.-р. РАВ : о.р. АНСВ); 
._ 0-р. РВ: 0.р. ЕВ = (@а—5) : а; 
о.р. ЕВ : о.р. РАВ = п 1=а: АК; 
о.р. ГВ : ор. РАВ = (а—5) (в 1): а = (@— 5) ("НП а: ат"; (1) 
: 0.р. АВ : о.р. БСН = а" Т*: ри. 


> 


рег сопуегзюпет 0о.р. ОВА ;: (о.р. РВА— о.р. НС) = а" +1: (от Бет), 
о.р. РВА ; огр. АНСВ == а"! ; (а — +). (2) 


Сложное отношение, составленное из (1) и (2),- т. е. произведение 
их, есть 
о.р. РВ : о.-р. АНСВ = (а— Ь) (п-- 1) т. В (+! —жы: и), 


о.р. ГВ : о.р. АНСВ = (а— 6) (п-Р Ва”: АВ. 
а—6 


Но о.р. ЕВ есть | а’ах; 
0 


а—0 
о.р. АНСВ — 1. (ХЕ вах, 


0 


405 


406 


откуда 


а—6 и -—ь 
‚Г а’ах: [ (х-- 5)" ах = (а—6) (п-- Па" ; (а — 6"). 
0 0 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ !. СЕ = ЕР ==а; СЕ ==6; 
В наших обозначениях: 


Согласно предложению ХХУШ, 


4 п 


а а 
[ вах: т) х — / а?4х : Дж = 


а—6 а—ь а—ь а--6 


=3(а— 6) - а? ; (23 — 63) =[Г: МО; 


С (62 
дит ыы 


@—6 
Дауи= ] (@—у)у + лв 
а—=0 
откуда 
-- о ”. 
Гапах : | / в дуак-| ух |1: МО: 
а—65 а—6 я—ь 
а На а .- 
й а44х : / хх = у а?ах : / ее == 
а—6 а—6 а—6 а—6 


5(а—ба*: (а8— 65) =: ММ. 
Из (3) и (4): 


[#3 а ь 
[ вах: | (@—у) уах= Е: (МО— ММ ==: МО: 
а—ь а—6 
_ п 
[ азах : Д2а—ууах=Е: мо =: №. 
а—6 о—ь 


(1) 


(2) 


(3) 


(4) 


(5) 


1 Для упрощения рассуждений (как это делает сам Кавальери в своих след- 
ствиях при применении теории абсцисс) беру СЕ = ЕО; как указывает Кавальери 


при изложении этой теории, это не изменяет результата. 


Из (5) и (4): 


а а С | 
‚Д аах: / 2(а—Ууах- | уча — : (ММ-- МР) =; МР. (6) 
2 


а—ь ‚[_—6 а—0 
Но 
- > > = 
/ а?4х == ] Ух -Е \ (а— у)ах | / 2у(а — у) ах. (7) 
а^ь &—ь а-ь в 5 


Из (6), рег сопуегзопет: 


[р [23 {1 
$ а?ах : $ азах — | у) 2 (а— у) уах-—= утв — 


#е— 6 


=: (2 — МР) =Е: Ро. (8) 


: р | 
/ а?4х: / Ух —=1: РО, 
а—ь #—5 
а значит, и 
7 > 
/ вых: / к (а — у) ах =[: РО, 
а—6 а—6 


что и Т. д. 
ВТОРАЯ ЛЕММА БОГРАНА. В нынешних обозначениях (РЕ ==а, 

ОР =6, степени — п и #7) правило Бограна получит следующий вид, если 

ввести для общности формулу бинома Ньютона, неизвестную Бограну: 


[1 р 
/ (@-—=5)"5"ах: / (@ 8)” ах = 
0 


о 


9 на” —1 Ь 


: а 
РА ВЕ м 
= (@==2) т т-2 я 


п(п— 1) по» н(и— 1) (1—2) ив з | 
т.е 2 1.2.3 о. 
п ^^ 2 


(верхний` знак соответствует первому, нижний — второму чертежу). 
ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ. Предл. Ш кн. [У „Геометрии“: „Если в пара- 
боле проведена какая-либо прямая, сопряженная с его осью или диаметром 
(ордината), если затем проведены прямые, параллельные оси или диаметру, 
упирающиеся с одной стороны в параболическую кривую, с другой — в ука- 
занную сопряженную хорду, являющуюся основанием параболы, то указанные 
параллельные прямые будут относиться друг к другу, как прямоугольники, 
построенные на частях основания, на которые эти прямые его рассекают“. 
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СХОЛИЯ К ПРЕДЛОЖЕНИЮ ХХХИ. Эта схолия, как и ряд других мест 
в „Опыте [\У“, показывает, что в это время все большее и большее значе- 
ние приобретает табулирование; навыки, усвоенные Кавальери в области 
прикладной математики и логистики (хотя эти дисциплины и были ему не 
по душе, а занимался он ими по долгу службы), он применяет здесь для 
геометрии (но, конечно, только в схолиях, а не в тексте). 

ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ. Обозначим каждое число таблицы, приложен- 
ной к схолии предложения ХХХИ, символом а„„, где т— номер вертикаль- 


ного, п — горизонтального столбца. Тогда формула этого предложения 
получит вид: 


0.9. ВО: 0.4. остаточной площади = 
— . | 
— @1„* @5, . [а @5„ — [2 (45. =—@1.} —а,,|- 


ПРЕДЛОЖЕНИЕ ХХХ!У. Формула: 
0.с. ВО :10.с. остаточной площади = 


в Ч : а Е а. : т у Ч у Отт [3 (боя @ и) : 2-1 ва Г Я 


ПРИЛОЖЕНИЕ 


КРИВОЛИНЕЙНЫЕ НЕДЕЛИМЫВ И БЕСКОНЕЧНО ДЛИННЫЕ 
ГИПЕРБОЛИЧЕСКИЕ ТЕЛА 


Чтобы показать, с каким интересом и пониманием Кавальери следил за даль- 
нейшим прогрессом учения о неделимых, процитирую в заключение два места из 
его писем к Торичелли. 


1. Письмо Л№ 21 в книге Тогисей, Ореге, Ш, стр. 66, отправленное из Болонья 


7 января 1642 г. 


„...Мне кажется также, если это только не 1арзиз тетонае (так как 
книги нет у меня под руками), что и я применял эти криволинейные недели- 
мые, — однако я применял их только при сравнении кругов с параболами. Но мне 


которое доказывало бы равенство двух фигур или тел, у которых всякого 
рода криволинейные неделимые равны между собой. Доказательство это, если 
я не ошибаюсь, должно быть сходно с тем, которое я дал в начале второй 
книги моей «Геометрии»; впрочем, ваш тонкий ум сам решит, как лучше“. 


Как мы знаем, Торичелли мало интересовался теоретическими предиосыл- 
ками н терпеть не мог всякого рода философию; поэтому он совету Кавальери не 
последовал. 

Дальше в том же письме идет речь но гиперболическом теле. Здесь криволи- 
нейная трапеция, ограниченная равнобокой гиперболой, аснмптотами ее и прямой, па- 
раллельной одной из асимитот, вращается вокруг этой асимптоты. Эта проблема 
впоследствии была разобрана Торичелли вего трактате „Ое зо!4о Пурегро!!со асщо“ 
(Ореге, \о1, 1, р. 1, стр. 191-213) 1; трактат Торичелли был опубликован через два года 

после написания этого письма. 


=—--—=—. 


=-—— — и. 


1 Вилейпнер, Хрестоматня по истории математики, вып. 4, стр. 67 русского 
перевода. 
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„Точно так же я благодарю вас за доказательство об остром гипер- 
болическом теле — доказательство воистину божественпое. Я не в силах по- 
стигнуть, как вы решились с такой легкостью погрузить ваш мерный шест 
в бесконечные глубины этого тела, ибо воистину оно мне кажется беско- 
нечно длинным (т. е. объем его, кажется бесконечно большим. С. Л.), по- 
скольку мне представляется бесконечно длинной та плоская поверхность, ко- 
торая его произвела, и поскольку каждая часть этой поверхности произвела 
часть тела! Впрочем, я не обдумал еще достаточно и, возможно, что ошибаюсь“. 


Здесь Кавальери в недоумении останавливается перед парадоксом бесконеч- 
ности и не может примириться с полученным результатом. Через четыре года он уже 
сам придумал такое же тело: это особого рода четырехгранное тело, построенное на 
равнобокой гиперболе. 


И. Письмо Л№ 417, там же, стр. 417, отправленное из Болонье 
17 октября 1646 г. 


„Сегодня утром мне пришел в голову способ найти без труда беско- 
нечно длинное тело, равновеликое конечному телу. 

В параллелограме ВО проведена [диагональ] АС и какие угодно парал- 
лельные регуле ВАМ прямые РОСНО, ГКЕМ, неопределенные по числу (ш4еНпйае, 
т. е. бесконечные, см. выше, стр. 361. С.Л.) При этом 


СЕР эк 
АТ: ГЕИ ИТ, 


РЕ = ОС. 


Пусть линией, проходящей через такие‘точки, будет ЕОМ, асимп- 
тотическая по отношению к прямой В№. Отсюда следует, что телесный прямо- 
угольник, построенный на треугольнике АСР и на площади АДЕМ (т. е. произ- 
ведение о. 1. АСД на 0.1. АДЕМ в обычной терминологии Кавальери. С. Л.), 

о будет бесконечно длин- 
ным, но в то же время он 
будет равен телесному 
квадрату ВД (т. е. о. 4. 
Вр. С. Л.), так как 


и так и в других пря- 
МЫХ. 

Отсюда вы увидите, насколько различные случаи здесь могут встре-. 
титься: оказывается, что, например, бесконечная линия АМ равна квадрату 
ВА и что центр тяжести этого тела будет лежать на параллели, которая 
делит АД пополам, или, выражаясь точнее, это будет линия равновесия тела, 
так как я не думаю, чтобы такие тела имели центр тяжести. Точно так же 


ий соответственные части этих тел, отсекаемые плоскостью любого из указанных 
прямоугольников, будут равновелики друг другу“. 

Замечание о центре тяжести лишний раз показывает, насколько Кавальери, * 
вопреки мнению Цейтена, был далек от представления о пределе. Замечание, что 
прямая АМ равновелика плошади квадрата ВА, показывает, что Кавальери забыл свон 
собственные остроумные замечания по этому поводу (см. выше, введение, стр. 47—49). 

Если обозначить 12 САД через с, СО через а, за начало координат взять 
точку А, а АМ и. АД — за оси, то отрезки СО, СН, КЕ будут равны су; ДЕ, НО, [М 
будут равны х, и уравнение кривой будет 


су х = а- 


ИЛИ 


>| $, 


ху —= 


т. е. кривая есть равнобочная гипербола, отнесенная к асимптотам АР и АМ, 


как К осям. 
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